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О принципе инвариантности для оценки 
корреляционной функции однородного случайного ПОЛЯ 

В настоящей работе доказана теорема о сходимости распределений 
непрерывных в равномерной топологии функционалов от естественной оцен-
ки корреляционной функции однородного случайного поля с непрерывным 
параметром к распределениям функционалов от некоторого гауссовского 
поля. Для случайных процессов условия применимости принципа инвари-
антности к оценке корреляционной функции сформулированы в работе [1]. 
В работах [2—4] приведены различные варианты центральной предельной 
теоремы (ц.п.т.) для оценки корреляционной функции, а также для стати-
стик более общего вида. Некоторые другие результаты по данному вопросу 
упомянуты в [1]. 

1. О б о з н а ч е н и я и ф о р м у л и р о в к а р е з у л ь т а т а . Пусть Яп— 
«-мерное евклидово пространство, а П [Т7, Т]={х£Яп : ^ ^ д г ^ Т г , 1 = 1 , « } — 
параллелепипед (/% Т 

А. Рассмотрим фиксированный вектор Н с положительными коор-
динатами. Пусть вектор такой, что Т = шп{Ть г = 1, «}оо. 
Пусть £ (я), х £ П [0, Т + Н] — наблюдения над действительным однородным 
в узком смысле, непрерывным в среднем квадратическом, измеримым и не-
прерывным с вероятностью единица случайным полем МН (х) = 0, МЕ2(х) < 
< о о , Щ(0)1(к) = 1?(Ю. 

Для оценки неизвестной корреляционной функции ЖЬ) по наблюдени-
ям над полем |(дт), х £ П [0, Т + А], рассмотрим статистику 

При выполнении условия А рассмотрим семейство случайных полей 

Пусть {Рт} — вероятностные меры, индуцируемые семейством (1) в 
пространстве С [0, Я] непрерывных на П [0, Н] функций от п переменных с 
равномерной топологией. Будем исследовать слабую сходимость мер {Р т} 

при Г ^ - ю к некоторой предельной гауссовой мере Р, описанной ниже. 
Для случайного поля g (х) рассмотрим некоторые условия сильного пе-

ремешивания [5—6]. Если S с= /?", то символом Зі (S) обозначим а-алгебру, 
порожденную ансамблем случайных величин {£(*), символом p(S, F)= 
= inf{ | | ; t — у II, x^S, у £ F) — расстояние между произвольными множе-
ствами S и F из R", а а (Зі', Зі") = sup 11 P (AB) — P (A) P (В) | , Л £ Зі', B£ 
£ Зі"} — розенблаттовский коэффициент связи между о-алгебрами Зі' и Зі". 

Выражение sup а (Зі (П)), Зі (П.,)) обозначим символом а (г), если верх-
няя грань берется по всем параллелепипедам Г^ и П2, таким, что р(П), 
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^ г , и символом а (г, ф , если—по всем параллелепипедам П, и П2 диаметра, 
не большего с/, расположенным на расстоянии, не меньшем г. 

Б. Пусть случайное поле £(*), х £ Я ' 1 такое, что 

М\1(Х) |4+б < оо, а (г, О) < ССГГП-В, б > 0, (2) 

при (1>(10, г д е е б > 4 П , со < б (Е/П — 2/б) / (2 + 2б), С — некоторая посто-
янная. 

Всюду ниже условие Б можно заменить следующим. 
Б,. Пусть случайное поле | (Х) такое, что М 11 (Х) \4+6 < оо и а (Г) = 

= 0{Г~П~Е), г д е е > 0 , е б > 4 П . 
Условие Б1 приведено лишь для иллюстрации, ибо оно накладывает 

более сильные ограничения на поле £ (х), чем условие Б (см. [6, с. 716]). 
Всюду в этой статье символами С, сг обозначены положительные кон-

станты, не всегда одни и те же. 
Если выполнено условие Б, то по лемме 17.2.2. [7, с. 389] корреля-

ционная функция Я (К) при || Н || > 0 допускает оценку Я (К) ^ С21| К ||"+Ё, 
где е ' > 0 . Следовательно, Я (Н) интегрируема. Отсюда следует, что слу-
чайное поле | (Х) обладает непрерывной и ограниченной спектральной плот-
ностью / (X), Х £ Я п . 

В. Пусть [(Х)>0 и для некоторого Р6 (0 , 1] / 1 = Г ( П I ^ 
о«\/=1 

т х 

X м ехр г 2 Н-Д (Xй) 

Х Л < оо. 

Если выполнено (2), то пусть я, (л:(1), х(2>, Х(3), Л'(4))=1_%———X 
' д^д^ди-зд^ 

0 , 4 ' —семиинвариантная функция 4-го по-
/=1 ) д 1=...=)х4=0 

рядка случайного поля £(*) (см., например, [8, 9]). Для X, х £ Я п обозна-
чим символом (X, х ) скалярное произведение. 

Г. Предположим, что существует спектральная плотность 4-го порядка 
/4(Х0> , Х{2\ Х{3)) случайного поля £ (Х), т. е. интегрируемая на Я3П (в общем 
случае комплекснозначная) функция, такая, что для любого вектора Х — 
= (*»>, х(2), х™)£Я3п, хи)£Я'\ / = Т7~3, *4(* (1), *(2), х<3), 0) = 

= { е х р 11 2 (ЬИ\ ХИ)) И (Х(1), Х(3) П <1ХИ\ г д е Х«\ЯП, 1=1, 3 . П у с т ь , 
я'зп ( / = 1 ) / = 1 

кроме того, спектральная плотность /4 (Л(1), Х{2), Х(3>) удовлетворяет требо-
ваниям 

/ " \(1+Т)/2 
зир С 1 + П I № I 1/4 Ь - ><", ^(2))| Л ( 1 ,А< 2 ) < ОО (3) 

"ек" & Д <=1 ) 

для некоторого у > О, 

Ига Г | П (ХА\ 1Г - Х(1\ X™) - / 4 (Я<1>, - * Я > , Х(2)) | ЙХ^ЙХ™ = 0. (4) 
М/Ш-О I 11/Щ->0 Л* 

Отметим, что из (3) следует конечность интеграла 

К2 п 
П 
1=1 

(1+7)/2 
| / 4 (^\ - X ' Х ( 2 ) ) \ Ж ^ 2 \ 

У с м о т р и м гауссовское случайное поле X (Л), / г £ П [ 0 , И], с нулевым 
средним и корреляционной функцией 
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р(/г(,), /г(2)) — (2л.)" | у ехр{1((Я,(1), 1г(1))+(Х(2\ /г(2))} / 4 А Я ) ^ 1 ^ ® * 

+ | (ехр {I (X, /г(1) — /г(2))} + ехр Н + Н{2))}) /2 (А,) 
кп > 

Л е м м а 1. Если выполнено (4), /2(А.) интегрируема и 

эир Г | / (ЯЯ, /г — Х(2)) I <&(1)сгА,(2) < оо, (5) 
лея" 

Н2п 

то при Т - > о о Пш М Х Г (Н(") (/г(2)) = р (к('\ /г'2). 
Доказательство леммы 1 аналогично доказательству теоремы 4.1 [8]. 
Для произвольной функции / (/1), Л £ /?" определим приращения А х ] 

по формуле 

Л(/п) 1у, - ^ ^ - • • .. У» - V» - *»)), (6) 
V 

где ^ ' ' ' о з н а ч а е т > 4 X 0 суммирование распространяется на все возмож-
V 

ные значения булевого вектора V = . . vll), а | V | = V! + . . . + 
Нам понадобится лемма. 
Л е м м а 2 [10, 11]. Поле X (/г), Н £ П [О, Н], индуцирует меру в про-

странстве С [О, Н], если выполнены условия-. 
1) для всех 0 < /г!" < 1х{2) < Ни I = 17л, М | Д(х> [7г<2), /г(1)] | р < 

< С3 П I Ь? — /г!" 1 г д е р>0, > 0; 
1=1 
2) найдутся такие 1 = 1 , п, что для всех 0 ^ / г ' 1 ' ^ г ' = = 

= ТГп, м IX . . г<°) - X (гГ, . . . . ., г<°>) | " < с41 М 2 ) - ' 
— /г'1' |1+<?, 1 = 1, л, где р > 0 , <7>0. 

Возвращаясь к гауссовскому полю Х(Н), Ь £ П [ 0 , Н], индукцией по п 
устанавливаем, что 

М (Д£' [Ь.{2\ /г( ,)])2 < С Л £ I Т[п) (/г(1>, /г<2), 11 / 4^ ( 1>, Ь ( 2 ) ) |Л ( 1 ) Л < 2 >+ 

К" 1 
где 

П » = ( С < х « . . , л(1)]) « ^ < 1 ) , . , лт1). = (Д&х.., [А®, /I*0])2. 

Тогда 

\ 1=1 у 1=1 

| Г ( Г 1 < с 7 П I | (1+7) /2Х) П I № — № 1 
1 = ! / (=1 

Подставляя полученные оценки в (7), получаем, что если интегралы /1 
и ]2 конечны, то 

М (ДГ [Н<2), Л(1>])2 < с8 </, + /2) П I Л ? - | 1 + т ! п ! Р ' 7 1 

1=1 
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и, следовательно, выполнено условие 1) леммы 2. Аналогично проверяется 
условие 2) этой леммы. Таким образом, доказана следующая лемма. 

Л е м м а 3. Если выполнены условия А, В, и Г (в котором (3) и (4) 
нужно заменить условием конечности интеграла /2), то гауссово поле 
X(h), h б [О, Я] с MX (h) = 0 и корреляционной функцией р (h{l), h{2)) инду-
цирует в пространстве С [О, Я] некоторую меру Р. 

Основной результат статьи содержится в следующем утверждении. 
Т е о р е м а 1. Пусть выполнены предположения А—Г. Тогда меры Р т 

при Т -*- оо слабо сходятся к мере Р в пространстве С [О, Я]. 
2. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Сформулируем вначале 

один вариант ц.п.т. для случайных полей, принимающих векторные значе-
ния. Условие сильного перемешивания без труда распространяется на век-
торное случайное поле | (л:) = ( | j (х), ..., £ т (х)) 6 Rm • Пусть также 

т (х) = О, Щ (х) г (х) < с», (8) 
/ п 4—1/2 

а для 5, F£ Rn т| (S, F) = Ш -$«) [ I M dx. 
• 1= 1 1 n[S,F] 

Будем говорить, что к векторному полю £ (х) £ R"1 применима ц. п. т. 
с параметрами (а, Ь), если существует предел lim Мг) (S, F) ц' (S, F) =Ь при 
mm{Fj—Sj, г'=1, /г}^-оо, а функция распределения Fs,F(Z) случайного вектора 
1](5, F) такова, что lim Fs,F(Z)=Ф(г), где Ф(г)—функция распределения много-
мерного гауссовского распределения с нулевым вектором средних и матри-
цей b — вторых моментов. 

Рассмотрим еще такое условие. 
Б2. Пусть векторное случайное поле £ (х) такое, что выполнено (8), 

причем 
М | | | ( х ) | | 2 + б < о о , 6 > 0 , (9) 

и выполнено условие сильного перемешивания с Функцией а (г, d )^ . c ( f r~ n ~ e , 
где d>d0, е б > 2 п , ю < б ( е / п — 2 / б ) / ( 2 + 2б).' 

Л е м м а 4. Пусть случайное поле Е (х) d R"1 однородно в узком смыс-
ле и удовлетворяет условию Б2. Тогда к случайному полю применима 
центральная предельная теорема с параметрами (0, (2л)"/ (0)), где f (k)= 

— ( f a (ОДГрг — спектральная плотность поля £ (х) £ R"1. 
Отметим, что лемма 4 непосредственно обобщает теорему 11.2 моногра-

фии [12] (относительно отсутствия условия, требующего, чтобы матрица 
/ (0) была невырожденной, см. [13, с. 246]). 

Доказательство леммы 4 проводится многомерным вариантом метода, 
секционирования С. Н. Бернштейна [5, 6] и отличается от доказательства 
теоремы 1 работы [6] лишь более сложными обозначениями. 

Л е м м а 5. Яусть выполнены предположения А, Б и поле 5 (х) обла-
дает спектральной плотностью /4 (Х(1), Х(2), удовлетворяющей (4) и (5). 
Тогда для любых не совпадающих векторов hu) £ П [0, Я], / = 1, т, вектор 
(ХТ (h°), . . Хт (hm) при Т-+- оо слабо сходится к вектору (X (h0)), . . . 
. . X (hm). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим поле у (х, h) — £ (х) | (х + h) — R (h). 
Случайное поле у (х, h) при h £ П [0, Я] однородно по х, а для /г(1), /г(2) £ 
б П [0, Я] поля у (х, /г0)) и у (х, h(2>) однородно связаны. Поэтому для лю-
бого т ^ 1 вектор у (х) = (у (х, ha)), . . у (х, hm)) — m-мерное случайное 
поле. Далее применяется лемма 4 к случайному полю y(x)£Rm. При про-
верке условий леммы 4 используется тот факт, что если х находится в 
достаточной малой окрестности нуля, то для некоторого е' > 0 выражение 
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П (Уг-х,) 
г=1 

|ЛВД I (х + I (0) I (к0)) — Р> (/г(0) Р (Л(Л)| мажорируется выражением с( | '*+ 
+ /г" !/2 — /г(/)/2 || — || | | /2 —1| ки ) | | / 2 Г л ~ е ' . 

Для доказательства компактности мер РТ в пространстве С [0, Я ] нам 
понадобится такое утверждение. 

Л е м м а 6 [10, 11]. Меры {Рт} компактны в пространстве С [0, Я], 
если для Хт (Н), / г£П[0, Я] выполнены условия: 

п \+я 
1) для всех 0 < * г < г / г < Я г , г = 1, /г, М | А^[г / , х] | р < с 4 

где / ? > 0, д > 0 ; 
2) найдутся такие г!0), 1 = 1, л, что для ссех 0 ^ х г < г / г < Я г 

М | Хг (г™, . . ., уь 4+1, • • 2(п) — 

— (40) ^ ь *„ г?1и . . ., г<°>) | р < с2 | у, - х, | р > 0, ц > 0, 

г = 1, п. 

Л е м м а 7. Пусть выполнены предположения А, Б и С. Тогда семей-
ство мер {РТ} компактно в пространстве С[0, Я]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим 

р г (Ьа\ Н<2)) = МХТ (Я(1)) Хт (Н{2)= 

\ 1 = 1 / П[0,Г] П[0,Г] 

+ / ? ( * < » _ £ ( , < » _ р + Л < 1 > _ Л ® ) + 

+ я _ р + я'1») # (г<» _ /<2> _ /г<2>)] ^ » л ® = 

= С и Ь<3)) Ч ф О-'0 + ^<2>) ехр {» ((Х<2\ /г(1)) + (Я<3), ^<2)))} X 

х £&1 1 ,л®л< 3 ) + [ / (ь(1)) / Ю а ( | ) + ^<2)) [ехр {;<ь(2), л(1) - я(2)>} + 
кы 

+ехр{г ((1(1), й(1)> - <1(2), /г ( 2 )»}]^< 1 )^< 2 ) , (10) 

где 

(к) = П зш* (Г/к,/2)/(Т} <Ы2П 
1=1 

Докажем, что для некоторого [ х > 0 

_ вир м [/г(2>, /г«1'])* < Сз П I Нр - 1 1 + 1 \ (11) 
т > т „ > о 1=1 

Пусть для булевого вектора V = (V,, . . ., г„) и А = (Д4, . . ., Дп) £ Я" 
V ® Д = (\',Д1( . . ., хпАп). 

Рассмотрим 

М(Д£> [Д + Д, /1 ] ) 2 = 2 2 ( - 1 ) м + | г ' ' х 
VI V' V' 1 1 

х МХГ (/г + V® Д) Хг (/г + V ® Д) = ^ /4 (1(1), X 
л3«, 
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X (>.(,) + Л(2>) К\п) (Ъ{2), Х0\ h, A) dlllW2)dX<3) + 

+ J / Ю / Ю (Ь(1) + Ь(2)) КГ» h, A) (12) 
«2« 

где /с!л) = 2 2 ( -1 ) | V | + | V ' ' ехр {f ((Я(2), h + V ® А) + h + v ' ® А »}, 

кг=22V(-1)iv|+|v'1 t e x p ^ А ® ( v - + е х р да0'- м - v ® д > -
V V ' 

— (Х<2>, h + v'®A))}]. Докажем, что 

I К Г W I ( 1 + ? ) / j П I д , I I + v , (13) 

I к? I < Ц п (I ^ 1 1 + р + 1 I ( I + P ) / 2 ) j П I д г 11+е- (14) 

Применим индукцию по п. Докажем справедливость неравенства (13). При 
п — 1 имеем (см. [1]) 

«Л.+яЭДА.+А.» — Е 1 1 1 1 1 ; 

, D , . . . Я-f'A, . (^2> + Я$3)) (2/ij 4- Ai) 
I Re /С)(1) [ = 4 | sin — s i n - i — ^ cos — — 1 — — — — — I 

I Im /(щ) I = 4 

Тогда 

. X(2)A1 . M3)Ai • (M2) + M3)) (2At + Ai) sin ' 1 sin ' 1 sin v ' / v 1 

2 2 2 

l / C ^ K c e l W l ^ l M 1 ^ . (15) 

Предположим, что формула (13) верна для К[п~1), т. е. 

I к ( г и | < с7 ^ п I I < 1 + v , / 2 j f j I А, 1 1 + v . (16) 

Тогда 

К\п) = >+1»)>Л« + _ 
i[l|2>ù +1<3>(Л +Д )] £[Я-(3)Й +я.(2)(/, + д h __ q п п п п П ___ g п п п п J Ъс 

/ 1 - 1 

S (V+Vj f п— I 

X 2 2 (—1) I= I ехр l • V [ ^ + v,A^)-!-
V l , . . . . v „ _ 1 v ; v ' I / = 1 1 n—1 

+ Xf)(hj-v'iAi)]}=K[\U-K(rl). 

Подставив здесь вместо K m оценку (15) с заменой %{2\ А, на Я.®, 
А„ соответственно, а вместо К\п~Х) — оценку из (16), получим форму-

лу (13). 

Докажем справедливость неравенства (14). При п = 1 (см. [1]) 

= 2 — 2 cos A f A j + cos (Я.[2' — M") К + cos (К? — (А» + Ai) — 
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Тогда 

— cos (Х!2) (ft, + Д,) — _ cos — (/г, +Д, ) ) = 

Л ( . Л ? \ , - (2ft, + A,) . l \ l \ . X?,Al : 4 I sm 2 —g-i + cos — — — — sin 1 s i n - Ц р -

I К c8 ( | M2) | 1 + P + I 0 ( , 2 ) I (1+P) /2) I Ai 1 (17) 

Предположим, что (14) справедливо для п — 1, т. е. 
л—1 л—1 

I К ( Г 1 ) I < С9 ( П (I 1 1 + Р + I Л ® I <1+P) /2J П I М 1 + Р - (1«) 
(=1 

Тогда аналогично предыдущему 

КГ = {2 - 2 cos >42)ДП + cos - Х<") hn + cos (Х{2) - (Лп + Дп) • 

- cos (U2) (Л„ + Дп) - * £ Ч . ) ~ cos ( k f h n - С (hn + Д J ) } X 
л—I 
S (v.+v'p 

x 2 2 (—1)£=1 ' e x P j i 2 ^ % ( v — v ; - ) j + 
vi V V , 1 л—1 

л—1 

л—1 

/=1 

+ ехр | i 2 (А/ + vA) - % + vA-)) 
7=1 

Воспользовавшись для оценки Кдп формулой (17) с очевидными изме-
нениями, а для оценки К{"~[}—предположением индукции (18), получим (14). 

Подставляя неравенства (13) и (14) в (12), получаем 

М (ATJh + Д, ft])2 < Cl0 J n i W l ™ ! / , ^ 1 1 . Ь ® , ^ ( 3 ) ) I X 
I дЗл ;'=1 

X ч Г + > , ( 2 ) )л ( 1 ! ^ ( 2 ) л ( 3 ) } п | Д , | 1 + 7 + 
j /=1 

+ J j ^ п ( | xj2> | 1 + р + 1 j W | ( I + P ) / 2 ) j / (х{1>)[ (x{2)YT
n)(x(i) + , W J X 

x n i A i l 1 + e 

Но 
i= 1 

П I A . I + / ( г 2 ) П I 
;=i ;=i 

1+3 (19) 

П I I<1+V)/2 I /4 ->- ( 2 ) . ^<3)) I ( ^ + dX(1)dX(2)dX(3) 

oZn i=l 

: sup f П I W I ( 1 + v ) / 2 1 / 4 — I dX<2)dX{3), (20) 
Л6ЯЛ ,=1 

I? - ( П ^ ) 1 J J ROP- x(2)) IS f П 
\x=l J ЩО.Л П|0,Л !цп /= 1 

+ ( J f W П I h I < 1 + Р ) ^ ' ( ^ ( 1 ) - * ® > л | 2 | 

(2) 11+P fU<2>.*(l)-*®> + 
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f Rix) [f ß ) П I h I UhViKx)dxdl + 
T- 00 Rn Rn /=fl 

+ J U f ß ) Ü\^\0+meHKx)dx\dx = 2^P ß) П I 1 + e A < ci2rt < oo. 
Rri /=1 / Rn І— 1 

(21) 

Подставив соотношения (20) и (21) в (19) и выбрав [г = min {v, ß}, 
получим справедливость (11), откуда и следует выполнение условия 1) лем-
мы 6. Проверить условие 2) более просто. Фактически надо воспользовать-
ся формулами типа (15) и (17). Лемма 7 доказана. 

Справедливость теоремы 1 очевидным образом вытекает из лемм 5 и 7 
(см., например, [10, 11, 14]). 

3. Ч а с т н ы е с л у ч а и и з а м е ч а н и я . 
З а м е ч а н и е 1. Утверждение теоремы 1 остается справедливым, 

если вместо (3) и (4) потребовать, чтобы 

ш j пі№№ і ( 1 + v ) / 21hß 0 ) +« ( 1 \ " < 2 > - ^ ( 2 ) + « (3>)-
Т-+СС d5п г=1 

- ft ßa\ ^(2>) 11 Утп) (U) | dl(1W2) П duU) < оо (22) 
/ = 1 

для некоторого 7 > 0 , где и = (и°\ и12), и(3), и { \ Ц(4) = — и0) — и(2) — и(3) 

и 
/ п \ — 1 4 п 

Ч'Г [U) = (2п)Ч Г Ы П П si п Ц^ЛиР/2). 
\ /=Х / /=1 k-l 

Действительно, используя я-мерный аналог леммы 3.3 [4] и оценки (13) 
и (14) из доказательства теоремы 1, получаем соотношения компактности 
без предположений (3) и (4). 

З а м е ч а н и е 2. Условие (22) выполнено, если, например, предполо-
жить, что функция 

G (и) = J П І х!\<2) | < I + V ) / 2 I / 4 (Х(1) + и(,\ и(2) - Я(1), Х<2> + и(3) I dX,lW2> 
R2п і=1 

непрерывна по и' = (и(1\ и<2), ы(3>) в некоторой окрестности нуля и для не-
которого v > О 

lim J | ¥(
г
4л) (и) | du' = 0, 1/ = Я3п\{ || и w || <», / = ТГЗ}-

f-vco V 
Для гауссовского случая из теоремы 1 следует такая теорема. 
Т е о р е м а 2. Если выполнены предположения А, Б и В, то меры Рт 

при Т - > оо слабо сходятся в пространстве С [О, Я] к мере Р, порожденной 
гауссовским случайным полем X (h), h 6 П [О, Я] с MX (h) = 0 и корреля-
ционной функцией 

р (hil), h(2)) = (2л ) " J (ехр {г (X, /г01 — ft(2')} + exp {i <К h<X) + /г(2>)}) /2 Щ dX. 
Rn 

З а м е ч а н и е 3. Как уже отмечалось, случай п = 1 разобран ав-
торами в [1]. Однако условия теоремы 1 при п= 1 ослабляют ряд условий 
теоремы 1 работы [1]. 
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