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КОНУСНЫЕ НЕРАВЕНСТВА И УСТОЙЧИВОСТЬ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ*

We discuss generalizations of classes of monotone dynamical systems in the partially ordered Banach
space. We establish the algebraic conditions for the stability of equilibria of differential systems on
the basis of linearization and application of derivatives of nonlinear operators with respect to a cone.
Conditions of the positivity and absolute stability of a certain class of differential systems with delay are
suggested. Some illustrative examples are given.

Дослiджуються узагальнення класiв монотонних динамiчних систем в напiвупорядкованому ба-

наховому просторi. Встановлено алгебраїчнi умови стiйкостi станiв рiвноваги диференцiальних

систем на основi лiнеаризацiї та застосування похiдних по конусу вiд нелiнiйних операторiв. За-

пропоновано умови позитивностi та абсолютної стiйкостi деякого класу диференцiальних систем iз

запiзненням. Наведено iлюстративнi приклади.

1. Введение и основные определения. В теории систем и приложениях исполь-
зуются непрерывные и дискретные модели динамических объектов, состояния ко-
торых имеют определенные свойства по отношению к некоторому конусу фазового
пространства (позитивность, монотонность, кооперативность и др.). Эти свойства
могут быть обусловлены природой изучаемого объекта или структурой проекти-
руемой системы управления (см., например, [1 – 4]). Классы позитивных и мо-
нотонных систем возникают в теории устойчивости в качестве систем сравнения
[5 – 7]. Некоторые модели биологических и социальных систем имеют свойства
типа кооперативности или конкуренции, которые определяются с помощью конуса
неотрицательных векторов [2].

В данной работе исследуются свойства динамических систем, обобщающие
понятия позитивности и монотонности относительно конуса. Предлагается клас-
сификация таких систем с целью их использования в задачах устойчивости. Фор-
мулируется аналог теоремы Ляпунова об устойчивости состояний равновесия не-
линейных дифференциальных систем по первому приближению с использовани-
ем понятия производных по конусу от нелинейного оператора. Устанавливаются
условия позитивности и абсолютной устойчивости некоторого класса дифферен-
циальных систем с запаздыванием.

Приведем некоторые определения и вспомогательные факты. Выпуклое зам-
кнутое множество K вещественного нормированного пространства E называется
конусом, если K ∩ −K = {0} и αK + βK ⊂ K ∀α, β ≥ 0. Пространство с конусом

полуупорядочено: X
K
≤ Y ⇐⇒ Y − X ∈ K. Конус K с непустым множеством

внутренних точек intK = {X : X
K
> 0} является телесным. Ненулевые элемен-

ты X ∈ K обозначаются как X
K
� 0. Конус K называется нормальным, если

0
K
≤ X

K
≤ Y влечет оценку ‖X‖ ≤ ν‖Y ‖, где ν — универсальная константа. Наи-

меньшее из таких чисел ν называется константой нормальности конуса K. Если
E = K −K, то конус K воспроизводящий.

* Выполнена при частичной поддержке НИР № 0107U002198.
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Типичными примерами нормальных воспроизводящих конусов в конечномер-
ных пространствах являются множество векторов с неотрицательными элементами,
круговой конус Минковского, множество симметричных неотрицательно опреде-
ленных матриц и др.

Множество D ⊂ E называется K-выпуклым, если для любой пары точек X,

Y ∈ D из X
K
≤ Y следует (1 − γ)X + γY ∈ D при γ ∈ (0, 1). Любой конус K и

любое выпуклое множество являются K-выпуклыми.

Сопряженный конус K∗ состоит из линейных функционалов ϕ ∈ E∗, принима-
ющих неотрицательные значения на K, причем K =

{
X ∈ E : ϕ(X) ≥ 0 ∀ϕ ∈ K∗

}
.

Функционал ϕ ∈ E∗ называется равномерно положительным, если найдется такое
γ > 0, что ϕ(X) ≥ γ‖X‖ для всех x ∈ K. Равномерно положительный функционал

ϕ ∈ E∗ является строго положительным: ϕ(X) > 0 при X
K
� 0. Конус K допускает

„оштукатуривание” K0, если каждая точка X ∈ K входит в конус K0 вместе с
шаровой окрестностью ‖Y − X‖ ≤ δ‖X‖, где δ > 0 не зависит от X. Оштука-
туриваемость конуса K равносильна телесности конуса K∗. Конус K нормальный
(воспроизводящий) в том и только в том случае, когда сопряженный конус K∗
является воспроизводящим (нормальным).

Пусть в банаховом пространстве E1(E2) выделен конус K1(K2). Оператор M :

E1 → E2 называется монотонным, если X
K1
≤ Y =⇒ MX

K2
≤ MY. Монотонность

линейного оператора M равносильна его положительности: MK1 ⊆ K2. Если
оператор M положительный, то сопряженный оператор M∗ : E∗2 → E∗1 также поло-
жителен (M∗K2 ⊆ K∗1). Если ME1 ⊆ K2, то оператор M всюду положительный.
Линейный оператор M называется положительно обратимым, если K2 ⊆ MK1,

т. е. для любого Y ∈ K2 уравнение MX = Y имеет решение X ∈ K1. Поскольку
(M−1)∗ = (M∗)−1, из положительной обратимости оператора M следует поло-
жительная обратимость оператора M∗. Если K2 — нормальный воспроизводящий
конус и M1 ≤ M ≤ M2, то из положительной обратимости операторов M1 и
M2 вытекает положительная обратимость оператора M, причем M−1

2 ≤ M−1 ≤
≤M−1

1 [1].

Критерием положительной обратимости операторов вида M = L − P, где
PK1 ⊆ K2 ⊆ LK1, K2 — нормальный воспроизводящий конус, является нера-
венство ρ(T ) < 1, где ρ(T ) — спектральный радиус пучка операторов T (λ) = P −
−λL [8]. Если конус K2 телесный, то данное неравенство эквивалентно существо-

ванию элементов X
K1
≥ 0 и Y

K2
> 0, связанных уравнением MX = Y.

Линейный ограниченный оператор F ′(X0) называется производной Гато от
нелинейного оператора F : E1 → E2 в точке X0, если существует предел

lim
ε→0

1
ε

[F (X0 + εH)− FX0] = F ′(X0)H

в смысле сильной сходимости (по норме). Если данное соотношение выполняет-

ся лишь при H
K1
≥ 0, то F ′(X0) — производная по конусу K1 оператора F [9].

Производная Фреше F ′(X0) по конусу K1 определяется соотношениями
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F (X0 +H)− FX0 = F ′(X0)H +R(X0,H), R(X0,H) = o(‖H‖),

где H
K1
≥ 0. Производная Фреше является также производной Гато. Если произ-

водная Гато непрерывна в окрестности точки X0, то она является производной
Фреше. В дальнейшем через F ′+(X0) (F ′−(X0)) будем обозначать производные
Гато и Фреше по конусу K1 (−K1) в точке X0.

2. Классификация динамических систем относительно конуса. Пусть в
некоторой области D банахового пространства E функционирует непрерывная или
дискретная динамическая система, состояния которой определяются в виде

Xt = Φ(Xτ , τ, t) ∈ E , t ≥ τ ≥ 0, (2.1)

где Φ — оператор, определяющий переход из начального состояния Xτ в состояние
Xt и имеющий свойства

Φ(Xτ , τ, τ) = Xτ , Φ(Xτ , τ, t+ τ) = Φ(Xt, t, t+ τ).

Если Φ(Θ, τ, t) = Θ, то Xt ≡ Θ — состояние равновесия (стационарное движение)
системы (2.1).

Пусть в пространстве E определено постоянное или изменяющееся по задан-
ному закону множество Kt, t ≥ 0. Kt является инвариантным множеством систе-
мы (2.1), если выполняется включение Φ(Kτ , τ, t) ⊂ Kt, т. е.Xt ∈ Kt при t > τ ≥ 0,
лишь только Xτ ∈ Kτ . Если система (2.1) имеет инвариантный конус Kt, то она
позитивна относительно Kt. Система (2.1) называется монотонной относительно
конуса Kt, если для любого τ ≥ 0

Xτ

Kτ

≤ Yτ =⇒ Xt

Kt

≤ Yt, t > τ, (2.2)

где Xt = Φ(Xτ , τ, t), Yt = Φ(Yτ , τ, t). Позитивную (монотонную) динамическую
систему (2.1) определяет позитивный (монотонный) относительно конуса Kt опе-
ратор Φ. Классы монотонных и позитивных относительно конуса Kt(−Kt) систем
обозначим через M и M+

0 (M−
0 ) соответственно.

Рассмотрим множества

K+
t (Θ) = {X ∈ E : X

Kt

≥ Θ}, K−t (Θ) = {X ∈ E : X
Kt

≤ Θ},

где Θ ∈ E , Kt — некоторый конус. Очевидно, что K±t (Θ) = Θ ± Kt и K±t (0) =
= ±Kt. Для класса систем, имеющих инвариантное множество K+

t (Θ) (K−t (Θ)),
используем обозначение M+

0 (Θ) (M−
0 (Θ)). Классы систем, характеризующихся

свойством (2.2) при дополнительных требованиях Yτ ∈ K+
τ (Θ), Xτ ∈ K+

τ (Θ),
Xτ ∈ K−τ (Θ) и Yτ ∈ K−τ (Θ), обозначаем соответственноM+

1 (Θ),M+
2 (Θ),M−

1 (Θ)
и M−

2 (Θ). Система класса M+
2 (Θ) (M−

2 (Θ)) монотонна в K+
t (Θ) (K−t (Θ)).

Обозначим Mk(Θ) = M+
k (Θ) ∩ M−

k (Θ), k = 0, 1, 2. Отметим, что M ⊆
⊆M±

1 (Θ) ⊆M±
2 (Θ) и M⊆M1(Θ) ⊆M2(Θ).

Пусть Φ′+(Θ, τ, t) (Φ′−(Θ, τ, t)) — производная Гато по конусу Kτ (−Kτ ) опе-
ратора Φ(Θ, τ, t) в точке Θ ∈ D. Для классов систем M+

0 (Θ) и M−
0 (Θ), имеющих

состояние равновесия Xt ≡ Θ, выполняются соответствующие включения
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Φ′+(Θ, τ, t)Kτ ⊆ Kt, Θ ∈ D, t ≥ τ, (2.3)

Φ′−(Θ, τ, t)Kτ ⊆ Kt, Θ ∈ D, t ≥ τ. (2.4)

Лемма 2.1. Пусть оператор Φ(Θ, τ, t) дифференцируем по Гато по конусу
Kτ (−Kτ ) в каждой точке Kτ -выпуклой области D при t ≥ τ. Тогда система (2.1)
является монотонной относительно Kt в том и только в том случае, когда выпол-
няются условия (2.3) ((2.4)).

Доказательство. Предположим, что существует производная Гато Φ′+(Θ, τ, t)
в каждой точке Θ ∈ D. Тогда из определения свойства монотонности системы
имеем соотношение

lim
ε→0

1
ε

[Φ(Θ + εH, τ, t)− Φ(Θ, τ, t)] = Φ′+(Θ, τ, t)H
Kt

≥ 0,

где H
Kτ

≥ 0, Θ ∈ D, из которого следует включение (2.3).
Утверждение достаточности устанавливается на основе формулы Лагранжа для

оператора Φ(Θ, τ, t):

ϕ (Φ(Θ +H, τ, t)− Φ(Θ, τ, t)) = ϕ(Φ′+(Θ + γH, τ, t)H),

где 0 < γ = γ(ϕ) < 1, ϕ ∈ E∗, Θ и Θ + H — произвольные точки неко-
торого выпуклого множества. Для этого следует использовать лишь положи-
тельные функционалы ϕ ∈ K∗t и свойство Kτ -выпуклости области D. При этом
Θ + γH = (1− γ)Θ + γ(Θ +H) ∈ D, если Θ ∈ D и H ∈ Kτ .

Аналогично устанавливается критерий монотонности системы вида (2.4).
Лемма доказана.
Замечание 2.1. Можно установить, что критерием принадлежности систе-

мы (2.1) классу M+
2 (Θ) (M−

2 (Θ)) является включение (2.3) ((2.4)), выполняемое
при Θ ∈ Kτ (Θ ∈ −Kτ ). Для системы класса M+

1 (Θ) (M−
1 (Θ)) выполняются оба

включения (2.3) и (2.4) при Θ ∈ Kτ (Θ ∈ −Kτ ).
3. Дифференциальные системы. Рассмотрим нелинейную дифференциаль-

ную систему

Ẋ = F (X, t), t ≥ τ ≥ 0, (3.1)

где F (X, t) — непрерывная оператор-функция, обеспечивающая существование и
единственность непрерывно дифференцируемого решения X(t) = Φ(Xτ , τ, t) при
t ≥ τ для любых τ ≥ 0 и Xτ ∈ D, где D ⊂ E — некоторая Kτ -выпуклая область.

Для системы (3.1) определим следующие условия:

X
Kt

≥ Θ, ϕ ∈ K∗t , ϕ(X −Θ) = 0 =⇒ ϕ (F (X, t)) ≥ 0, (3.2)

X
Kt

≤ Y, ϕ ∈ K∗t , ϕ(X − Y ) = 0 =⇒ ϕ (F (X, t)− F (Y, t)) ≤ 0, (3.3)

где t ≥ 0, K∗t — сопряженный конус. Класс оператор-функций F (X, t), удовле-
творяющих условиям типа (3.2) относительно конуса Kt (−Kt), обозначим че-
рез F+

0 (Θ) (F−0 (Θ)). Семейство оператор-функций, имеющих свойство (3.3), обо-
значим через F . Определим также семейства оператор-функций F+

1 (Θ), F+
2 (Θ),
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F−1 (Θ) и F−2 (Θ), характеризующихся свойством (3.3) при дополнительных тре-
бованиях Y ∈ K+

t (Θ), X ∈ K+
t (Θ), X ∈ K−t (Θ) и Y ∈ K−t (Θ) соответственно.

Обозначим Fk(Θ) = F+
k (Θ) ∩ F−k (Θ), k = 0, 1, 2.

Очевидно, что F , F±0 (Θ), F±1 (Θ) и F±2 (Θ) являются клиньями, причем F ⊆
⊆ F±1 (Θ) ⊆ F±2 (Θ) и F ⊆ F1(Θ) ⊆ F2(Θ).

Лемма 3.1. Пусть Kt — телесный конус, имеющий свойство

0 ≤ τ < t =⇒ Kτ ⊆ Kt. (3.4)

Тогда выполняются следующие утверждения:
1) если F ∈ F±0 (Θ), то K±t (Θ) является инвариантным множеством систе-

мы (3.1);
2) если F ∈ F , то система (3.1) монотонна относительно Kt;
3) если F ∈ F±k (Θ), то M±

0 (Θ) ⊆M±
k (Θ), k = 1, 2;

4) если F ∈ F±k (Θ) и F (Θ, t) ≡ 0, то (3.1) является системой класса M±
k (Θ),

k = 1, 2.
Доказательство. Доказательство утверждения 1 леммы аналогично его дока-

зательству в случае Θ = 0 [7].
Наряду с (3.1) рассмотрим систему

Ẏ = F (Y, t) + εQ, t ≥ τ ≥ 0, (3.5)

где ε > 0, Q
K0
> 0. Если (3.1) — система класса M±

0 (Θ), то таковой является
система (3.5). Пусть X(t) и Y (t) — решения соответствующих систем (3.1) и (3.5)

такие, что X(0)
K0
≤ Y (0), X(τ)

Kτ

≤ Y (τ) и ϕ(X(τ)) = ϕ(Y (τ)) для некоторых τ ≥ 0
и ϕ ∈ K∗τ , ϕ 6= 0. Тогда при условиях (3.4) и F ∈ F для достаточно малого δ > 0
выполняются неравенства

ϕ(Ẋ(τ)− Ẏ (τ)) = ϕ(F (X(τ), τ)− F (Y (τ), τ))− εϕ(Q) < 0,

τ+δ∫
τ

ϕ
(
Ẋ(t)− Ẏ (t)

)
dt = ϕ (X(τ + δ)− Y (τ + δ)) ≤ 0.

Это означает, что в момент τ значение функции Y (τ+δ)−X(τ+δ) не может выйти
за пределы конуса Kτ . В силу непрерывной зависимости решения Y от ε при ε→ 0
можно утверждать, что система (3.1) монотонна относительно Kt (утверждение 2).

Доказательство утверждения 3 аналогично доказательству утверждений 1, 2.

Если при этом Y (0)
K0
≥ 0, F ∈ F+

1 (Θ) (X(0)
K0
≥ 0, F ∈ F+

2 (Θ)), то M+
0 (Θ) ⊆

⊆ M+
1 (Θ) (M+

0 (Θ) ⊆ M+
2 (Θ)). Аналогично, при X(0)

K0
≤ 0, F ∈ F−1 (Θ)

(Y (0)
K0
≤ 0, F ∈ F−2 (Θ)) имеем M−

0 (Θ) ⊆M−
1 (Θ) (M−

0 (Θ) ⊆M−
2 (Θ)).

Утверждение 4 является следствием утверждений 1 и 3. Действительно, если
F (Θ, t) ≡ 0, то из F ∈ F±1 (Θ) (F ∈ F±2 (Θ)) следует F ∈ F0(Θ) (F ∈ F±0 (Θ)).

Лемма доказана.
Отметим, что в случае постоянного конуса Kt = K можно сформулировать

обратные утверждения к утверждениям 1 – 4 леммы 3.1 [10].
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В [11] предложена методика построения инвариантных множеств дифференци-
альных систем в виде

It =
{
X ∈ E : V (X, t)

K
≥ 0
}
, (3.6)

где V : E × [0,∞) → E1 — некоторая оператор-функция,
K
≥ — неравенство, опреде-

ляемое заданным конусом K в пространстве E1.

Теорема 3.1. Пусть K — телесный конус. Тогда (3.6) является инвариант-
ным множеством системы (3.1) в том и только в том случае, когда при каждом
t ≥ 0 выполняется условие

X ∈ It, ϕ ∈ K∗, ϕ (V (X, t)) = 0 =⇒ ϕ (DtV (X, t)) ≥ 0, (3.7)

где Dt — оператор дифференцирования в силу системы (3.1).
Если V (X, t) — непрерывная вместе с частными производными оператор-функ-

ция, то в (3.7) оператор Dt, как сильная производная сложной функции, определя-
ется в виде

DtV (X, t) = V ′X(X, t)F (X, t) + V ′t (X, t), (3.8)

где V ′t (X, t) — сильная производная функции по t, а V ′X(X, t) — производная Гато
по X. В случае, когда V (X, t) является лишь непрерывной и локально липшицевой
функцией по X, в качестве Dt можна использовать производные в силу системы
типа Дини (см., например, [5, 6]).

Замечание 3.1. Условие (3.7) имеет место, если для некоторой непрерывной
скалярной функции α(X, t) выполняется конусное неравенство

DtV (X, t) + α(X, t)V (X, t)
K
≥ 0, X ∈ ∂It, t ≥ 0. (3.9)

Наряду с (3.1) рассмотрим линейные системы

Ḣ = F ′+(X, t)H, X ∈ D, t ≥ τ ≥ 0, (3.10)

Ḣ = F ′−(X, t)H, X ∈ D, t ≥ τ ≥ 0, (3.11)

где F ′+(X, t) (F ′−(X, t)) — производная Гато по конусу Kt(−Kt) оператора F (X, t).
Систему (3.1) будем называть кооперативной относительно Kt (−Kt), если пра-
вые части семейства систем (3.10) ((3.11)) являются операторами класса F+

0 (0)
(F−0 (0)). При условиях леммы 3.1 каждая система (3.10) ((3.11)), соответствующая
кооперативной относительно Kt (−Kt) системе (3.1), имеет инвариантные конусы
Kt (−Kt). Система (3.1) является моделью конкуренции относительно Kt (−Kt),
если реверсная система

Ẋ = −F (X,−t), t ≥ τ ≥ 0,

является кооперативной относительно Kt (−Kt).
Имеет место следующее утверждение [12].
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Теорема 3.2. Пусть оператор F (X, t) дифференцируем по Гато по конусу
Kt (−Kt) в каждой точкеX Kt-выпуклой областиD при t ≥ 0. Тогда система (3.1)
является кооперативной относительно Kt (−Kt) в том и только в том случае,
когда F ∈ F .

Следствие 3.1. При условиях леммы 3.1 система (3.1) является монотонной,
если она кооперативна относительно Kt или −Kt. Если конус Kt постоянный, то
справедливо и обратное утверждение.

Замечание 3.2. Можно установить, что правая часть системы (3.10) ((3.11))
при X ∈ K+

t (Θ) (X ∈ K−t (Θ)) является функцией класса F+
0 (Θ) (F−0 (Θ)) в

том и только в том случае, когда F ∈ F+
2 (Θ) (F ∈ F−2 (Θ)). Если F ∈ F+

1 (Θ)
(F ∈ F−1 (Θ)), то правые части обеих систем (3.10) и (3.11) являются функциями
класса F+

0 (Θ) (F−0 (Θ)) при X ∈ K+
t (Θ) (X ∈ K−t (Θ)).

4. Устойчивость состояний равновесия систем класса M1(Θ). Рассмот-
рим дифференциальную систему (3.1) с изолированным состоянием равновесия
X ≡ Θ:

Ẋ = F (X, t), F (Θ, t) ≡ 0, t ≥ τ ≥ 0. (4.1)

Будем предполагать, чтоKt — нормальный воспроизводящий конус с ограниченной
константой нормальности νt ≤ ν.

Состояние X ≡ Θ системы (4.1) называем устойчивым в K+
t (Θ), если для

любых ε > 0 и τ ≥ 0 можно указать такое δ > 0, что из принадлежности X(τ)
множеству Sδ(τ) следует X(t) ∈ Sε(t) при t > τ, где Sε(t) =

{
X ∈ K+

t (Θ): ‖X −
− Θ‖ ≤ ε

}
. Если при этом для некоторого δτ > 0 из X(τ) ∈ Sδτ

(τ) следует
‖X(t) − Θ‖ → 0 при t → ∞, то состояние X ≡ 0 системы асимптотически
устойчиво в K+

t (Θ).
Если состояние X ≡ 0 системы (4.1) с инвариантным множеством K+

t (Θ)
устойчиво (асимптотически устойчиво) по Ляпунову, то оно устойчиво (асимпто-
тически устойчиво) в K+

t (Θ).
Докажем следующее утверждение, сформулированное в [7] в случае Θ = 0.
Лемма 4.1. Состояние X ≡ Θ системы (4.1) класса M1(Θ) относительно

нормального воспроизводящего конуса Kt устойчиво (асимптотически устойчиво)
по Ляпунову в том и только в том случае, когда оно устойчиво (асимптотически
устойчиво) в K+

t (Θ) и K−t (Θ).
Доказательство. Для системы класса M1(Θ) оба множества K+

t (Θ) и K−t (Θ)
являются инвариантными. Поэтому из устойчивости (асимптотической устойчи-
вости) по Ляпунову состояния X ≡ Θ следует устойчивость (асимптотическая
устойчивость) в K+

t (Θ) и K−t (Θ).
Пусть состояние X ≡ Θ системы (4.1) устойчиво в K+

t (Θ) и K−t (Θ). Рассмот-
рим произвольное ее решение X(t) с начальным условием X(τ) = Xτ . Поскольку
конус Kτ воспроизводящий и несплющенный, для некоторых X±

τ ∈ K±τ (Θ) и γτ

выполняются соотношения

X−
τ

Kτ

≤ Xτ

Kτ

≤ X+
τ , ‖X±

τ −Θ‖ ≤ γτ‖Xτ −Θ‖.

Из определения классов M±
1 (Θ) имеем неравенства
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X−(t)
Kt

≤ X(t)
Kt

≤ X+(t), t ≥ τ,

где X±(t) — решения системы с соответствующими начальными условиями
X±(τ) = X±

τ .

В силу устойчивости состояния X ≡ Θ системы в K±t (Θ) для любого ε > 0
выберем δ± > 0 так, чтобы из неравенства ‖X±

0 − Θ‖ ≤ δ± следовало ‖X±(t) −
−Θ‖ ≤ ε(2ν + 1)−1 при t > τ. Тогда

‖X(t)−Θ‖ ≤ (νt + 1)‖X−(t)−Θ‖+ νt‖X+(t)−Θ‖ ≤ ε,

лишь только ‖Xτ‖ ≤ δ = γ−1
τ min{δ+, δ−}. Здесь 0 < νt ≤ ν (γτ > 0) — константа

нормальности (несплющенности) конуса Kt (Kτ ). При этом ‖X(t)−Θ‖ → 0, если
‖X±(t) − Θ‖ → 0, t → ∞, т. е. состояние X ≡ Θ системы (4.1) асимптотически
устойчиво по Ляпунову.

Лемма доказана.
Лемма 4.2. Пусть нормальный телесный конус Kt удовлетворяет усло-

вию (3.4), является инвариантным множеством линейной системы

Ẋ = MX, t ≥ τ ≥ 0, (4.2)

и совместна система неравенств

Z
Kτ

> 0, −MZ = Y
Kτ

> 0. (4.3)

Тогда система (4.2) асимптотически устойчива.
Доказательство. Рассмотрим произвольное решение X(t) = eM(t−τ)Xτ .

Пусть сначала Xτ

Kτ

≥ 0. Поскольку Z и Y — внутренние точки конуса Kτ и Kt

является инвариантным множеством системы (4.2), для некоторого α > 0 выпол-
няются неравенства

Y
Kτ

≥ αZ
Kτ

≥ α2Xτ , 0
Kt

≤ X(t)
Kt

≤ α−1Z(t),

где функция Z(t) = eM(t−τ)Z удовлетворяет соотношениям

Ż(t) + αZ(t) = G(t), G(t) = eM(t−τ)(−Y + αZ)
Kt

≤ 0,

0
Kt

≤ Z(t) = e−α(t−τ)Z +

t∫
τ

e−α(t−s)G(s)ds
Kt

≤ e−α(t−τ)Z.

В последнем неравенстве использовано свойство (3.4) конуса Kt. Из нормальности
данного конуса следует

‖Z(t)‖ ≤ νe−α(t−τ)‖Z‖, ‖X(t)‖ ≤ α−1ν2e−α(t−τ)‖Z‖.

В общем случаеXτ = X+
τ −X−

τ , гдеX±
τ ∈ Kτ , получаем аналогичное неравенство

‖X(t)‖ ≤ ν2
(
α−1

+ e−α+(t−τ) + α−1
− e−α−(t−τ)

)
‖Z‖,

где α± > 0 — некоторые числа.
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Следовательно, каждое решение системы (4.2) ограничено и стремится к нулю
при t→∞, что равносильно асимптотической устойчивости данной системы.

Лемма доказана.
Сформулируем условия асимптотической устойчивости состояния равновесия

X ≡ Θ нелинейной автономной системы

Ẋ = F (X), F (Θ) = 0, t ≥ τ ≥ 0. (4.4)

Будем предполагать, что конус K постоянный и существуют производные Фреше
F ′±(X) по конусам ±K от оператора F в точке X = Θ.

Теорема 4.1. Пусть система (4.4) принадлежит классуM1(Θ) относитель-
но нормального воспроизводящего конуса K и существуют производные Фреше
F ′±(Θ) по ±K соответственно. Тогда состояние X ≡ Θ системы (4.4) асимпто-
тически устойчиво по Ляпунову, если операторы −F ′±(Θ) положительно обра-
тимы:

K ⊆ −F ′+(Θ)K, K ⊆ −F ′−(Θ)K. (4.5)

Если при этом конус K телесный, то условия (4.5) эквивалентны разрешимости
относительно H+ и H− системы неравенств

H−
K
≤ 0

K
≤ H+, F ′+(Θ)H+

K
< 0

K
< F ′−(Θ)H−. (4.6)

Доказательство. Система (4.4) классаM1(Θ) имеет инвариантные множества
K±(Θ). При X = Θ +H ∈ K±(Θ) данная система представляется соответственно
как

Ḣ = F ′±(Θ)H +R±(Θ,H), H ∈ ±K. (4.7)

Согласно лемме 4.1, из асимптотической устойчивости в ±K состояний H ≡ 0
систем (4.7) следует асимптотическая устойчивость по Ляпунову состояния X ≡ Θ
исходной системы (4.4). Для того чтобы воспользоваться теоремой Ляпунова об
устойчивости по первому приближению, установим асимптотическую устойчи-
вость линейных систем

Ḣ = F ′±(Θ)H, H ∈ E . (4.8)

Системы (4.8) позитивны относительно K и −K. Действительно, учитывая
соотношения

F (Θ + εH) = εF ′+(Θ)H +R+(Θ, εH),
R(Θ, εH)
ε‖H‖

→
ε→0

0,

и тот факт, что F ∈ F±1 (Θ) (см. п. 3), имеем

H ∈ ±K, ϕ ∈ ±K∗, ϕ(H) = 0 =⇒
ϕ(F ′±(Θ)H)

‖H‖
+
ϕ(R±(Θ, εH))

ε‖H‖
≥ 0.

Отсюда следует, что ϕ(F ′±(Θ)H) ≥ 0, т. е. выполняются условия позитивности
систем (4.8).
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Для позитивных систем (4.8) условия (4.5) и (4.6) эквивалентны. В силу леммы
4.2 системы (4.8) асимптотически устойчивы. При этом состояниеX ≡ Θ исходной
системы (4.4) также асимптотически устойчиво по Ляпунову.

Теорема доказана.
Гипотеза 4.1. Пусть система (4.4) принадлежит классу M1(Θ) относи-

тельно нормального телесного конуса K и совместна система конусных нера-
венств

X−
K
≤ Θ

K
≤ X+, F (X+)

K
< 0

K
< F (X−). (4.9)

Тогда состояние X ≡ Θ системы (4.4) асимптотически устойчиво по Ляпунову.
Пример 4.1. Рассмотрим нелинейную дифференциальную систему

ẋ = Ax+ b� sin |x|, x ∈ Rn, (4.10)

где A ∈ Rn×n, b ∈ Rn, � и | · | — поэлементные операции произведения и модуля
соответственно. Пусть все внедиагональные элементы матрицыA неотрицательны.
Тогда (4.10) является системой класса M относительно конуса неотрицательных
векторов K = Rn

+.

Вычислим производные Фреше вектор-функции f по конусам±K в точке θ = 0:

f ′+(0) = A+ diag{b}, f ′−(0) = A− diag{b}.

Согласно теореме 4.1, решение x ≡ 0 системы (4.10) асимптотически устойчиво,
если все элементы матриц −(f ′±(0))−1 неотрицательны. Данное условие в случае
n = 2 сводится к виду

a11 + |b1| < 0, a22 + |b2| < 0, |b1a22 + b2a11| < a11a22 − a12a21 + b1b2.

В общем случае для положительной обратимости матриц −
(
f ′±(0)

)−1
доста-

точно, чтобы выполнялись неравенства

aii + |bi|+ r(M) < 0, i = 1, n,

где r(M) — спектральный радиус неотрицательной матрицыM = A−A�I. Данное
утверждение является следствием теоремы о двусторонней оценке положительно
обратимого оператора и следующего факта [1]: (γI −M)−1 ≥ 0 ⇐⇒ γ > r(M).

Пример 4.2. Рассмотрим систему

ẋ = (Ax+ b) � c(x), x ∈ Rn, t ≥ 0, (4.11)

где c(x) =
[
c1(x1), . . . , cn(xn)

]T
— непрерывная вектор-функция с неотрицатель-

ными компонентами и дифференцируемая в окрестности изолированного положе-
ния равновесия θ = −A−1b.

В окрестности точки x = θ имеем

f ′(x) = diag{c(x)}A+ diag{Ax+ b} c′(x), f ′(θ) = diag{c(θ)}A.

Можно показать, что система (4.11) является монотонной относительно конуса
K = Rn

+, если все внедиагональные элементы матрицы A неотрицательны. При
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этом, согласно теореме 4.1, состояние x ≡ θ данной системы асимптотически

устойчиво, если c(θ)
K
> 0 и все элементы матрицы A−1 неположительны.

5. Псевдолинейная дифференциальная система. Рассмотрим нелинейную
дифференциальную систему

ẋ = A(x, t)x, x ∈ Rn, t ≥ τ ≥ 0, (5.1)

где A(x, t) — непрерывная матрица-функция. Если x ≡ θ — положение равновесия
системы (5.1), то выполняется одно из условий

a) θ = 0; b) θ 6= 0, A(θ, t) ≡ 0; c) θ 6= 0, A(θ, t) 6≡ 0, A(θ, t)θ ≡ 0.

Лемма 5.1. Система (5.1) имеет инвариантное множество K(θ) = {x :

x
K
≥ θ}, где K = Rn

+ — конус неотрицательных векторов, если

aij(x, t) ≥ 0, i 6= j, A(x, t)θ
K
≥ 0, x ∈ ∂K(θ), t ≥ 0. (5.2)

В частности, система (5.1) позитивна относительно конуса K, если

aij(x, t) ≥ 0, i 6= j, x ∈ ∂K, t ≥ 0. (5.3)

Лемма 5.2. Система (5.1) позитивна относительно эллипсоидального конуса
Kt =

{
x : xTQ(t)x ≥ 0, hT (t)x ≥ 0

} (
h(t) — собственный вектор симметричной

дифференцируемой матрицы Q(t) с инерцией i(Q(t)) = {1, n− 1, 0}
)
, если

Q̇(t) + α(x, t)Q(t) +AT (x, t)Q(t) +Q(t)A(x, t)
K
≥ 0, x ∈ ∂Kt, t ≥ 0, (5.4)

где K — конус симметричных неотрицательно определенных матриц.
Леммы 5.1 и 5.2 следуют из теоремы 3.1 (см. замечание 3.1).
Можно установить, что производная Гато вектор-функции f(x, t) = A(x, t)x

представляется в виде

f ′(x, t) = A(x, t) +
[
∂A(x, t)
∂x1

x, . . . ,
∂A(x, t)
∂xn

x

]
, (5.5)

где
∂A(x, t)
∂xk

— матрицы, составленные из производных Гато функций aij(x, t) по

xk, k = 1, . . . , n. Действительно,

1
ε

[
f(x+ εh, t)− f(x, t)

]
= A(x+ εh, t)h+

1
ε

[
A(x+ εh, t)−A(x, t)

]
x →

ε→0

→
ε→0

A(x, t)h+
∑

j

(∑
k

∂a∗j(x, t)
∂xk

hk

)
xj =

= A(x, t)h+
∑

k

∑
j

∂a∗j(x, t)
∂xk

xj

hk = f ′(x, t)h,
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где a∗j(x, t) — j-й столбец матрицы A(x, t). Если при этом h может быть любым
элементом некоторого конуса K ⊂ Rn, то (5.5) является производной Гато по
K ⊂ Rn вектор-функции f(x, t). В частности, для конусов ±K = Rn

± можно
использовать выражения

f ′±(x, t) = A(x, t) +
[
∂A(x, t)
∂x1±

x, . . . ,
∂A(x, t)
∂xn±

x

]
,

где
∂A(x, t)
∂xk±

— соответственно правые и левые производные матрицы A(x, t) по

xk, k = 1, . . . , n.
Выделим подкласс систем (5.1) с диагональными матрицами A(x, t):

ẋ = diag{a(x, t)}x ≡ a(x, t)� x, x ∈ Rn, t ≥ 0, (5.6)

где a(x, t) — непрерывная вектор-функция, � — знак поэлементного произведения
векторов. Система (5.6) является обобщенной моделью Колмогорова динамики
роста и взаимодействия n популяций [2].

Условия (5.3) выполняются и система (5.6) имеет инвариантный конус K =
= Rn

+. Для того чтобы система (5.6) была монотонной в конусе K, необходимо и
достаточно, чтобы a ∈ F+

2 .

Линейные системы (4.8) имеют вид

ḣ = A±(x, t)h, A±(x, t) = diag{x} a′±(x, t) + diag{a(x, t)}, (5.7)

где a′±(x, t) — производные по конусам ±K вектор-функции a(x, t). Системы (5.7)
позитивны относительно K, если все внедиагональные элементы матриц a′±(x, t)
при x ∈ K неотрицательны. Если вектор-функция a(x, t) дифференцируема по x
(в обычном смысле) в каждой точке x ∈ K, то система (5.6) является монотонной
в K при условиях

∂ai(x, t)
∂xj

≥ 0, i 6= j, x ≥ 0.

Это означает, в частности, что увеличение каждой популяции приводит к увеличе-
нию скорости роста любой другой популяции.

Сформулируем следствие теоремы 4.1 для стационарной системы

ẋ = A(x)x, x ∈ Rn, t ≥ τ ≥ 0. (5.8)

Теорема 5.1. Пусть система (5.8) принадлежит классу M1(θ) относитель-
но конуса K = Rn

+ и существуют производные Гато по ±K вектор-функции
f(x) = A(x)x в точке x = θ :

f ′±(θ) = A(θ) +B±(θ), B±(θ) =
[
∂A(θ)
∂θ1±

θ, . . . ,
∂A(θ)
∂θn±

θ

]
.

Тогда состояние x ≡ θ системы (5.8) асимптотически устойчиво по Ляпунову,
если совместна относительно x+ и x− система неравенств
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x−
K
≤ θ

K
≤ x+, f ′+(θ)x+

K
< B+(θ)θ, f ′−(θ)x−

K
> B−(θ)θ. (5.9)

При использовании теоремы 5.1 необходимо установить принадлежность сис-
темы (5.8) классуM1(θ) и решить систему конусных неравенств (5.9). При анализе
устойчивости нулевого состояния системы (5.8), не принадлежащей классуM1(θ),
а также более общей системы (5.1) можно использовать следующее утверждение.

Теорема 5.2. Пусть для некоторой матрицы X(t) ≡ XT (t) выполняются
соотношения

αI
K
≤ X(t), Y (x, t)

K
≤ 0, x ∈ S0, t ≥ 0, (5.10)

где α > 0, Y (x, t) , Ẋ(t) +AT (x, t)X(t) +X(t)A(x, t), K — конус симметричных
неотрицательно определенных матриц, S0 — некоторая окрестность точки x =
= 0. Тогда изолированное состояние равновесия x ≡ 0 системы (5.1) устойчиво
по Ляпунову.

Если же

αI
K
≤ X(t)

K
≤ βI, Y (x, t)

K
≤ γI, x ∈ S0, t ≥ 0, (5.11)

где α > 0, β > 0 и γ < 0, то состояние x ≡ 0 системы (5.1) равномерно
асимптотически устойчиво.

Данное утверждение устанавливается на основе первой и второй теорем Ляпу-
нова с использованием соотношений

α‖x‖2 ≤ λmin(X(t))‖x‖2 ≤ v(x, t) ≤ λmax(X(t))‖x‖2 ≤ β‖x‖2,

v̇(x, t) = xTY (x, t)x ≤ λmax(Y (x, t))‖x‖2 ≤ γ‖x‖2,

где v(x, t) = xTX(t)x, λmax(·) (λmin(·)) — максимальное (минимальное) соб-
ственное число симметричной матрицы. При этом v(x, t) — функция Ляпунова
соответственно первого и второго рода, а v̇(x, t) — ее производная на решениях
системы (5.1).

Теорема 5.2 дает общие методы анализа устойчивости и асимптотической устой-
чивости нулевых состояний равновесия класса систем (5.1), в частности (5.6) и
(5.8), на основе решений систем функциональных матричных неравенств (5.10)
и (5.11).

6. Позитивные дифференциальные системы с запаздыванием. Рассмотрим
класс нелинейных дифференциальных систем с запаздыванием

Ẋ(t) + L(t)X(t) = G(X(t− s), t), G(0, t) ≡ 0, t ≥ τ ≥ 0, (6.1)

где s > 0 — постоянное запаздывание, L(t) : E → E — линейный ограниченный
оператор в банаховом пространстве E , G(X, t) — непрерывная оператор-функция,
удовлетворяющая условиям существования единственного решения X(t) ∈ E при
начальных условиях
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X(ξ) = Ψ(ξ), τ − s ≤ ξ ≤ τ. (6.2)

Система (6.1) называется позитивной относительно конуса Kt ⊂ E , если для

любого τ ≥ 0 из Ψ(ξ)
Kξ

≥ 0 при всех ξ ∈ [τ − s, τ ] следует, что X(t)
Kt

≥ 0 при t > τ.

Теорема 6.1. Дифференциальная система (6.1) позитивна относительно по-
стоянного конуса K в том и только в том случае, когда для любых τ ≥ 0 и t ≥ τ

выполняются включения

W (t, τ)K ⊆ K, G(K, t) ⊆ K, (6.3)

где W (t, τ) — эволюционный оператор линейной системы

Ẋ(t) + L(t)X(t) = 0, t ≥ τ ≥ 0. (6.4)

Доказательство. Определим последовательность tk = τ + ks, k = 0, 1, . . . .
Тогда решение системы (6.1) при условиях (6.2) на каждом интервале [tk, tk+1]
удовлетворяет интегральным соотношениям

X(t) = W (t, tk)X(tk) +

t∫
tk

W (t, ξ)G(X(ξ − s), ξ)dξ, tk ≤ t ≤ tk+1. (6.5)

Справедливость данных соотношений можно непосредственно установить путем
дифференцирования, используя определение эволюционного оператора как реше-
ния задачи Коши

d

dt
W (t, ξ) + L(t)W (t, ξ) = 0, W (ξ, ξ) = E, t ≥ ξ, (6.6)

где E — тождественный оператор. Следовательно, если в (6.2) Ψ(ξ) ∈ K, то
X(t) ∈ K при tk ≤ t ≤ tk+1, k = 0, 1, . . . .

Покажем, что включения (6.3) необходимы для позитивности системы (6.1).
Если

X(ξ) =

0, tk−1 ≤ ξ ≤ tk − ε,

Ψ(ξ), tk − ε ≤ ξ ≤ tk,

где ε > 0, Ψ(ξ) ∈ K, то, согласно (6.5),

X(t) = W (t, tk)X(tk) ∈ K, tk ≤ t ≤ tk+1 − ε.

В силу замкнутости конуса K при ε → 0 имеем первое включение (6.3) на ин-
тервале tk ≤ t ≤ tk+1. Его выполнение при любом t ≥ τ является следствием
мультипликативного представления оператора

W (t, t0) = W (t, tk)W (tk, tk−1) . . .W (t1, t0), tk ≤ t ≤ tk+1,

где k — некоторое натуральное число.
Если X(τ) = 0, то для некоторого ξ ∈ (τ, t) имеем
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X(t) = (t− τ)W (t, ξ)G(X(ξ − s), ξ), t > s,

X(ξ − s) ∈ K =⇒ W (t, ξ)G(X(ξ − s), ξ) ∈ K.

При этом если t → τ, то ξ → τ и W (t, ξ) → E. В силу замкнутости конуса и
непрерывной зависимости W и G от своих аргументов G(X, τ) принадлежит K,
лишь толькоX = X(τ−s) ∈ K. Поэтому второе включение (6.3) также необходимо
для позитивности системы (6.1).

Теорема доказана.

Теорема 6.1 является обобщением известного критерия позитивности класса
систем (6.1) относительно конуса неотрицательных векторов Rn

+ [13].

Рассмотрим подкласс автономных дифференциальных систем с запаздыванием

Ẋ(t) + LX(t) = G(X(t− s)), G(0) = 0, t ≥ τ ≥ 0. (6.7)

Если в (6.2) Ψ(ξ) ≡ 0, то X ≡ 0 — тривиальное решение системы (6.7).

Тривиальное решение X ≡ 0 системы (6.7) устойчиво по Ляпунову, если для
любых ε > 0 и τ ≥ 0 существует такое δ = δ(ε, τ) > 0, что из неравенства
‖X(τ)‖s < δ следует ‖X(t)‖ < ε при всех t > τ, где ‖X(τ)‖s = max

τ−s≤ξ≤τ
‖X(ξ)‖.

Решение X ≡ 0 называется асимптотически устойчивым, если оно устойчиво по
Ляпунову и для любого τ ≥ 0 существует δ = δ(τ) > 0 такое, что для каждого
решения X(t) системы (6.7) из ‖X(τ)‖s < δ следует lim

t→∞
‖X(t)‖ = 0. Решение

X ≡ 0 абсолютно устойчиво, если оно асимптотически устойчиво при любом
s ≥ 0.

Теорема 6.2. Пусть выполняются условия

eLtX
K
≥ 0, 0

K
≤ G(X)

K
≤ PX, X ∈ K, t ≥ 0, (6.8)

где P — линейный положительный оператор, и существуют линейные равномерно
положительные функционалы ϕ,ψ ∈ K∗, удовлетворяющие уравнению

M∗ϕ = ψ, M , L− P. (6.9)

Тогда решение X ≡ 0 системы (6.7) абсолютно устойчиво.

Доказательство. Согласно теореме 6.1, система (6.7) при условиях (6.8) явля-
ется позитивной. Построим функционал Ляпунова – Красовского

V (Xt) = ϕ(X(t)) +

0∫
−s

ϕ (G(X(t+ ξ))) dξ, (6.10)

гдеXt(ξ) = x(t+ξ), ϕ ∈ K∗. Выражение (6.10) является обобщением функционала,
использованного в работе [13] в случае конуса Rn

+.

Отметим, что для любого равномерно положительного функционала выполня-
ется оценка [1]
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γ−‖X‖ ≤ ϕ(X) ≤ γ+‖X‖, X ∈ K,

где γ± > 0 — некоторые константы, не зависящие от X. Поэтому имеет место
неравенство V (Ψ) ≥ ϕ(Ψ(0)) ≥ γ−‖Ψ(0)‖.

Производная функционала (6.10) на решениях системы (6.7) с использованием
(6.8) и (6.9) удовлетворяет соотношениям

V̇ (Xt) = ϕ(−LX(t) +G(X(t))) ≤ −ϕ(MX(t)) = −ψ(X(t)) ≤ −γ‖X(t)‖,

где γ > 0. Следовательно, решение X ≡ 0 позитивной системы (6.7) асимптоти-
чески устойчиво при любом s ≥ 0 [14].

Теорема доказана.
Теорема 6.2 является обобщением критерия абсолютной устойчивости диффе-

ренциальных систем типа (6.11), позитивных относительно конуса Rn
+ [13].

Пусть конусы K и K∗ являются телесными в соответствующих пространствах E
и E∗. При условиях теоремы 6.2 оператор M∗ должен быть положительно обрати-
мым, причем (M∗)−1 = (M−1)∗. Поэтому при построении критериев абсолютной
устойчивости линейной системы

Ẋ(t) + LX(t) = PX(t− s), t ≥ τ ≥ 0, (6.11)

вместо уравнения (6.9) можно рассматривать аналогичное уравнение с операто-
ром M.

Теорема 6.3. Для позитивной системы (6.11) эквивалентны следующие утверж-
дения:

1) решение X ≡ 0 системы (6.11) абсолютно устойчиво;
2) оператор M = L− P положительно обратим;
3) существуют X,Y ∈ intK, удовлетворяющие уравнению MX = Y ;
4) Reλ ≤ α < 0 ∀λ ∈ σ(M).
Замечание 6.1. Если PK ⊆ K ⊆ LK, то в теореме 6.3 каждое из утверждений

1 – 4 эквивалентно утверждению (см., например, [8])
5) ρ(T ) < 1, где ρ(T ) — спектральный радиус пучка операторов T (λ) = P−λL.
Пример 6.1. Линейная дифференциальная система

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)x(t− s) (6.12)

позитивна относительно конуса неотрицательных векторов K = Rn
+ в том и толь-

ко в том случае, когда внедиагональные элементы матрицы A(t) и все элементы
матрицы B(t) неотрицательны при t ≥ 0. Если при этом матрицы A и B по-
стоянны, то абсолютная устойчивость решения x ≡ 0 системы (6.12) эквивалентна

совместности системы неравенств (A+B)x
K
< 0

K
< x.

Пример 6.2. Нелинейная матричная система

Ẋ(t)+A(t)X(t)+X(t)A∗(t) = B(t)X(t− s)B∗(t)+X(t− s)C(t)X(t− s) (6.13)

позитивна относительно конуса эрмитовых неотрицательно определенных матриц

K, если C(t)
K
≥ 0 при t ≥ 0. В данном случае систему (6.4) описывает оператор

Ляпунова L(t)X = A(t)X +XA∗(t), а операторы
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W (t, τ)X = ∆(t, τ)X∆∗(t, τ), G(X, t) = B(t)XB∗(t) +XC(t)X,

где ∆(t, τ) — матрицант системы ẋ+A(t)x = 0, являются положительными отно-
сительно конуса K при t ≥ τ ≥ 0. В случае постоянных матриц A, B и C = 0 нуле-
вое решение позитивной системы (6.13) абсолютно устойчиво, если для некоторой
положительно определенной матрицы Y = Y ∗ > 0 матричное алгебраическое
уравнение

AX +XA∗ −BXB∗ = Y

имеет положительно определенное решение X = X∗ > 0.
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