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КОЛМОГОРОВСЬКI ПОПЕРЕЧНИКИ I БIЛIНIЙНI НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ
ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ ОДНIЄЇ ТА БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

We obtain the exact order estimates for the Kolmogorov widths of the classes W g
p of periodic functions of one variable

generated by the integral operators with kernels g(x, y) from the Nikol’skii – Besov classes Br
p,\theta . We also study the

behavior of bilinear approximations to the classes W r
p,\bfitalpha of periodic multivariate functions with bounded mixed derivative

in the spaces Lq1,q2 for some relations between the parameters r1, p, q1, and q2.

Получены точные по порядку оценки колмогоровских поперечников классов периодических функций одной пере-
менной W g

p , порожденных интегральными операторами с ядрами g(x, y), принадлежащими классам Никольско-
го – Бесова Br

p,\theta . Исследовано также поведение билинейных приближений классов W r
p,\bfitalpha периодических функций

многих переменных с ограниченной смешанной производной в пространствах Lq1,q2 для некоторых соотношений
между параметрами r1, p, q1, q2.

1. Вступ. У цiй статтi основну увагу зосереджено на встановленнi точних за порядком оцi-
нок колмогоровських поперечникiв класiв перiодичних функцiй однiєї змiнної, певним чином
пов’язаних iз класами Нiкольського – Бєсова Br

p,\theta перiодичних функцiй двох змiнних. Знайденi
оцiнки цих величин доповнюють результати, отриманi в роботах [1, 2], в яких можна ознайоми-
тися з iсторiєю питання i детальною бiблiографiєю. Крiм цього, ми дослiджуємо наближення
класiв W r

p,\bfitalpha перiодичних функцiй 2d змiнних з обмеженою мiшаною похiдною лiнiйними ком-
бiнацiями добуткiв функцiй d змiнних. Такого виду наближення називають бiлiнiйними. Одер-
жанi в цьому напрямку результати доповнюють оцiнки вiдповiдних величин, якi встановленi в
[3] (гл. 4, § 3).

Нехай \BbbR d — d-вимiрний простiр з елементами \bfx = (x1, . . . , xd), \bfy = (y1, . . . , yd), (\bfx ,\bfy ) =

= x1 y1+. . .+xd yd i Lp(\pi d), \pi d =
\prod d

j=1
[0; 2\pi ) — простiр 2\pi -перiодичних за кожною змiнною

функцiй f(\bfx ), для яких

| | f | | p =

\Biggl( 
(2\pi ) - d

\int 
\pi d

| f(\bfx )| p d\bfx 

\Biggr) 1/p

<\infty , 1 \leq p <\infty ,

| | f | | \infty = \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
x\in \pi d

| f(\bfx )| <\infty , p = \infty .

Далi будемо вважати, що для функцiй f \in Lp(\pi d), 1 \leq p \leq \infty , виконується додаткова умова

2\pi \int 
0

f(\bfx )dxj = 0, j = 1, d,

i множину таких функцiй будемо позначати L0
p(\pi d).

Для векторiв \bfk = (k1, . . . , kd), kj \in \BbbZ , i \bfs = (s1, . . . , sd), sj \in \BbbN , j = 1, d, покладемо

\rho (\bfs ) = \{ \bfk : 2sj - 1 \leq | kj | < 2sj , j = 1, d\} 

i для f \in L0
1(\pi d) позначимо
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\delta s(f) := \delta s(f,\bfx ) =
\sum 

k\in \rho (s)

\widehat f(\bfk )ei(k,x),
де \widehat f(\bfk ) = (2\pi ) - d

\int 
\pi d

f(\bft )e - i(k,t)d\bft — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.

Нехай 1 < p < \infty , \bfr = (r1, . . . , rd), rj > 0, j = 1, d. Тодi класи Br
p,\theta означаються таким

чином [4, 5]:

Br
p,\theta =

\left\{   f : \| f\| Br
p,\theta 

=

\Biggl( \sum 
s

2(s,r)\theta \| \delta s(f)\| \theta p

\Biggr) 1
\theta 

\leq 1

\right\}   
при 1 \leq \theta <\infty i

Br
p,\infty =

\bigl\{ 
f : \| f\| Br

p,\infty = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s

2(s,r)\| \delta s(f)\| p \leq 1
\bigr\} 
.

Зазначимо, що класи Br
p,\theta є аналогами класiв функцiй, якi були введенi О. В. Бєсовим [6], i

Br
p,\infty \equiv Hr

p , де Hr
p — аналоги класiв, уведених С. М. Нiкольським (див., наприклад, [7], гл. 4,

§ 4.3).
Наведене означення класiв Br

p,\theta можна поширити i на крайнi значення p = 1 i p = \infty ,

видозмiнивши певним чином „блоки” \delta s(f).
Нехай Vl(t), l \in \BbbN , — ядро Валле Пуссена порядку 2l:

Vl(t) = 1 + 2
l\sum 

k=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt+ 2
2l - 1\sum 
k=l+1

\biggl( 
1 - k  - l

l

\biggr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt.

Кожному вектору \bfs = (s1, . . . , sd), sj \in \BbbN , j = 1, d, поставимо у вiдповiднiсть полiном

As(\bfx ) =
d\prod 

j=1

(V2sj (xj) - V
2sj - 1(xj))

i для f \in L0
1(\pi d) позначимо

As(f) := As(f,\bfx ) = (f \ast As)(\bfx ),

де “\ast ” означає операцiю згортки. Тодi для кожного 1 \leq p \leq \infty , \bfr = (r1, . . . , rd), rj > 0,

j = 1, d, класи Br
p,\theta означаються таким чином:

Br
p,\theta =

\left\{   f : \| f\| Br
p,\theta 

=

\Biggl( \sum 
s

2(s,r)\theta \| As(f)\| \theta p

\Biggr) 1
\theta 

\leq 1

\right\}   
при 1 \leq \theta <\infty i

Br
p,\infty =

\bigl\{ 
f : \| f\| Br

p,\infty = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
s

2(s,r)\| As(f)\| p \leq 1
\bigr\} 
.

Зазначимо, що зi зростанням параметра \theta класи Br
p,\theta розширюються, тобто

Br
p,1 \subset Br

p,\theta 1 \subset Br
p,\theta 2 \subset Br

p,\infty \equiv Hr
p , (1)

де 1 \leq \theta 1 \leq \theta 2 \leq \infty .
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Результати другої частини роботи стосуються наближення класiв перiодичних функцiй W r
p,\bfitalpha 

з обмеженою мiшаною похiдною, тому наведемо їх означення.
Нехай Fr(\bfx ,\bfitalpha ) — багатовимiрнi аналоги ядер Бернуллi, тобто

Fr(\bfx ,\bfitalpha ) = 2d
\sum 
k

d\prod 
j=1

k
 - rj
j \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\Bigl( 
kjxj  - 

\alpha j \pi 

2

\Bigr) 
, rj > 0, \alpha j \in \BbbR ,

i пiдсумовування проводиться лише за тими векторами \bfk = (k1, . . . , kd), для яких kj > 0,

j = 1, d. Позначимо через W r
p,\bfitalpha (див., наприклад, [3], гл. 2, § 1) клас функцiй f, якi можна

записати у виглядi

f(\bfx ) = \varphi (\bfx ) \ast Fr(\bfx ,\bfitalpha ) = (2\pi ) - d

\int 
\pi d

\varphi (\bfy )Fr(\bfx  - \bfy ,\bfitalpha )d\bfy ,

де \varphi \in Lp(\pi d), \| \varphi \| p \leq 1.

З детальною iнформацiєю про класи (простори) Br
p,\theta i W r

p,\bfitalpha , а також з iсторiєю їх дослiд-
ження можна ознайомитись у монографiях [3, 4, 7 – 9] i оглядових статтях [5, 10, 11].

У першiй частинi роботи при дослiдженнi колмогоровських поперечникiв функцiональних
класiв використовуються оцiнки найкращих бiлiнiйних наближень класiв Нiкольського – Бєсова
у мiшанiй нормi. Для формулювання вiдповiдного результату введемо необхiднi позначення
i означення, а також вкажемо на iснуючий зв’язок мiж бiлiнiйними наближеннями функцiй i
сингулярними числами вiдповiдних iнтегральних операторiв.

Нехай \bfp = (p1, p2), 1 \leq p1, p2 \leq \infty , i Lp(\pi 2) — множина функцiй f(\bft ), \bft \in \BbbR 2, 2\pi -
перiодичних за обома змiнними зi скiнченними нормами

\| f\| p =

\left(   (2\pi ) - 1

2\pi \int 
0

\left(  (2\pi ) - 1

2\pi \int 
0

| f(\bft )| p1dt1

\right)  
p2
p1

dt2

\right)   
1
p2

при 1 \leq pj <\infty , j = 1, 2, i

\| f\| \infty = \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in \pi 2

| f(\bft )| 

при pj = \infty , j = 1, 2.

Зауважимо, що при \bfp = (p, p) \| \cdot \| p,p \equiv \| \cdot \| p, i в такому випадку будемо писати Lp(\pi 2)

замiсть Lp(\pi 2).

Для f \in Lq(\pi 2), \bfq = (q1, q2), означимо найкраще бiлiнiйне наближення порядку M фор-
мулою

\tau M (f)q1,q2 = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
ui(x),vi(y)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f(x, y) - 
M\sum 
i=1

ui(x)vi(y)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
q1,q2

,

де ui \in Lq1 [0; 2\pi ), vi \in Lq2 [0; 2\pi ).

Якщо F \subset Lq(\pi 2) — деякий функцiональний клас, то покладемо

\tau M (F )q1,q2 = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in F

\tau M (f)q1,q2 .
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Перший результат щодо бiлiнiйних наближень було одержано Е. Шмiдтом [12] при до-
слiдженнi iнтегральних рiвнянь. При цьому виявилось, що наближення функцiй f(x, y) двох
змiнних бiлiнiйними формами у просторi L2([0; 1]

2) пов’язанi з властивостями iнтегральних
операторiв

(Jf\varphi )(x) =

1\int 
0

f(x, y)\varphi (y)dy

з ядром f(x, y). Точнiше, Е. Шмiдт одержав розвинення

f(x, y) =

\infty \sum 
j=1

sj(Jf )\varphi j(x)\psi j(y),

де \{ sj(Jf )\} \infty j=1 — незростаюча послiдовнiсть сингулярних чисел оператора Jf , тобто sj(Jf ) =
= \lambda j(J

\ast 
f Jf ), \{ \lambda j(A)\} \infty j=1 — послiдовнiсть власних чисел оператора A, J\ast 

f — оператор, спря-
жений до оператора Jf , а \{ \varphi j(x)\} \infty j=1 i \{ \psi j(y)\} \infty j=1 — ортонормованi системи власних функцiй
операторiв JfJ\ast 

f i J\ast 
f Jf вiдповiдно.

Крiм цього, Е. Шмiдт встановив рiвнiсть\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f(x, y) - 
M\sum 
j=1

sj(Jf )\varphi j(x)\psi j(y)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
2,2

= \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
uj ,vj\in L2

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f(x, y) - 
M\sum 
j=1

uj(x)vj(y)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
2,2

,

в якiй вiдображається зв’язок мiж величинами \tau M (f)2,2 i сингулярними числами sj(Jf ) опе-
ратора Jf .

З iншого боку, iснує також тiсний зв’язок мiж сингулярними числами sM (Jf ) i колмогоров-
ськими поперечниками вiдповiдних функцiональних класiв.

Нехай Y — нормований простiр, \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{n}M (Y ) — сукупнiсть пiдпросторiв Y розмiрностi не
вищої за M i W — деяка опукла i центрально-симетрична пiдмножина в Y. Тодi величина [13]

dM (W,Y ) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
LM\in LinM (Y )

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
x\in W

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
y\in LM

\| x - y\| Y

називається колмогоровським поперечником множини W у просторi Y.

Вiдомо (див., наприклад, [14]), що для сингулярних чисел sM+1(Jf ) iнтегрального опера-
тора

(Jf\varphi )(\bfx ) = (2\pi ) - d

\int 
\pi d

f(\bfx ,\bfy )\varphi (\bfy )d\bfy 

має мiсце спiввiдношення

sM+1(Jf ) = dM (W f
2 , L2), f \in L2(\pi 2d),

де W f
2 — образ при вiдображеннi Jf одиничної кулi з L2(\pi d) у простiр L2(\pi d).
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2. Колмогоровськi поперечники. У цьому пунктi будемо дослiджувати поведiнку величин
dM (W g

p , Lq), де W g
p — класи 2\pi -перiодичних функцiй \psi (x), якi можна записати у виглядi

\psi (x) = (2\pi ) - 1

2\pi \int 
0

g(x, y)\varphi (y)dy, \| \varphi \| p \leq 1,

де функцiї g(x, y) належать класам Br
p,\theta .

Зауважимо, що класи Br
p,\theta є природним узагальненням класiв Br

p,\theta , апроксимативнi харак-
теристики яких у двовимiрному випадку дослiджувались у роботi [15].

Зазначимо також, що колмогоровськi поперечники dM (W g
p , Lq) у випадках, коли функцiї

g(x, y) належать класам W r
p,\bfitalpha або Hr

p, вивчалися В. М. Темляковим [1, 2].
Одержанi результати будемо формулювати в термiнах порядкових спiввiдношень. При цьо-

му для двох невiд’ємних послiдовностей \{ an\} \infty n=1 i \{ bn\} \infty n=1 спiввiдношення (порядкова не-
рiвнiсть) an \ll bn означає, що iснує така стала C > 0 (незалежна вiд n), що an \leq Cbn;

спiввiдношення an \asymp bn рiвносильне тому, що an \ll bn i bn \ll an. Зазначимо, що сталi Ci,

i = 1, 2, . . . , якi далi будуть мiститися в порядкових спiввiдношеннях i, зокрема, в означеннях
функцiй, можуть залежати вiд певних параметрiв. Iнколи ми цю залежнiсть будемо вказувати,
а в iнших випадках вона буде зрозумiлою з контексту.

Для доведення отриманих результатiв нам знадобиться кiлька допомiжних тверджень.
Нехай для компонент векторiв \bfp = (p 1, p 2) i \bfq = (q1, q2) виконанi спiввiдношення 1 \leq 

\leq p1 \leq q1 \leq \infty i 1 \leq p 2, q 2 \leq \infty .

Покладемо

\beta (\bfp ,\bfq ) =

\left\{               

1

p1
 - 1

q1
, 1 \leq p1 \leq q1 \leq 2,

0, 2 \leq p1 \leq q1 \leq \infty ,

1

p1
 - 1

2
, 1 \leq p1 < 2 < q1 \leq \infty ,

\bfr (\bfp ,\bfq ) =

\left\{                   

\biggl( 
1

p1
 - 1

q1
,

\biggl( 
1

p2
 - 1

q2

\biggr) 
+

\biggr) 
, 1 \leq p1 \leq q1 \leq 2,\biggl( 

1

p1
,
1

p2

\biggr) 
, 2 \leq p1 \leq q1 \leq \infty , q1 > 2,\biggl( 

1

p1
,\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl( 
1

2
,
1

p2

\biggr) \biggr) 
, 1 \leq p1 < 2 < q1 \leq \infty ,

де a+ = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \{ a, 0\} .
Теорема А [15]. Нехай 1 \leq \theta < \infty , 1 \leq p1 \leq q1 \leq \infty , 1 \leq p2, q2 \leq \infty . Тодi при

\bfr > \bfr (\bfp ,\bfq ) справджується оцiнка

\tau M (Br
p,\theta )q \asymp M - r1 - r2+\beta (p,q).

Зауваження 1. Тут i далi векторнi нерiвностi будемо розумiти покомпонентно.
Теорема Б [1]. Нехай g(x, y) \in Lq1,\infty (\pi 2). Тодi

dM (W g
1 , Lq1) = \tau M (g)q1,\infty , 1 \leq q1 \leq \infty . (2)
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Нехай \bfm = (m1, . . . ,md), v(\bfm ) =
\prod d

j=1
(2mj + 1), mj , j = 1, d, — цiлi невiд’ємнi числа.

Позначимо через T (\bfm ) множину комплекснозначних тригонометричних полiномiв вигляду

t(\bfx ) =
\sum 

| kj | \leq mj

j=1,d

cke
i(k,x), \bfk = (k1, . . . , kd).

Теорема В [2]. Нехай \varepsilon > 0 i пiдпростiр \Psi \subset T (\bfm ) такий, що \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\Psi \geq \varepsilon v(\bfm ). Тодi
знайдеться такий полiном t \subset \Psi , що

\| t\| \infty \leq 1 i \| t\| 2 \geq C1(\varepsilon , d) > 0.

Тепер сформулюємо твердження, яке випливає з вiдомих результатiв.
Теорема 1. Нехай \bfq = (q1,\infty ), 1 \leq p1 \leq q1 \leq \infty , 1 \leq p2 \leq \infty . Тодi при \bfr > \bfr (\bfp ,\bfq )

справджується оцiнка

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
g\in Br

p,\theta 

dM (W g
1 , Lq1) \asymp M - r1 - r2+\beta (p,q). (3)

Оцiнка (3) є наслiдком спiввiдношення (2) i теореми А.

Теорема 2. Нехай \bfone \leq \bfp \leq \infty , \bfr > \bfr (\bfp ) =

\biggl( \biggl( 
1

p1
 - 1

2

\biggr) 
+

,

\biggl( 
1

p2
 - 1

2

\biggr) 
+

\biggr) 
, 1 \leq \theta < \infty .

Тодi для 2 \leq a \leq \infty , 1 \leq b \leq \infty справджується спiввiдношення

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
g\in Br

p,\theta 

dM (W g
a , Lb) \asymp M

 - r1 - r2+max
\Bigl( 

1
p1

,
1
2

\Bigr) 
 - 1

(4)

з \bfr > \bfr (\bfp ) при 1 \leq b \leq 2 i \bfr > \bfr (\bfp ) +

\biggl( 
1

2
, 0

\biggr) 
при b > 2.

Доведення. У процесi доведення ми будемо мати на увазi спiввiдношення (1), якi справед-
ливi i в тому випадку, коли в означеннi класiв параметр p замiнено вектором \bfp = (p1, . . . , pd).

Таким чином, оскiльки Br
p,\theta \subset Hr

p, 1 \leq \theta < \infty , то оцiнка зверху в (4) випливає iз спiввiд-
ношення [2]

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
g\in Hr

p

dM (W g
a , Lb) \asymp M

 - r1 - r2+max
\Bigl( 

1
p1

,
1
2

\Bigr) 
 - 1
.

Для доведення вiдповiдної оцiнки знизу розглянемо два випадки: 1 \leq p1 \leq 2 i 2 < p1 \leq \infty .

У випадку 1 \leq p1 \leq 2 з огляду на вкладення Br
p,1 \subset Br

p,\theta , 1 \leq \theta < \infty , шукану оцiнку
достатньо одержати для деякої функцiї g1(x, y), яка належить класу Br

(p,\infty ),1, а також при
a = \infty i b = 1.

По заданому M пiдберемо число n \in \BbbN у вiдповiдностi з нерiвностями 2n - 1 \leq M \leq 2n i
розглянемо функцiю

g1(x, y) = C2 2
 - n

\Bigl( 
r1+r2+1 - 1

p1

\Bigr) 
V2n(x - y), C2 > 0.

Покажемо, що з вiдповiдною сталою C2 > 0, яка не залежить вiд n, ця функцiя належить класу
Br

(p,\infty ),1.
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Маємо

\| g1\| Br
(p,\infty ),1

\asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+r2+1 - 1

p1

\Bigr) \infty \sum 
s1=1

\infty \sum 
s2=1

2(s1r1+s2r2) \| A(s1,s2)(V2n(x - y))\| p1,\infty \asymp 

\asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+r2+1 - 1

p1

\Bigr) n+1\sum 
s1=1

n+1\sum 
s2=1

2(s1r1+s2r2)\| A(s1,s2)(V2n(x - y))\| p1,\infty \leq 

\leq 2
 - n

\Bigl( 
r1+r2+1 - 1

p1

\Bigr) n+1\sum 
s1=1

n+1\sum 
s2=1

2(s1r1+s2r2)\| A(s1,s2)(x, y)\| 1,1\times 

\times \| V2n(x - y)\| p1,\infty \leq 2
 - n

\Bigl( 
r1+r2+1 - 1

p1

\Bigr) n+1\sum 
s1=1

2s1r1
n+1\sum 
s2=1

2s2r2\| V2n(x)\| p1 \asymp 

\asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+r2+1 - 1

p1

\Bigr) 
2n(r1+r2) 2

n
\Bigl( 
1 - 1

p1

\Bigr) 
= C3(r1, r2, p1).

Звiдси випливає, що g1 \in Br
(p,\infty ),1.

Нехай далi T (M)\infty — множина тригонометричних полiномiв t порядку M таких, що
\| t\| \infty \leq 1. Позначимо через \widetilde W g1

\infty множину функцiй \widetilde \psi (x), якi мають вигляд

\widetilde \psi (x) = (2\pi ) - 1

2\pi \int 
0

g1(x, y)\varphi (y)dy,

де \varphi \in T (M)\infty .

Для оцiнки поперечника dM (\widetilde W g1
\infty , L1) скористаємось оцiнкою

dM (T (M)\infty , L1) \geq C4 > 0, (5)

яка легко отримується з теореми В.
Дiйсно, розглянемо деяку систему функцiй \{ ui\} Mi=1 i означимо пiдпростiр \Psi \subset T (M):

\Psi = \{ t \in T (M) : (t, ui) = 0, i = 1,M\} .

Тодi \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\Psi \geq M, i згiдно з теоремою В знайдеться елемент f \in \Psi такий, що

\| f\| \infty \leq 1 i \| f\| 2 \geq C5 > 0.

Тому для u \in \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n} \{ ui\} Mi=1 будемо мати

C2
5 \leq (f, f) = (f  - u, f) \leq \| f  - u\| 1\| f\| \infty \leq \| f  - u\| 1.

Звiдси випливає оцiнка (5).
Таким чином, використавши (5), можемо записати

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
g\in Br

(p1,\infty ),1

dM (W g
\infty , L1) \geq dM (\widetilde W g1

\infty , L1) \asymp 2
 - n

\Bigl( 
r1+r2+1 - 1

p1

\Bigr) 
dM (T (M)\infty , L1) \gg 
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\gg 2
 - n

\Bigl( 
r1+r2+1 - 1

p1

\Bigr) 
\asymp M

 - r1 - r2 - 1+
1
p1 .

Оцiнку знизу у випадку 1 \leq p1 \leq 2 доведено.
Нехай тепер p1 \in (2,\infty ]. Легко бачити, що в цьому випадку шукану оцiнку достатньо

одержати для \bfp = (\infty ,\infty ), \theta = 1, a = \infty , b = 1.

По заданому M пiдберемо n \in \BbbN з нерiвностей 2n+1 \leq 5M \leq 2n+2 i розглянемо функцiю

g2(x, y) = C62
 - n

\Bigl( 
r1+r2+

1
2

\Bigr) 
R5M (x - y), C6 > 0,

де

R5M (u) =
5M\sum 
k=1

\varepsilon k \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ku, \varepsilon k = \pm 1,

— полiноми Рудiна – Шапiро (див., наприклад, [16, с. 153]), для яких справджується спiввiдно-
шення

\| R5M\| \infty \ll M
1
2 . (6)

Покажемо, що функцiя g2(x, y) з деякою сталою C6 > 0 належить класу Br
\infty ,1. Маємо

\| R5M (x - y)\| Br
\infty ,1

=
\infty \sum 

s1=1

\infty \sum 
s2=1

2(s1r1+s2r2)\| A(s1,s2)(R5M (x - y))\| \infty =

=
\infty \sum 

s1=1

\infty \sum 
s2=1

2(s1r1+s2r2)\| A(s1,s2)(x, y) \ast R5M (x - y)\| \infty \leq 

\leq 
n+2\sum 
s1=1

n+2\sum 
s2=1

2(s1r1+s2r2)\| A(s1,s2)(x, y)\| 1\| R5M (x - y)\| \infty \ll 

\ll 2n(r1+r2)M
1
2 \asymp 2n(r1+r2+

1
2).

Звiдси випливає, що g2 \in Br
\infty ,1.

Нехай далi \frakL M — довiльний пiдпростiр iз L1 розмiрностi M, а \scrU — лiнiйна оболонка
\{ \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kmx, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kmx\} N1

m=1, де \{ km\} N1
m=1 = \Theta N1 — множина iндексiв, для яких \varepsilon km =  - 1. Множину

решти iндексiв km, якi мiстяться в R5M (u), позначимо через \Theta N2 . Тодi згiдно зi спiввiдношен-
ням (6) будемо мати

N1 =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sum 

km\in \Theta N1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kmx

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
5M\sum 
k=1

\varepsilon k \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx - 
\sum 

km\in \Theta 2

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kmx

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

\leq 

\leq 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
5M\sum 
k=1

\varepsilon k \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

+

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sum 

km\in \Theta N2

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kmx

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

= N2 +O(M
1
2 ). (7)

Легко бачити, що i для N2 має мiсце аналогiчна оцiнка, тобто

N2 \leq N1 +O(M
1
2 ). (8)
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Таким чином, згiдно з (7) i (8) можемо вважати, що

N1 =
5

2
M +O(M

1
2 ),

i тому починаючи з деякого M0 для всiх M \geq M0 будемо мати

N1 \leq 3M.

Далi розглянемо пiдпростiр \Psi вигляду

\Psi = T (5M) \cap U \cap \frakL \bot 
M ,

при цьому \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\Psi \geq M.

Тодi згiдно з теоремою В знайдеться тригонометричний полiном t \in T (5M)\infty такий, що
\| t\| 2 \gg 1 i, крiм цього, для u \in U i \tau \in \frakL M будуть виконанi спiввiдношення

(\tau , t) = (u, t) = 0. (9)

Таким чином, для полiнома t можемо записати

(Jg2t)(x) = (2\pi ) - 1

2\pi \int 
0

g2(x, y)t(y)dy = C7M
 - r1 - r2 - 1

2 t(x). (10)

Тепер розглянемо наближення Jg2t елементами пiдпростору \frakL M . Нехай \tau \in \frakL M . Тодi, з
одного боку, з урахуванням спiввiдношення (10) i рiвностей (9) будемо мати

I = (Jg2t - \tau , t) = C7M
 - r1 - r2 - 1

2 \| t\| 2  - (\tau , t) \gg M - r1 - r2 - 1
2 , (11)

а з iншого — виконуються нерiвностi

I \leq | (Jg2t - \tau , t) | \leq \| Jg2t - \tau \| 1 . (12)

Спiвставляючи (11) i (12), приходимо до шуканої оцiнки й у випадку p1 \in (2,\infty ].

Теорему 2 доведено.
Прокоментуємо результат теореми 2, спiвставивши його з оцiнкою сингулярних чисел

sM (Jg) iнтегральних операторiв Jg, якi одержанi в роботi [ 17 ]. При цьому для зручностi
наведемо вiдповiдне твердження у частковому випадку, а саме при d = 1 i певних обмеженнях
на вектор \bfp i параметр \theta .

Теорема Г. Нехай \bftwo \leq \bfp \leq \infty , 2 \leq \theta < \infty , \bfr > \bfzero . Тодi для класу функцiй двох змiнних
Br

p,\theta справджується оцiнка

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
g\in Br

p,\theta 

sM (Jg) \asymp M - r1 - r2 - 1
2 . (13)

Таким чином, порiвнявши (13) з результатом теореми 2, приходимо до такого висновку.
Нехай \bftwo \leq \bfp \leq \infty , 2 \leq \theta <\infty , 2 \leq a \leq \infty . Тодi при 1 \leq b \leq 2 i \bfr > \bfzero або при 2 < b <\infty 

i r1 >
1

2
, r2 > 0 має мiсце спiввiдношення

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
g\in Br

p,\theta 

sM (Jg) \asymp \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
g\in Br

p,\theta 

dM (W g
a , Lb) \asymp M - r1 - r2 - 1

2 .
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3. Найкращi бiлiнiйнi наближення. У цiй частинi роботи встановимо деякi оцiнки, що
стосуються найкращих бiлiнiйних наближень класiв W r

p,\bfitalpha . Iншими словами, одержимо точнi
за порядком оцiнки величин

\tau M (W r
p,\bfitalpha )q1,q2 = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in W r
p,\bfitalpha 

\tau M (f(x - y))q1,q2 (14)

за умови, що f(\bfx ) \in W r
p,\bfitalpha , \bfx ,\bfy \in \BbbR d.

Зазначимо, що величини (14), а також їхнi аналоги для класiв Hr
p i Br

p,\theta дослiджувалися
в роботах [2, 18 – 21], у яких можна ознайомитися з iсторiєю питання i бiльш детальною
бiблiографiєю.

Перш нiж перейти до формулювання i доведення одержаного результату, наведемо одну
вiдому оцiнку величини \tau M (W r

p,\bfitalpha )q1,q2 .

Теорема Д [3, с. 96]. Нехай 1 < p \leq 2 \leq q1 < \infty , 1 \leq q2 \leq \infty . Тодi при r1 >
2

p
 - 1

2
справджується спiввiдношення

\tau M (W r
p,\bfitalpha )q1,q2 \asymp M

 - r1+
1
p - 

1
2 (\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\nu  - 1M)

r1 - 2
p+1

. (15)

Зауваження 2. Тут i далi будемо вважати, що координати вектора \bfr = (r1, . . . , rd) упоряд-
ковано таким чином: 0 < r1 = . . . = r\nu < r\nu +1 \leq . . . \leq rd.

Зазначимо також, що оцiнку знизу в (15) було отримано при r1 >
1

p
 - 1

2
.

Крiм спiввiдношення (15) нам знадобляться оцiнки ще однiєї апроксимативної характерис-
тики.

Нехай F \subset Lq(\pi d) — деякий функцiональний клас. Тодi позначимо

eM (F )q = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in F

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
kj ,cj

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f(\cdot ) - 
M\sum 
j=1

cje
i(kj ,\cdot )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
q

, (16)

де \{ \bfk j\} Mj=1 — система векторiв \bfk j = (kj1, . . . , k
j
d) з цiлочисловими координатами, а cj , j = 1,M,

— довiльнi комплекснi числа. Величина (16) називається найкращим M -членним тригономет-
ричним наближенням класу F у просторi Lq.

З iсторiєю дослiдження величин eM (F )q для рiзноманiтних функцiональних класiв можна
ознайомитись у роботах [10, 22 – 24] i монографiях [3, 9].

Справедливим є таке твердження.

Теорема 3. Нехай 1 < p \leq 2 \leq q1 < \infty , 1 \leq q2 \leq \infty . Тодi при r1 >
1

p
має мiсце

спiввiдношення

\tau M (W r
p,\bfitalpha )q1,q2 \asymp M

 - r1+
1
p - 

1
2 (\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\nu  - 1M)

r1 - 2
p+1

. (17)

Доведення. Оцiнка знизу в (17) є наслiдком оцiнки величини \tau M (W r
p,\bfitalpha )2,1, яку встановлено

в [3] при r1 >
1

p
 - 1

2
.

При доведеннi вiдповiдної оцiнки зверху скористаємось спiввiдношенням [23]
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eM (W r
p,\bfitalpha )q1 \asymp M

 - r1+
1
p - 

1
2 (\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\nu  - 1M)

r1 - 2
p+1

, (18)

1 < p \leq 2 < q1 <\infty , r1 >
1

p
.

Таким чином, згiдно з (18) для довiльної функцiї f(\bfx ) з класу W r
p,\bfitalpha знайдуться множини

векторiв \bfk 1, . . . ,\bfk M , \bfk j = (kj1, . . . , k
j
d), k

j
m \in \BbbZ , m = 1, d, i чисел c1, . . . , cM таких, що\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f(\bfx ) - 

M\sum 
j=1

cje
i(kj ,x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
q1

\ll M
 - r1+

1
p - 

1
2 (\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\nu  - 1M)

r1 - 2
p+1

. (19)

З iншого боку, для лiвої частини (19) можемо записати\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f(\bfx ) - 
M\sum 
j=1

cje
i(kj ,x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
q1

=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f(\bfx  - \bfy ) - 
M\sum 
j=1

cje
i(kj ,(x - y))

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
q1,\infty 

=

=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f(\bfx  - \bfy ) - 
M\sum 
j=1

cje
i(kj ,x) e - i(kj ,y)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
q1,\infty 

. (20)

Спiвставивши (19) i (20), будемо мати\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f(\bfx  - \bfy ) - 
M\sum 
j=1

cje
i(kj ,x) e - i(kj ,y)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
q1,\infty 

\ll M
 - r1+

1
p - 

1
2 (\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\nu  - 1M)

r1 - 2
p+1

. (21)

Тепер поклавши у (21) cjei(k
j ,x) = uj(\bfx ) i e - i(kj ,y) = vj(\bfy ), отримаємо шукану оцiнку.

Теорему 3 доведено.
Насамкiнець наведемо твердження щодо оцiнки величини \tau M (W r1

1,\alpha )q1,q2 в одновимiрному
випадку.

Теорема 4. Нехай d = 1, 2 < q1 <\infty , 1 \leq q2 \leq \infty . Тодi при r1 > 1 справджується оцiнка

\tau M (W r1
1,\alpha )q1,q2 \asymp M - r1+

1
2 . (22)

Доведення. Оцiнка зверху в (22) випливає зi спiввiдношення [22]

eM (W r1
1,\alpha )q1 \asymp M - r1+

1
2 .

Вiдповiдну оцiнку знизу одержано в [3] (гл. 4, § 3).
Теорему 4 доведено.
Зауваження 3. Питання про порядок величин \tau M (W r

1,\bfitalpha )q1,q2 , 2 < q1 < \infty , 1 \leq q2 \leq \infty ,

при d \geq 2 залишається вiдкритим.
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