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ДЕСКРИПТИВНА СКЛАДНIСТЬ РОЗМIРIВ ПIДМНОЖИН ГРУП

We study the Borel complexity of some basic families of subsets of a countable group (large, small, thin, rarefied, etc.)
determined by the sizes of their elements. The obtained results are applied to the Czech – Stone compactification \beta G of the
group G. In particular, it is shown that the closure of the minimal ideal \beta G has the F\sigma \delta type.

Исследуется борелева сложность некоторых основных семейств подмножеств счетной группы (больших, малых,
тонких, разреженных и других), определенных размерами ее членов. Полученные результаты применены к чех-
стоуновой компактификации \beta G группы G. В частности, доказано, что замыкание минимального идеала \beta G имеет
тип F\sigma \delta .

Для групи G позначимо через \bfP G та \bfF G булеву алгебру всiх пiдмножин G та її iдеал всiх
скiнченних пiдмножин. Ми надiляємо \bfP G топологiєю, що виникає з iдентифiкацiї (через харак-
теристичнi функцiї) \bfP G з \{ 0, 1\} G. Для K \in \bfF G множини

\{ X \in \bfP G : K \subseteq X\} , \{ X \in \bfP G : X \cap K = \varnothing \} 

утворюють передбазу цiєї топологiї.

Пiсля топологiзацiї кожну сiм’ю \scrF пiдмножин групи G можна розглядати як пiдпростiр
\bfP G, тож природно поставити питання про борелеву складнiсть \scrF (питання типове для де-
скриптивної теорiї множин [1]). Ми ставимо вiдповiднi питання для найбiльш iнтенсивно
дослiджуваних сiмей у комбiнаторицi груп. Щодо витокiв цих сiмей, означених у пунктi 1,
див. огляд [2]. Основнi результати наведено в пунктi 2, а їх застосування до чех-стоунової ком-
пактифiкацiї \beta G дискретної групи G — в пунктi 3. Завершується стаття деякими коментарями
i вiдкритими питаннями.

1. Розмаїття пiдмножин груп. Пiдмножина A групи G називається:
великою, якщо G = FA для деякої пiдмножини F \in \bfF G;

надвеликою, якщо A \cap L велика для кожної великої пiдмножини L;

малою, якщо L \setminus A велика для кожної великої пiдмножини L;

товстою, якщо для кожної пiдмножини F \in \bfF G iснує такий елемент g \in G, що Fg \subseteq A;

передтовстою, якщо FA товста для деякої пiдмножини F \in \bfF G.

Наведено деякi очевиднi або простi (див. [3]) спiввiдношення мiж означеними пiдмножи-
нами: A велика тодi i тiльки тодi, коли G \setminus A не є товстою; A мала тодi i тiльки тодi, коли A

не є передтовстою (еквiвалентно, G \setminus A надвелика). Сiм’я всiх малих пiдмножин групи G є
iдеалом в \bfP G.

Пiдмножина A групи G називається:
P -малою, якщо iснує iн’єктивна послiдовнiсть (gn)n\in \omega в G така, що пiдмножини \{ gnA :

n \in \omega \} попарно не перетинаються;
слабко P -малою, якщо для довiльного n \in \omega iснують такi елементи g0, . . . , gn групи, що

пiдмножини g0A, . . . , gnA попарно не перетинаються;
майже P -малою, якщо iснує iн’єктивна послiдовнiсть (gn)n\in \omega в G така, що пiдмножина

gnA \cap gmA скiнченна для довiльних рiзних n,m;
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ледь P -малою, якщо для кожного n \in \omega iснують такi елементи g0, . . . , gn групи, що пiд-
множина giA \cap gjA скiнченна для довiльних рiзних i, j \in \{ 0, . . . , n\} .

Кожна нескiнченна група G мiстить слабко P -малу пiдмножину, що не є P -малою [4]. Кож-
ну майже P -малу пiдмножину можна розбити на двi P -малi пiдмножини [5]. Кожна злiченна
абелева група мiстить ледь P -малу пiдмножину, що не є слабко P -малою i майже P -малою [6].

Пiдмножина A групи G з одиницею e називається:
тонкою, якщо перетин gA \cap A скiнченний для кожного g \in G \setminus \{ e\} ;
рiдкою, якщо довiльна нескiнченна пiдмножина Y групи G мiстить скiнченну пiдмножину

F \subset Y таку, що пiдмножина
\bigcap 

g\in F gA є скiнченною.
Об’єднання двох тонких пiдмножин може не бути тонким, проте сiм’я всiх рiдких пiдмно-

жин є iдеалом в \bfP G [7]. Про численнi модифiкацiї й узагальнення тонких та рiдких пiдмножин
див. [5, 8 – 11].

2. Основнi результати. Для групи G позначимо через \bfL G, \bfE \bfL G, \bfS G, \bfT G та \bfP \bfT G множини
всiх великих, надвеликих, малих, товстих i передтовстих пiдмножин групи G вiдповiдно.

Теорема 1. Для злiченної групи G пiдмножина \bfL G має тип F\sigma , \bfT G — тип G\delta , \bfP \bfT G —
тип G\delta \sigma , \bfS G та \bfE \bfL G мають тип F\sigma \delta .

Доведення. Вiзьмемо довiльнi F,H \in \bfF G i доведемо допомiжне твердження: множина
T (F,H) = \{ A \in \bfP G : H \subseteq FA\} є вiдкритою.

Дiйсно, нехай F = \{ g1, . . . , gn\} i (H1, . . . ,Hn) — розбиття H. Множина \{ A \in \bfP G : H1 \subseteq 
\subseteq g1A, . . . ,Hn \subseteq gnA\} є вiдкритою, а тому i T (F,H) вiдкрита як об’єднання скiнченних (по
всiх розбиттях H ) вiдкритих множин.

Далi, множина TH(F ) =
\bigcup 
\{ T (F,Hg) : g \in G\} є вiдкритою i множина T (F ) =

\bigcap 
\{ TH(F ) :

H \in \bfF G\} має тип G\delta . Оскiльки \bfT G = T (\{ e\} ) i \bfP \bfT G =
\bigcup 
\{ T (F ) : F \in \bfF G\} , то \bfT G має тип

G\delta , а \bfP \bfT G — тип G\delta \sigma .

Оскiльки \bfS G = \bfP G \setminus \bfP \bfT G , то \bfS G має тип F\delta \sigma . Вiдображення, визначене як A \mapsto  - \rightarrow G\setminus A,
є гомеоморфiзмом \bfP G, а тому сiм’я \bfL G гомеоморфна \bfP G \setminus \bfT G, а \bfE \bfL G гомеоморфна \bfS G. Отже,
\bfL G має тип F\sigma , а \bfE \bfL G — тип F\delta \sigma .

Теорему 1 доведено.
Теорема 2. Для злiченної групи G множини тонких слабко P -малих i ледь P -малих пiд-

множин групи G мають тип F\delta \sigma .

Доведення. Для F \in \bfF G i g \in G \setminus \{ e\} множина X(F, g) = \{ A \in \bfP G : ga /\in A для кожного
a \in A \setminus F\} є замкненою. Множина X(g) =

\bigcup 
\{ X(F, g) : F \in \bfF G\} має тип F\sigma i

\bigcap 
\{ X(g) :

g \in G \setminus \{ e\} \} — це множина всх тонких пiдмножин.
Для n \in \omega , \omega = \{ 0, 1, . . .\} , позначимо через [G]n сiм’ю всiх n-пiдмножин G. Для F \in [G]n

множина Y (F ) = \{ A \in \bfP G : gA
\bigcap 
hA = \varnothing для всiх рiзних g, h \in F\} є замкненою, а множина

слабко P -малих пiдмножин групи G збiгається з\bigcap 
n\in \omega 

\bigcup 
\{ Y (F ) : F \in [G]n\} .

Для F \in [G]n i H \in \bfF G множина Y (F,H) = \{ A \in \bfP G : g(A\setminus H)
\bigcap 

h(A\setminus H) = \varnothing для всiх
рiзних g, h \in F\} є замкненою, а множина ледь P -малих пiдмножин збiгається з\bigcap 

n\in \omega 

\bigcup 
\{ Y (F,H) : F \in [G]n, H \in \bfF G\} .

Теорему 2 доведено.
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3. Застосування до \bfitbeta \bfitG . Чех-стоунову компактифiкацiю \beta G дискретної групи G ототож-
нимо з множиною всiх ультрафiльтрiв на G i розглянемо \beta G як правотопологiчну напiвгрупу
(див. [12]). Кожна непорожня замкнена пiдмножина X простору \beta G визначається деяким
фiльтром \varphi X на G:

X =
\bigcap 

\{ \Phi : \Phi \in \varphi X\} , \Phi = \{ p \in \beta G : \Phi \in p\} .

З iншого боку, кожен фiльтр \Phi на G є пiдпростором \bfP G, а тому можна ставити питання
про складнiсть X як складнiсть \varphi X в \bfP G.

Напiвгрупа \beta G має мiнiмальний iдеал KG, що вiдiграє ключову роль у комбiнаторних
застосуваннях \beta G. За теоремою 1.5 з [3] замикання \mathrm{c}\mathrm{l} (KG) визначається фiльтром усiх надве-
ликих пiдмножин G. Якщо G злiченна, то, застосовуючи теорему 1, приходимо до висновку,
що \mathrm{c}\mathrm{l} (KG) має тип F\sigma \delta .

4. Коментарi. 1. Вiдповiдаючи на питання з [13], П. Закржевський довiв [14], що для
злiченної аменабельної групи G iдеал абсолютно нульових пiдмножин має борелеву складнiсть
F\sigma \delta . Кожна абсолютно нульова пiдмножина є малою, але для довiльного \varepsilon > 0, iснує мала
пiдмножина A групи G така, що \mu (A) > 1 - \varepsilon для деякої банахової мiри \mu на G (див. [5]).

2. Класифiкацiю пiдмножин груп за їх розмiрами можна розглядати в загальному контекс-
тi асимптологiї (див. [15]). В цьому контекстi великi, товстi i малi пiдмножини вiдiграють
роль щiльних, вiдкритих i нiде не щiльних пiдмножин рiвномiрних топологiчних просторiв.
Динамiчний погляд на пiдмножини груп викладено в [16].

3. Нагадаємо, що топологiчний простiр X називають польським, якщо X гомеоморфний
деякому повному сепарабельному метричному простору. Пiдмножину A польського простору
X називають аналiтичною, якщо A є неперервним образом деякого польського простору, i
коаналiтичною, якщо X\setminus A аналiтична.

Використовуючи технiку, розроблену в статтi [10], можна довести, що iдеал рiдких пiд-
множин злiченної групи G коаналiтичний, а пiдпростiр P -малих пiдмножин простору \bfP G

аналiтичний, проте жоден iз цих пiдпросторiв не є борелевим.
Ультрафiльтр p на групi G називають строго простим, якщо p /\in \mathrm{c}\mathrm{l} (G\ast G\ast ), де G\ast —

напiвгрупа всiх вiльних ультрафiльтрiв на G. Покладемо X = \mathrm{c}\mathrm{l} (G\ast G\ast ) i позначимо через \varphi X

фiльтр, що визначає X. У [7] доведено, що A \in \varphi X тодi i тiльки тодi, коли подмножина G \setminus A
є рiдкою. Отже, якщо G злiченна, то пiдпростiр \varphi X є аналiтичним у \bfP G.

4. У [17] доведено, що кожна худа (першої категорiї) топологiчна група G може бути
зображена як добуток G = CN деякої злiченної множини C i нiде не щiльної множини N.

Кожну нескiнченну групу G можна подати як об’єднання злiченної сiм’ї малих пiдмножин [3].
Чи кожну нескiнченну групу G можна розкласти в добуток G = CS деякої злiченної

множини C i малої пiдмножини S?

Вiдповiдь на це питання є ствердною, якщо G аменабельна або має пiдгрупу злiченного
iндексу.
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