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ПРО ЛОКАЛЬНI МАЙЖЕ-КIЛЬЦЯ
З МУЛЬТИПЛIКАТИВНОЮ ГРУПОЮ МIЛЛЕРА – МОРЕНО

A near-ring R with identity is local if the set L of all its noninvertible elements is a subgroup of the additive group R+.
We study the local near-rings of order 2n whose multiplicative group R∗ is a Miller – Moreno group, i.e., a non-abelian
group all proper subgroups of which are abelian. In particular, it is proved that if L is a subgroup of index 2m in R+,
then either m is a prime for which 2m − 1 is a Mersenna prime or m = 1. In the first case n = 2m, the subgroup
L is elementary abelian, the exponent of R+ does not exceed 4, and R∗ is of order 2m(2m − 1) ). In the second case
either n < 7 or the subgroup L is abelian and R∗ is a nonmetacyclic group of order 2n−1 and of exponent at most
2n−4.

Почти-кольцо R с единицей локально, если множество L всех его необратимых элементов является подгруппой
аддитивной группы R+ . Изучаются локальные почти-кольца порядка 2n , мультипликативная группа R∗ кото-
рых является группой Миллера – Морено, т. е. неабелевой группой, все собственные подгруппы которой абелевы.
Доказано, в частности, что если L — подгруппа индекса 2m в R+ , то либо m — простое число, для которого
2m − 1 является простым числом Мерсенна, либо m = 1. В первом случае n = 2m, подгруппа L элементарная
абелева, экспонента группы R+ не превышает 4 и порядок группы R∗ равен 2m(2m − 1). Во втором случае
либо n < 7, либо подгруппа L абелева, а R∗ — неметациклическая группа порядка 2n−1 и экспоненты не выше
2n−4 .

1. Вступ. Майже-кiльця — це множини з двома бiнарними операцiями, додаванням та мно-
женням, що задовольняють всi аксiоми асоцiативного кiльця, за винятком комутативностi до-
давання та одного (в даному випадку правого) дистрибутивного закону. Типовим прикладом
майже-кiльця є множина Map(G) всiх вiдображень деякої групи G в себе вiдносно операцiй
їх додавання, яке iндукується операцiєю групи, та множення, що є композицiєю вiдображень.
В той час як теорiя асоцiативних кiлець — це по сутi вивчення лiнiйних вiдображень на абе-
левих групах, майже-кiльця можна розглядати як нелiнiйний аналог теорiї кiлець, який вивчає
загальний випадок довiльних вiдображень на групах.

Нагадаємо, що кiльце R з одиницею, множина L всiх необоротних елементiв якого утво-
рює iдеал в R, а отже фактор-кiльце R/L є тiлом, називається локальним кiльцем. Як легко
переконатися, в означеннi локального кiльця достатньо насправдi припускати, що L є тiльки
пiдгрупою адитивної групи кiльця R. Замiнивши в ньому слово „кiльце” на „майже-кiльце”,
отримаємо означення локальних майже-кiлець, вивчення яких уперше було iнiцiйовано К. Мек-
соном [11]. Майже-поля — це локальнi майже-кiльця, множина всiх необоротних елементiв яких
складається з одного нуля. Зокрема, кожне тiло є майже-полем. Першi приклади скiнченних
майже-полiв, якi не є полями, а отже, мультиплiкативна група яких є неабелевою, були по-
будованi Л. Дiксоном ще на початку минулого столiття в роботi [6], присвяченiй питанню
незалежностi аксiом поля. В подальшому майже-поля вивчались головним чином через їх за-
стосування в геометрiї, iнформацiю про якi можна почерпнути з 20-ї глави книги М. Холла
[2], де мiститься також класифiкацiя мультиплiкативних груп скiнченних майже-полiв, яка була
отримана К. Цассенхаузом в [16].

Очевидно, що майже-поле з абелевою мультиплiкативною групою є полем. Локальнi майже-
кiльця, мультиплiкативна група яких є абелевою i якi не є кiльцями, вивчались О. Городником
[8]. Ним, зокрема, доведено, що множина всiх необоротних елементiв такого майже-кiльця
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утворює абелеву пiдгрупу iндексу 2 в його адитивнiй групi. Наступним природним кроком є
дослiдження локальних майже-кiлець, мультиплiкативна група яких є мiнiмальною неабелевою
або, в iншiй термiнологiї, групою Мiллера – Морено. Випадок, коли адитивна група такого
майже-кiльця є p -групою з p 6= 2, розглядався в [1]. Крiм того, в [3] описано локальнi майже-
кiльця з мультиплiкативною групою дiедра, а в [14] — з мультиплiкативною групою, що є
узагальненою групою кватернiонiв. У данiй статтi вивчаються локальнi майже-кiльця порядку
2n з мультиплiкативною групою Мiллера – Морено.

Скрiзь нижче |A| — число елементiв множини A, Φ(A) — пiдгрупа Фраттiнi групи A,

Z(A) — центр групи A та |A : B| — iндекс пiдгрупи B в групi A.

2. Попереднi результати. Нагадаємо спочатку основнi означення, що стосуються майже-
кiлець та пов’язаних з ними груп.

Означення 1. Множина R з двома бiнарними операцiями + та · називається (лiвим)
майже-кiльцем, якщо:

1) (R,+) = R+ — група з нейтральним елементом 0,

2) (R, ·) — напiвгрупа,

3) x · (y + z) = x · y + x · z для всiх x, y, z ∈ R.

З умови 3 означення випливає, що для кожної пiдгрупи M групи R+ та кожного елемента
x ∈ R множина xM = {x ·y|y ∈M} є пiдгрупою в R+ i, зокрема, x ·0 = 0. Майже-кiльце R
називається нуль-симетричним, якщо також 0 · x = 0, та майже-кiльцем з одиницею i, якщо
напiвгрупа (R, ·) є моноїдом з одиничним елементом i.

Лема 1. Нехай R — майже-кiльце з одиницею i. Тодi в групi автоморфiзмiв AutR+

iснує пiдгрупа A, яка iзоморфна мультиплiкативнiй групi R∗ та задовольняє умову iA = {ia |
a ∈ A} = R∗.

Доведення. За умовою 3 означення для кожного s ∈ R вiдображення ŝ : r 7→ s−1r з r ∈
∈ R є автоморфiзмом групи R+. Крiм того, вiдповiднiсть s 7→ ŝ визначає мономорфiзм групи
R∗ в групу Aut R+, оскiльки для довiльних s, t ∈ R∗ маємо rŝt = (st)−1r = t−1(s−1r) =

= t−1(rŝ) = (rŝ)t̂ та з рiвностi iŝ = i випливає s = i. Отже, якщо A — образ групи R∗

вiдносно вiдображення ˆ , то iA = {iŝ = s−1 | s ∈ R∗} = R∗, що i доводить лему.

Пiдгрупу A, визначену в лемi 1, будемо називати групою автоморфiзмiв групи R+, асоцi-
йованою з групою R∗ .

Як i для кiлець, гомоморфiзми майже-кiлець — це гомоморфiзми їх адитивних груп та
мультиплiкативних напiвгруп одночасно. Зокрема, якщо α — гомоморфiзм майже-кiльця R,

то його ядро Ker α — нормальна пiдгрупа в R+, яка називається iдеалом майже кiльця R.

Легко перевiрити, що нормальна пiдгрупа I iз R+ є iдеалом в R тодi i тiльки тодi, коли
для всiх r, s ∈ R та x ∈ I справедливо rx ∈ I та (r + x)s − rs ∈ I . Пiдгрупа M iз R+

називається R∗ -iнварiантною, якщо rM ≤ M для кожного r ∈ R∗, та (R,R) -пiдгрупою,
якщо xMy ⊆M для довiльних x, y ∈ R.
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Означення 2. Майже-кiльце R з одиницею називається локальним, якщо множина L =

= R\R∗ всiх необоротних елементiв iз R утворює пiдгрупу адитивної групи R+, та майже-
полем, якщо L = 0.

Як вiдомо [16], адитивна група скiнченного майже-поля елементарна абелева. Очевидно
також, що якщо пiдгрупа L є iдеалом локального майже-кiльця R, то R/L є майже-полем.
Наступна лема, яка випливає з [3] (див. леми 3.2, 3.5, 3.9 та наслiдок 3.8), характеризує основнi
властивостi скiнченних локальних майже-кiлець.

Лема 2. Нехай R — скiнченне локальне майже-кiльце з одиницею i та L — пiдгру-
па в R+ всiх необоротних елементiв iз R. Тодi R+ — p -група для деякого простого p,

експонентою якої є адитивний порядок одиницi i, та справджуються наступнi твердження:

1) L — iдеал в R та (R,R) -пiдгрупа в R+;

2) кожна власна R∗ -iнварiантна пiдгрупа iз R+ мiститься в L;

3) множина i+L утворює нормальну силовську p -пiдгрупу мультиплiкативної групи R∗;

4) фактор-група R∗/i+ L iзоморфна мультиплiкативнiй групi майже-поля R/L.

Зазначимо, що локальнi майже-кiльця з циклiчною пiдгрупою L розглядалися в [1], де
встановлено, зокрема, що адитивна група такого майже-кiльця R або циклiчна порядку pn

з n ≥ 1, або є елементарною абелевою групою порядку p2. Звiдси та з [5] випливає, що в
першому випадку R є локальним кiльцем, iзоморфним кiльцю лишкiв Z/pnZ, а в другому,
згiдно з [12], iснує в точностi p неiзоморфних майже-кiлець R з |L| = p, з яких p − 1 є
нуль-симетричними. Що стосується майже-полiв порядку p2, то їх класифiкацiя випливає з
[16].

Нагадаємо також, що скiнченна група називається групою Мiллера – Морено, якщо вона
неабелева, а всi її власнi пiдгрупи є абелевими. Будова таких груп є вiдомою i повнiстю
описується наступною теоремою (див. [13]).

Теорема 1. Скiнченнi групи Мiллера – Морено вичерпуються групами наступних типiв:

1) групою кватернiонiв Q8;

2) групою G = 〈a〉o 〈b〉 порядку pm+n з ap
m

= bp
n

= 1 та b−1ab = a1+pm−1
, де m ≥ 2

та n ≥ 1;

3) групою G = (〈a〉 × 〈c〉) o 〈b〉 порядку pm+n+1 з ap
m

= bp
n

= cp = 1, b−1ab = ac та
b−1cb = c, де m ≥ n ≥ 1 та m+ n > 2 при p = 2;

4) групою G = P o 〈b〉 порядку prqs з елементарною абелевою пiдгрупою P порядку pr,

на якiй елемент b iндукує незвiдний автоморфiзм простого порядку q, причому bq
s

= 1 та
〈bq〉 = Z(G), де p, q — рiзнi простi та r, s — натуральнi числа.

3. Групи автоморфiзмiв, асоцiйованi з мультиплiкативними 2-групами локальних
майже-кiлець. Нехай R — скiнченне локальне майже-кiльце з одиницею i та L — група всiх
необоротних елементiв iз R. Тодi за лемою 2 адитивна група R+ є p -групою з нормальною
пiдгрупою L, елементарною абелевою фактор-групою R+/L та експонентою, що дорiвнює
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порядку елемента i. Якщо A — група автоморфiзмiв групи R+, асоцiйована з мультиплiка-
тивною групою R∗, то за лемою 1 R+ = iA ∪ L. Тому вивчення локальних майже-кiлець в
значнiй мiрi зводиться до вивчення скiнченних p -груп K з нормальною пiдгрупою L, група
автоморфiзмiв Aut K яких мiстить таку пiдгрупу A порядку |K| − |L|, що K = iA ∪ L для
деякого елемента i максимального порядку в K.

В даному пунктi ми розглянемо випадок, коли K є 2 -групою з пiдгрупою L iндексу 2,

в якому група автоморфiзмiв A є групою порядку |K| − |L| = |L|, тобто також 2 -групою.
Наступнi двi леми — це реалiзацiя вказаної схеми для груп порядкiв 64 та 128 за допомогою
обчислень, виконаних з використанням системи комп’ютерної алгебри GAP, версiя 4.4.12.

Лема 3. Нехай K — нециклiчна група порядку 64, група автоморфiзмiв AutK якої
мiстить пiдгрупу A порядку 32. Якщо в групi K iснують елемент i максимального порядку
та пiдгрупа L iндексу 2 такi, що K = iA ∪ L, то пiдгрупа A є неметациклiчною.

Лема 4. Нехай K — група порядку 128 та A — силовська 2 -пiдгрупа її групи ав-
томорфiзмiв AutK. Якщо в K iснують елемент i максимального порядку та пiдгрупа L

iндексу 2 такi, що K = iA ∪ L, то A не мiстить пiдгруп Мiллера – Морено порядку 64 та
експоненти 16.

Спираючись на лему 3, як базу iндукцiї, отримуємо таке твердження.

Лема 5. Нехай K — нециклiчна група порядку 2n, група автоморфiзмiв AutK якої
мiстить метациклiчну пiдгрупу A порядку 2n−1. Якщо в групi K iснують елемент i макси-
мального порядку та пiдгрупа L iндексу 2 такi, що K = iA ∪ L, то n ≤ 5.

Доведення. Оскiльки 2n = |K| ≤ |iA| + 2n−1 та |iA| ≤ 2n−1, то |iA| = 2n−1 i тому
CA(i) = 1 та iA = iL. Звiдси L = K\iA, так що L є A -iнварiантною нормальною пiдгрупою
в K. Оскiльки пiдгрупа Фраттiнi Φ(K) є власною пiдгрупою в L та характеристичною в K,

а отже A -iнварiантною, то iснує A -iнварiантна пiдгрупа M iндексу 2 в L, яка мiстить Φ(K)

та нормальна в K. Тодi iM ⊆ iL = iA, i тому iснує така пiдмножина B iз A, що iM = iB.

Покажемо, що насправдi B є пiдгрупою iндексу 2 в A.

Дiйсно, якщо a, b ∈ B, то ia = ix та ib = iy для деяких x, y ∈ M. Тодi iab = ibxb =

= i(yxb) ∈ iM, i тому ab ∈ B. Аналогiчно, i = ia
−1
xa

−1
, звiдки ia

−1
= i(x−1)a

−1 ∈ iM,

тобто a−1 ∈ B. Отже, B — пiдгрупа в A, а тому з рiвностей CA(i) = 1 та iM = iB випливає
|B| = |M | = 2n−2, що i потрiбно було показати.

Покладемо тепер N = 〈 i 〉M. Оскiльки фактор-група K/Φ(K), а отже i K/M, елемен-
тарна абелева, то i2 ∈M i тому M — пiдгрупа iндексу 2 в N. Звiдси N = iM ∪M = iB∪M
i, таким чином, N — група порядку 2n−1, група автоморфiзмiв Aut N якої мiстить метацик-
лiчну пiдгрупу B порядку 2n−2 та задовольняє умови леми. Отже, якщо iснує група порядку
2n з n > 5, що задовольняє умови леми, то iснує i група порядку 2n−1, яка теж задовольняє
аналогiчнi умови. Оскiльки за лемою 3 груп порядку 64 = 26 з такими умовами не iснує, то
звiдси випливає, що n ≤ 5.

Лему 5 доведено.

Наступне твердження доведено в [9].
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Лема 6. Нехай G — скiнченна p -група та N — її нормальна пiдгрупа, що мiститься в
пiдгрупi Фраттiнi Φ(G) групи G. Якщо центр Z(N) циклiчний, то пiдгрупа N є циклiчною.

Леми 4 та 6 покладено в основу останнього твердження цього пункту.

Лема 7. Нехай K — група порядку 2n+1, група автоморфiзмiв AutN якої мiстить
неметациклiчну пiдгрупу Мiллера – Морено A порядку 2n та експоненти 2n−2. Якщо в групi
K iснують елемент i максимального порядку та нециклiчна пiдгрупа L iндексу 2 такi, що
K = iA ∪ L, то n ≤ 5.

Доведення. Згiдно з теоремою 1 A = (〈 a 〉 × 〈 c 〉) o 〈 b 〉, де a2n−2
= b2 = c2 = 1 та

b−1ab = ac. Крiм того, L — A -iнварiантна нормальна пiдгрупа в K порядку 2n та iA = iL,

як показано в доведеннi леми 5. Тому L = i−1iA = [i, A] — нормальна пiдгрупа напiвпрямого
добутку G = K o A, що мiститься в його комутантi G′, а отже i в пiдгрупi Фраттiнi Φ(G).

Звiдси за лемою 6 випливає, що центр Z(L) є нециклiчним, i тому iснує нормальна в G

елементарна абелева пiдгрупа E порядку 4, що мiститься в Z(L).

Припустимо, що n > 5, i розглянемо централiзатор C〈 a 〉(L) пiдгрупи L в 〈 a 〉. Якщо
C〈 a 〉(L) = 1, то a iндукує в L автоморфiзм порядку 2n−2, i тому за лемою 9 роботи
[4] фактор-група L/E є або дiедральною групою, або узагальненою групою кватернiонiв.
Зокрема, її центр Z(L/E) — циклiчна пiдгрупа порядку 2. З iншого боку, L/E — нормальна
пiдгрупа фактор-групи G/E, що мiститься в її пiдгрупi Фраттiнi Φ(G/E), а тому за лемою 6
її центр є циклiчним лише у випадку, коли L/E циклiчна. Отримана суперечнiсть означає, що
C〈 a 〉(L) 6= 1, звiдки [a2n−3

, L] = 1. З цiєї ж причини [i−1a2n−3
i, L] = 1.

Нехай V — пiдгрупа в G, породжена елементами a2n−3
та i−1a2n−3

i. Тодi V = 〈a2n−3〉×
× 〈i−1a2n−3

i〉 — нормальна в G елементарна абелева пiдгрупа порядку 4, оскiльки i2 ∈ L.
Крiм того, K∩V = 〈x 〉, де x = i−1ia

2n−3

, — нормальна в G пiдгрупа порядку 2. Розглянемо
фактор-групу Ḡ = G/V, в якiй покладемо K̄ = KV/V, ī = iV, L̄ = LV/V та Ā = AV/V.

Тодi K̄ = īĀ ∪ L̄ та CĀ(K̄) = 1. Очевидно також, що K̄ ' K/〈x 〉 та Ā ' A/〈 a2n−3 〉. Тому
K̄ — група порядку 2n з групою автоморфiзмiв Ā, що є неметациклiчною групою Мiллера –
Морено порядку 2n−1 та експоненти 2n−3, для яких виконуються умови леми. Оскiльки
за лемою 4 групи порядку 128 = 27, що задовольняють такi умови, не iснують, то звiдси
випливає, що n ≤ 5.

Лему 7 доведено.

4. Локальнi майже-кiльця, мультиплiкативна група яких є 2-групою. Скрiзь у цьому
пунктi R — скiнченне локальне майже-кiльце з одиницею i та L — пiдгрупа в R+ всiх його
необоротних елементiв.

Лема 8. Нехай R — локальне майже-кiльце, мультиплiкативна група R∗ якого є 2 -
групою. Тодi R+ — 2 -група, L — пiдгрупа iндексу 2 в R+ та R∗ = i+ L.

Доведення. Оскiльки за лемою 2 R+ є групою порядку pn з простим числом p та n ≥ 1,

то |L| = pm для деякого 1 ≤ m < n, звiдки pn − pm = |R∗| = 2k для деякого k ≥ 1.

Очевидно, остання рiвнiсть має мiсце лише при p = 2 та k = m = n− 1, а тому R+ — група
порядку 2n, L — її пiдгрупа iндексу 2 та R∗ = i+ L.
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Лема 9. Нехай R — локальне майже-кiльце, мультиплiкативна група R∗ якого є мета-
циклiчною 2 -групою. Якщо адитивна група R+ нециклiчна, то |R| = 2n з n ≤ 5.

Доведення. За лемою 8 R+ — група порядку 2n для деякого n ≥ 1, L — пiдгрупа
iндексу 2 в R+ та R∗ = i + L. Нехай A — пiдгрупа в Aut R+, асоцiйована з групою R∗.

Тодi R+ = iA ∪ L за лемою 1, |A| = 2n−1 та i є елементом максимального порядку в групi
R+. Отже, якщо група R+ нециклiчна, то за лемою 5 n ≤ 5.

Лема 10. Нехай R — локальне майже-кiльце та M — пiдгрупа його адитивної групи
R+. Якщо множина i + M мiститься в мультиплiкативнiй групi R∗ та централiзується в
нiй елементом −i, то пiдгрупа M є абелевою.

Доведення. Дiйсно, для довiльного x ∈M маємо −i+(−i)x = (−i)(i+x) = (i+x)(−i) =

= −x − i, звiдки (−i)x = i − x − i. Зокрема, (−i)(x + y) = i − (x + y) − i для довiльних
x, y ∈ M. З iншого боку, внаслiдок лiвої дистрибутивностi (−i)(x + y) = (−i)x + (−i)y =

= (i−x− i) + (i− y− i) = i−x− y− i = i− (y+x)− i. Отже, x+ y = y+x, тобто пiдгрупа
M є абелевою.

Лема 11. Нехай R — локальне майже-кiльце порядку 2n+1, мультиплiкативна група R∗

якого є неметациклiчною 2 -групою Мiллера – Морено. Якщо пiдгрупа L неабелева, то R∗ —
група порядку 2n та експоненти 2n−2.

Доведення. За лемою 8 L — пiдгрупа порядку 2n та i+L = R∗. Отже, якщо L неабелева,
то за лемою 10 −i — нецентральний елемент в групi R∗. Оскiльки остання є неметациклiчною
групою Мiллера – Морено порядку 2n та (−i)2 = i, то за теоремою 1 R∗ = (〈a〉 × 〈c〉)o 〈−i〉
з a2n−2

= c2 = i i, таким чином, R∗ є групою експоненти 2n−2.

Лема 12. Якщо R — локальне майже-кiльце порядку 2n+1, мультиплiкативна група R∗

якого є неметациклiчною 2 -групою Мiллера – Морено експоненти 2n−2, то n ≤ 5.

Доведення. Нехай A — пiдгрупа в Aut R+, асоцiйована з групою R∗. Тодi за лемою 1
R+ = iA ∪ L. Крiм того, за лемою 8 L — пiдгрупа iндексу 2 в R+ та R∗ = i + L. Отже,
A — неметациклiчна група Мiллера – Морено порядку 2n та експоненти 2n−2. Оскiльки i —
елемент максимального порядку в R+, то за лемою 7 n ≤ 5.

5. Основнi теореми. Як i в попередньому пунктi, далi R — скiнченне локальне майже-
кiльце з одиницею i та L — пiдгрупа в R+ всiх його необоротних елементiв.

Теорема 2. Нехай R — локальне майже-кiльце, мультиплiкативна група R∗ якого є
2 -групою Мiллера – Морено. Тодi справджуються наступнi твердження:

1) |R| = 2n з n ≥ 4, L — пiдгрупа iндексу 2 в R+ та R∗ = i+L — група порядку 2n−1;

2) якщо n ≥ 6, то група R∗ неметациклiчна;
3) якщо n ≥ 7, то пiдгрупа L абелева, а експонента групи R∗ не перевищує 2n−4.

Доведення. Дiйсно, перше твердження випливає з леми 8, друге — з леми 9 i третє — з
леми 12.

Згiдно з лемою 2, L тодi i тiльки тодi є пiдгрупою iндексу |R : L| > 2 в R+, коли
мультиплiкативна група R∗ не є 2 -групою. Наступна лема характеризує будову майже-кiльця
R у цьому випадку.
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Лема 13. Якщо R — локальне майже-кiльце порядку 2n з |R : L| > 2 та мультиплi-
кативною групою Мiллера – Морено, то n = 2m для такого простого числа m, що 2m − 1

є простим числом Мерсенна, експонента групи R+ не перевищує 4 та L — елементарна
абелева група порядку 2m з L2 = 0.

Доведення. Дiйсно, нехай |R : L| = 2m з m > 2. Тодi |L| = 2n−m, звiдки |R∗| =

= 2n − 2n−m = 2n−m(2m − 1) i тому |R∗ : i + L| = 2m − 1. За лемою 2 i + L — нормальна
силовська 2 -пiдгрупа в R∗, а отже, за теоремою Шура R∗ = (i + L) o K з пiдгрупою
K порядку 2m − 1, iзоморфною мультиплiкативнiй групi майже-поля R/L. Оскiльки R∗ є
групою Мiллера – Морено, то за теоремою 1 K = 〈 b 〉 — циклiчна група порядку qs для деякого
простого числа q та s ≥ 1. Таким чином, 2m − 1 = qs, що на пiдставi основного результату
роботи [10] можливо лише коли s = 1 та m — просте число. Зокрема, |b| = q = 2m − 1.

Крiм того, за цiєю ж теоремою i+L — елементарна абелева пiдгрупа в R∗, на якiй елемент b

iндукує незвiдний автоморфiзм порядку q = 2m − 1. Оскiльки |i+L| = 2n−m, то q = 2m − 1

— примiтивний простий дiльник числа 2n−m−1 (див., наприклад, [7], лема 5.6.3), що можливо
лише при n = n−m, тобто n = 2m.

Далi, для кожного 0 6= x ∈ L вiдображення x̂ : r 7→ xr з r ∈ R є ендоморфiзмом групи
R+, ядро Ker x̂ та образ xR якого за лемою 2 належать L, а тому |Ker x̂| ≤ |L| = 2m та
|xR| ≤ |L| = 2m. Враховуючи, що Ker x̂ є нормальною пiдгрупою в R+ та R+/Ker x̂ ' xR,
отримуємо 2n = |R| = |Ker x̂||xR| ≤ 22m = 2n, звiдки |Ker x̂| = |xR| = 2m. Отже, Ker x̂ =

= L = xR. А оскiльки R+/L — елементарна абелева 2 -група та RL ⊆ L за лемою 2, звiдси
випливає i + i = i · 2 ∈ L та L2 = (xR)L ⊆ x(RL) = xL = 0. Але тодi x · 2 = x + x =

= x · i+x · i = x ·(i+ i) = 0 для кожного x ∈ L i тому L є елементарною абелевою 2 -групою,
а отже експонента групи R+ не перевищує 4.

Лему 13 доведено.
Наступна теорема пiдсумовує результати, отриманi в [1] (теорема 7), в теоремi 2 та лемi 13.

Теорема 3. Нехай R — локальне майже-кiльце порядку 2n, мультиплiкативна група
якого є групою Мiллера – Морено, та L пiдгрупа всiх необоротних елементiв з R. Тодi n ≥ 4

та справджуються наступнi твердження:

1) якщо R — майже-поле, то R∗ — група Мiллера – Морено порядку 63;

2) якщо |R : L| > 2, то R+ — група порядку 22p та експоненти не вище 4, де p —
просте число, для якого число 2p − 1 є простим числом Мерсенна, R∗ — група Мiллера –
Морено порядку 2p(2p − 1) та L — елементарна абелева 2 -група, в якiй xy = 0 для всiх x,

y ∈ L;

3) якщо |R : L| = 2, то при n ≥ 7 пiдгрупа L абелева, а R∗ — неметациклiчна група
Мiллера – Морено порядку 2n−1 та експоненти не вище 2n−4.
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