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VLASTYVOSTI ROZV’QZKIV MIÍANO} ZADAÇI 

DLQ NELINIJNOHO UL|TRAPARABOLIÇNOHO RIVNQNNQ*

The mixed problems for a nonlinear ultraparabolic equation are considered in a bounded domain and
domain unbounded in the spatial variables.  Conditions for the existence and uniqueness of solutions of
these problems are obtained.  Some estimates of these solutions are also established.

V ohranyçennoj y neohranyçennoj po prostranstvenn¥m peremenn¥m oblastqx rassmotren¥

smeßann¥e zadaçy dlq nelynejnoho ul\traparabolyçeskoho uravnenyq.  Poluçen¥ uslovyq su-

westvovanyq y edynstvennosty reßenyj πtyx zadaç, a takΩe nekotor¥e yx ocenky.

Ul\traparaboliçni rivnqnnq uperße vynykly pry jmovirnisnomu modelgvanni

vypadkovyx ruxiv fizyçno] systemy z  n  stupenqmy vil\nosti [1].  Pizniße vony

znajßly ßyroke zastosuvannq u finansovij matematyci, ekonomici, biolohi] ta

fizyci [2, 3].
Zadaçu Koßi dlq vyrodΩenyx rivnqn\ typu Kolmohorova, qki [ uzahal\nen-

nqm rivnqnnq dyfuzi] z inerci[g A. M. Kolmohorova, rozhlqnuto u pracqx

S.:D.:Ivasyßena, V. S. Dronq, H. P. Malyc\ko] ta in. (dyv. [4 – 6] ta navedenu v

nyx bibliohrafig), de pobudovano fundamental\nyj rozv’qzok zadaçi Koßi,

otrymano joho vlastyvosti, na ]x pidstavi dovedeno teoremy pro isnuvannq ta

[dynist\ rozv’qzkiv zadaçi Koßi, vstanovleno ]x pevni ocinky ta vlastyvosti.

Isnuvannq ta [dynist\ rozv’qzku mißanyx zadaç dlq linijnyx ta nelinijnyx ul\t-

raparaboliçnyx rivnqn\ dovedeno u pracqx [7 – 13].  Zokrema, u pracqx [7, 10, 13]
rivnqnnq mistqt\ nelinijnosti stepenevoho vyhlqdu, a u praci [7] koefici[nty

rivnqnnq moΩut\ zrostaty.

Praci [2, 13 – 16] prysvqçeno vyvçenng pevnyx vlastyvostej kvazilinijnyx

ul\traparaboliçnyx rivnqn\.  Zokrema, vstanovleno povedinku rozv’qzku pry

zrostanni çasovo] zminno], otrymano nerivnosti Harnaka ta ocinky rozv’qzku.  U

praci [17] vstanovleno umovy kompaktnosti nosiq rozv’qzku mißano] zadaçi dlq

paraboliçnoho rivnqnnq u neobmeΩenij za prostorovymy zminnymy oblasti.

U cij statti rozhlqnuto mißanu zadaçu dlq nelinijnoho ul\traparaboliçno-

ho rivnqnnq.  Otrymano umovy, za qkyx norma rozv’qzku vkazano] zadaçi spada[

pry zrostanni çasovo] zminno].  U vypadku, koly oblast\, v qkij rozhlqnuto zada-

çu, [ neobmeΩenog za prostorovymy zminnymy, pokazano, wo nosij rozv’qzku [

obmeΩenym.

Nexaj  Ω ⊂ Rn
 — oblast\ z meΩeg  ∂Ω ∈C1

,  D l⊂ R  — obmeΩena oblast\

z meΩeg  ∂D C∈ 1
,  çysla  n, l ⊂ N ,  T ∈ ( , )0 ∞ .

Vvedemo taki poznaçennq: τ — dovil\ne fiksovane çyslo z promiΩku  0, T( ],
G = Ω × D,  Qτ  = G × ( , )0 τ ,  Qs,τ = G × ( , )s τ ,  s(  < τ, s ∈ 0, T[ )) ,  QT  = G × ( , )0 T ,

Q = G × ( , )0 ∞ ,  ΣT  = ∂Ω  × D × ( , )0 T ,  ST  = Ω × ∂D × ( , )0 T ,  ν — zovnißnq nor-

mal\ do poverxni  ST ,  ∂G  — meΩa oblasti  G,  x = x1{ , … , xn},  y = y1{ , … , yl},

x ∈Ω , y D∈ .

Rozhlqnemo funkci], qki dlq dovil\noho  T > 0  zadovol\nqgt\ umovy:

A)  ai  ∈ C Q( ) ∩ L Q∞( ) ,  a xi( , y, t) ≥ a0  dlq majΩe vsix  (x, y, t) ∈  Q  ta vsix

i ∈ 1{ , … , n} ,  a0 — dodatna stala;

P) çysla  p  ta  q  taki, wo  q ∈ ( , )1 ∞ ,  p ∈ ( , )2 ∞ ;

* 
Çastkovo pidtrymano hrantom Prezydenta Ukra]ny dlq pidtrymky naukovyx doslidΩen\ molo-

dyx uçenyx.
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C)  c cyi
,{ }  � L T∞(( , )0 ; L G∞ )( ) ,  c(x, y, t) ≥ c0  dlq majΩe vsix  (x, y, t) ∈ QT   ta

vsix  i ∈ 1{ , … , l},  c0 — dodatna stala;

G)  funkciq  g(x, y, t, ξ)  vymirna za zminnymy  (x, y, t)  v oblasti  QT   dlq vsix

ξ ∈R1
,  neperervna po  ξ  dlq majΩe vsix  (x, y, t) ∈ QT ; g x( , y, t, ξ)  ≤ g q0 1ξ − ,

g x(( , y, t, ξ) – g(x, y, t, η)) (ξ – η) ≥ g q
0 ξ η−   dlq majΩe vsix  (x, y, t) ∈ QT   ta

vsix  ξ, η ∈R1
,  de  g0 

,  g0
 — taki stali, wo  g0 > 0  pry  q ≥ 2,  g0 = 0  pry  1 <

q<  < 2,  g0  > 0;

L)  λi  ∈ C 0( , ∞; C D( )) ,  λiyi
 ∈ L QT

∞( )   dlq majΩe vsix  (x, y, t) ∈ QT   ta vsix

i ∈ 1{ , … , l};

F)  f ∈ L QT
2( );

U)  u L G0
2∈ ( ) .

Poznaçymo çerez  ST
1

  çastynu poverxni  ST ,  na qkij  
i

l
i x=∑ 1

λ ( , y, t) cos(ν,

yi ) < 0,  a çerez  ST
2
  çastynu poverxni  ST ,  na qkij  

i

l
i x=∑ 1

λ ( , y, t) cos( , )ν yi  ≥ 0.

Prypuskatymemo, wo dlq funkcij  λi , i ∈ 1, ,…{ }l ,  vykonu[t\sq umova  

S) isnu[  Γ1
1∈ −Rl

  take, wo  mesΓ1 > 0  i poverxng  ST
1

  moΩna zobrazyty u

vyhlqdi  ST
1  = Ω × Γ1 × (0, T).

V oblasti  QT   rozhlqnemo mißanu zadaçu dlq rivnqnnq

ut   +  
i

l

i yx y t u
i

=
∑

1

λ ( , , )   –  
i

n

i x
p

x
x

a x y t u u
i i

i=

−∑ ( )
1

2
( , , )   +

+  c x y t u( , , )   +  g x y t u( , , , )  =  f x y t( , , ) (1)

z krajovymy

u ST
1   =  0, (2)

u
TΣ

  =  0 (3)

ta poçatkovog

u x y( , , )0   =  u x y0( , ),    ( , )x y G∈ , (4)

umovamy.

Vvedemo prostory

V QT1( )  =  v v v v: ( ) ( ), ( ), ( ),∈ ∈{ ∈L Q L Q L Q L Qq
T T x

p
T y Ti j

∩ 2 2

i n j l ST T
∈ …{ } ∈ …{ } = = }1 1 0 01, , , , , , ,v v Σ

z normog  v; ( )V QT1  = v; ( )L Qq
T  + v; ( )L QT

2  + 
i

l
y Ti L Q

=∑ 1
2v ; ( )  +

+ 
  i

n
xi=∑ 1

v ; L Qp
T( ) ;

V QT2( )  =    v v v v: ( ) ( ), ( ), , , ,∈ ∈ ∈ …{ } ={ }L Q L Q L Q i nq
T T x

p
Ti T

∩ 2 1 0Σ

z normog    v; ( )V QT2  = 
 
v; ( )L Qq

T  + 
 
v; ( )L QT

2  + 
  i

n
xi=∑ 1

v ; L Qp
T( ) ;

V G3( )  =  L D Wp p; ( ),
0
1 Ω( )

z normog  v; ( )V G3   =  
G

p
i

n
x

p
i

dx dy∫ ∑+



=

v v
1

;
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V G4( )  =  
  
v v v v: ( ), ( ), , , ,∈ ∈ ∈ …{ } ={ }×L G L G i lyi

2 2 1 0
1Ω Γ

z normog    v; ( )V G4  = 
  

v; ( )L G2  + 
 i

l
yi=∑ 1

v ; L G2( ) .

Poznaçymo çerez  V G3
∗( )  prostir linijnyx neperervnyx funkcionaliv na

V G3( )  (sprqΩenyj prostir do  V G3( )),  ⋅ ⋅,  — znaçennq funkcionala z prosto-

ru  V G3
∗( )  na funkciqx z  V G3( ),  çysla  ′p   ta  ′q   taki, wo vykonugt\sq spiv-

vidnoßennq  1/ ′p  + 1 / p = 1,  1/ ′q  + 1 / q = 1.

Çerez  Lr(0, T; X)  ta  C T X0, ;[ ]( ) ,  de  r ∈  2{ , p, q, ′p , ′q , ∞},  X — banaxiv

prostir, poznaçymo prostory funkcij  u,  zadanyx na  0, T[ ],  zi znaçennqmy v  X  i

takyx, wo  u ; Lr(0, T; X)  = 
0

T
u t∫( ⋅ ⋅( , , ) ; X dtr

r)1/
  ta  u ; C T0,[ ]( ; X )  =

= max ,0 T u[ ] ( , , )⋅ ⋅ t ; X   [ skinçennym; çerez  X + Y,  de  X   i  Y — banaxovi pros-

tory, — prostir  {z : z = x  + y , x X∈ , y Y∈ }  z normog  z ; X  + Y  =
= inf max ;

, ,x X y Y x y z
x X

∈ ∈ + =
{ ; y Y; } .

1.  Nexaj oblast\  Ω  [ obmeΩenog.

Oznaçennq 1.  Funkcig  u  z prostoru  V QT1( ) ∩  C T0,[ ]( ; L G2( )) ,  ut  ∈

∈ L Tp′(( , )0 ; V G3
∗ )( )  + L Qr

T
0 ( )   nazvemo rozv’qzkom mißano] zadaçi (1) – (4), qk-

wo vona zadovol\nq[ umovu (4) ta rivnist\

 L u f( , , )v   ≡  
 0

T

tu dt∫ , v  + 

  Q i

l

i y

T

i
x y t u∫ ∑

=





 1

λ ( , , ) v  + 
i

n

i x
p

x xa x y t u u
i i i

=

−∑
1

2
( , , ) v   +

+  c x y t u( , , ) v   +  g x y t u f x y t dx dy dt( , , , ) ( , , )v v−






  =  0 (5)

dlq vsix funkcij  v ∈ V QT2( ).  Tut  r0 = min ,2 ′{ }q .

ZauvaΩennq 1.  U praci [8] rozhlqnuto zadaçu (1) – (4) u vypadku, koly ob-

last\  QT   [ obmeΩenog  (Ω  teΩ obmeΩena) ta  p ∈ 1 2,( ].  Otrymano umovy isnu-

vannq ta [dynosti rozv’qzku ci[] zadaçi.

Qkwo Ω  p > 2,  to analohiçno [8] dovodyt\sq nastupna teorema.

Teorema 1.  Nexaj koefici[nty rivnqnnq (1) zadovol\nqgt\ umovy A, C , G ,

L, F, U, S i, krim toho, umovy
1)  aiy j

,  aixi
,  cy j

 � L QT
∞( ) ,  fy j

 ∈  L QT
2( ) ,  u0 ∈  V G4( ) ,  i ∈  1{ , … , n} ,  j ∈

∈ 1{ , … , l};  qkwo  q > 2,  to  gy j
 ≡ 0  dlq vsix  j ∈ 1{ , … , l};

2)  f ST
1  = 0;

3)  qkwo  n + l > 2,  to  2 < p < 
2

2
( )n l

n l
+

+ −
,  1 < q < 

2
2

( )n l
n l

+
+ −

,  a qkwo  n  = l = 1,

to 2 < p < + ∞,  1 < q < + ∞.

Todi isnu[ rozv’qzok mißano] zadaçi  (1) – (4).

ZauvaΩennq 2.  U teoremi:1 otrymano umovy rozv’qznosti mißano] zadaçi

(1):– (4) v oblasti  QT   dlq dovil\noho skinçennoho çysla  T > 0.  Oskil\ky  T —

dovil\ne skinçenne dodatne çyslo, to  u  ∈  V Q1, ( )loc  ∩  C 0( , ∞ ; L G2( )) ,  de

V Q1, ( )loc  = {u : u ∈ V QT1( ) dlq dovil\noho  T > 0}.

Otryma[mo ocinku rozv’qzku zadaçi (1) – (4) v oblasti  Q  u vypadku, koly

funkciq  f  dorivng[ nulg.
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Dlq funkci]  u  vykonu[t\sq nerivnist\ Puankare – Fridrixsa

Ω
∫ ∫

D

u dxdy2   ≤  C u dxdy
D i

n

xi1
1

2

Ω
∫ ∫ ∑

=
,

v qkij  C1 = C n n
0
2 2( )/+ Ω 2/n

,  C0 = max
( )2 1n

n
−{ ; 3

2


,  a  Ω  = mes Ω .

Poznaçymo  G  = mes G,  C = 
C n G

p a

p p
1

2 2 2

02

/ ( )/

( )

( )
−

−
.

Teorema 2.  Nexaj  p > 2,  Ω — obmeΩena oblast\ v  Rn
,  u — rozv’qzok za-

daçi (1) – (4) pry  f ≡ 0.  Todi:

1)  qkwo  u L G0
2; ( )  = 0,  to  u t L G( , ); ( ),⋅ ⋅ 2  = 0  dlq dovil\noho  t > 0;

2)  qkwo  u L G0
2; ( )  ≠ 0  ta

ess sup ( , , )
Q

iy
i

l

i
x y tλ

=
∑

1

  ≤  2 ess inf ( , , )
Q

c x y t , 

to dlq vsix  t > 0  vykonu[t\sq ocinka

u x y t dx dy
D

( , , ) 2

Ω
∫∫   ≤

≤  C t u x y dxdy
D

p
−

−

+


















∫∫1 2

2 2

0( , , )

( )/

Ω

22 2/( )− p

  <  
C

t

p





−2 2/( )

.

Dovedennq.  Poznaçymo  g( t) = u x y t dxdy
D

( , , ) 2

Ω∫∫ .  Z rivnosti (5) pry  v =

= u  dlq dovil\nyx  t t1 2,{ }  � 0, ∞[ ) ,  t1 < t2,  moΩna otrymaty rivnist\

1

2
2

2

u dxdy
Gt

∫   –  
1

2
2

1

u dxdy
Gt

∫   +  λi y
i

l

Q

x y t u u
i

t t

( , , )
, =

∑∫





1
1 2

  +

+: a x y t ui x
p

i

n

i
( , , )

=
∑

1

  +  c x y t u g x y t u u dxdydt( , , ) ( , , , )2 +



   =  0.

Oskil\ky

λi y
i

l

Q

x y t u udxdydt
i

t t

( , , )
, =
∑∫

1
1 2

  ≥

≥  
1

2 1

2

11

2

λ νi i
i

l

Dt

t

x y t y u d( , , ) cos( , )
( \ ) =∂ ×

∑∫∫
Γ Ω

SSdt   –  
λ1

2

2
1 2

u dxdydt
Qt t,

∫ ,

de  λ1  = ess sup ( , , )
Q

iyi

l
i

x y tλ
=∑ 1

,  to, vykorystavßy umovy A, P, C, G, L, U , z (5)

dlq dovil\nyx  t t1 2,{ }  � 0, ∞[ ) ,  t1 < t2 
,  otryma[mo ocinku

u dxdy
Gt

2

2

∫   +  
t

t

i i
i

l

D

x y t y u dSdt
1

2

1

2

1
∫ ∑

=∂ ×
λ ν( , , ) cos( , )

( \ )Γ Ω
∫∫   +
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+: 2 2 20 0
1

0
2

1
1 2

g u a u c uq
x

p

i

n

Q
i

t t

+ + − +( )









=
∑∫ λ

,

ddxdydt   ≤

≤  u dxdy
Gt

2

1

∫ . (6)

Rozhlqnemo taki vypadky:

1.  Nexaj  u L G0
2; ( )  = 0.  Todi z rivnosti (6) pry  t1 = 0  za umovy  λ1

02≤ c

znaxodymo

u dxdy
Gt

2

2

∫  + u u u dxdydt
q

x

p

i

n

Q
i

t

+ +










=

∑∫ 2

1
0

2
,

  ≤  0.

OtΩe,  u t L G( , , ); ( )⋅ ⋅ 2
2  = 0  dlq dovil\noho  t2 > 0.  Qkwo Ω  λ1

02> c ,  to z (6)

otryma[mo

u dxdy
Gt

2

2

∫   +  u u dxdydt
q

x

p

i

n

Q
i

t

+










=

∑∫
1

0
2

,

  ≤  u dxdydt
Q t

2

0 2,

∫ .

Zvidsy za lemog Hronuolla – Bellmana takoΩ otrymu[mo  u dxdydt
Q t

2

0 2,
∫  ≤ 0,

a tomu  u t( , , )⋅ ⋅ 2 ; L G2( )  = 0  dlq dovil\noho  t2 > 0.

2.  Nexaj  u L G0
2; ( )  ≠ 0.  Todi za umovy  

ess sup ( , , )
Q

iy
i

l

i
x y tλ

=
∑

1

  ≤  2 ess inf ( , , )
Q

c x y t

z (6) znaxodymo ocinku

1

2
1

2

1

2

0
1

′ +∫ ∑∫∫∫
=

g t dt a u dxdydt
t

t

x
p

i

n

Dt

t

i
( )

Ω
  ≤  0.

Qkwo prypustyty, wo  g — monotonno zrostagça funkciq, to z (6) vyplyvatyme

u u u dxdydtq
x

p

i

n

Q
i

t

+ +










=
∑∫ 2

10
2

,

  =  0,

wo supereçyt\ prypuwenng.

Nexaj  g — monotonno spadna funkciq na  0, ∞[ ) .  Todi z absolgtno] nepe-

rervnosti funkci]  g  vyplyva[, wo  2 0 1
a u dxdyx

p

i

n

D i=∑∫∫ Ω
 ≤ − ′g t( )   dlq

majΩe vsix  t ∈ t t1 2,[ ] .

Za dopomohog nerivnostej Puankare – Fridrixsa ta Hel\dera ma[mo

g t( )   ≤  C u dxdyx
i

n

D
i1

2

1=
∑∫∫

Ω
  ≤  C G u dxdyp p

x
i

n p

D
i1

2 2

1

2
( )/

/
−

=
∑∫∫

















Ω 

2/ p

  ≤

≤  C n G u dxdyp p
x

p

i

n

D

p

i1
2

1

2

( )






−

=
∑∫∫( )/

/

Ω
  ≤  

C n G

a
g t

p p

p
p1

2

0
2

2

2

( )
′

−( )/

/
/

( )
( ) . (7)
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OtΩe,  g t( )  ≤ 
C n G

a

p p

p
1

2

0
22

( ) −( )/

/( )
 ′g t p( ) /2

.  Vraxuvavßy te, wo  g — spadna

funkciq, otryma[mo

( )
( )

/

( )/

/
/2 0

2

1
2

2
2a

C n G
g t

p

p p

p
p

( )






[ ]−   ≤  − ′g t( ) .

Takym çynom,

′g t( )   +  
2 0

1
2 2 2

2a

C n G
g t

p p
p

/ ( )/
/( )

( )
[ ]−   ≤  0.

Rozv’qzu[mo cg dyferencial\nu nerivnist\:

g t p( ) ( )/[ ] −2 2   ≥  
p a

C n G
t

p p

−
( ) −

2

2

2 0

1
2 2 2/ ( )/

  +  g p( ) ( )/0 2 2[ ] − .

OtΩe,

g t( )   ≤  
a p

C n G
t g

p p
p0

1
2 2 2

2 22
0

( )
( )/ ( )/

( )/−
( )

+ [ ]







−
− 

−2 2/( )p

  =

=  
g

C t g p p

( )

( ) ( )/ /( )

0

0 11 2 2 2 2− − + −[ ] + 
  <  

C

t

p





−2 2/( )

.

Teoremu dovedeno.

ZauvaΩennq 3.  Nexaj u rivnqnni (1) çyslo  p  ∈  (1, 2).  Todi pravyl\nog [

nastupna teorema.

Teorema 3.  Nexaj  1 < p < 2,  q > 2,  Ω — obmeΩena oblast\ v  Rn
,  u  —

rozv’qzok zadaçi (1) – (4) pry  f ≡ 0.  Todi:

1)  qkwo  u L G0
2; ( )  = 0,  to  u t L G( , ); ( ),⋅ ⋅ 2  = 0  dlq dovil\noho  t > 0;

2)  qkwo  u L G0
2; ( )  ≠  0  ta   ess sup ( , , )

Q
iyi

l
i

x y tλ
=∑ 1

 ≤ 2 ess inf ( , , )
Q

c x y t ,

to dlq vsix  t > 0  vykonu[t\sq ocinka

u x y t dxdy
D

( , , ) 2

Ω
∫∫   ≤  C t u x y dxdy

?D

q

2
1 2

2 2

0−
−

+


















∫∫ ( , , )

( )/

Ω


−2 2/( )q

  <

<  
C

t

q
2

2 2





−/( )

,

de stala  C2 = 
G

q g

q( )/

( )

−

−

2 2

02
.

Dovedennq.  Poznaçymo  g t( )  = u x y t dxdy
D

( , , ) 2

Ω∫∫ .  Z teoremy 1 [8] vy-

plyva[, wo funkciq  g  [ absolgtno neperervnog, dlq dovil\nyx  t t1 2,{ }  ∈

∈ 0,∞[ ) , t t1 2< ,  vykonu[t\sq ocinka  

1

2 1

2 ′∫ g t dt
t

t
( )  + g u dxdydtq

Dt

t
0

1

2

Ω∫∫∫  ≤ 0,

tobto  2 0g u dxdyq

D Ω∫∫  ≤ − ′g t( )   dlq majΩe vsix  t ∈  t t1 2,[ ] .  Zvidsy qkwo

g(0) = 0,  to  g(t) = 0  dlq dovil\noho  t > 0.
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Nexaj  g(0) ≠ 0.  Za dopomohog nerivnosti Hel\dera ma[mo

g t( )   ≤  G u dxdyq q q

D

q
( )/

/
− ∫∫







2

2

Ω
  ≤  

G

g
g t

q q

q
q

( )/

/
/

( )
( )

−
′

2

0
2

2

2
. (8)

OtΩe,  g t q( ) ( )/[ ] −2 2  – g q q( ) ( )/0 2[ ] −  ≥ 
( )

( )/

q g

G
t

q

−
−
2 0

2 2 .  Tomu

g t( )   ≤  
( )

( )/

q g

G
t

q

−


 −

2 0
2 2   +  g q q

q

( ) ( )/
/( )

0 2
2 2

[ ] 




−
−

  =

=  
g

C t g q q

( )

( ) ( )/ /( )

0

0 12
1 2 2 2 2− − + −[ ] + 

  <  
C

t

q
2

2 2





−/( )

.

Teoremu dovedeno.

ZauvaΩennq 4.  Z teorem 2, 3 vyplyva[, wo pry  t →  ∞   norma  u t( , , )⋅ ⋅ ;

L G2( )   prqmu[ do nulq.

2.  Nexaj oblast\  Ω  [ neobmeΩenog.

Oznaçennq 2.  Funkcig  u  nazvemo slabkym rozv’qzkom mißano] zadaçi (1) –

(4), qkwo vona [ hranyceg u prostori  V QT2( )  ∩  C T0,[ ]( ; L G2( ) )   poslidov-

nosti funkcij  { } =
∞uk
k 1   takyx, wo dlq koΩnoho   k ∈N    funkciq   uk

   zado-
vol\nq[ rivnist\

L u f k( , , )v   =  0 (9)

dlq vsix funkcij  v ∈  V QT2( )   takyx, wo   supp v  �  supp u ,  a   { } =
∞f k
k 1   zbi-

ha[t\sq do funkci]  f ∈ L QT
2( )   ta  u x yk ( , , )0  = u x yk

0 ( , ) ,  de   uk
k0 1{ } =
∞

  zbi-

ha[t\sq do  u0  u prostori  L G2( ) .

ZauvaΩymo, wo koncepcig slabkyx rozv’qzkiv dlq hiperboliçnyx rivnqn\

vvedeno u [18].
Znajdemo umovy isnuvannq ta [dynosti slabkoho rozv’qzku zadaçi (1) – (4) v

neobmeΩenij za prostorovymy zminnymy oblasti  QT .

Teorema 4.  Nexaj vykonugt\sq umovy teoremy 1 dlq koΩno] obmeΩeno] pid-
oblasti oblasti  QT   ta umovy A , C u vsij oblasti  QT .  Todi isnu[ [dynyj
slabkyj rozv’qzok zadaçi (1) – (4).

Dovedennq.  Z teoremy:1 vyplyva[, wo v koΩnij obmeΩenij oblasti  
�QT  =

= �Ω  × D × (0, T)  isnu[  u  taka, wo

u x y t u a x y t u ut i y
i

l

i x
p

x
xi i i

i

+ − ( )
=

−∑λ ( , , ) ( , , )
1

2

ii

n

=
∑

1

  +

+  c x y t u g x y t u u( , , ) ( , , , )+   =  �f x y t( , , )

u sensi teori] rozpodiliv,  u  zadovol\nq[ umovy  u ST
�1  = 0,  u

T
�Σ  = 0,  u(x, y, 0) =

= �u x y0( , ) ,  de  
�ST
1  = �Ω  × Γ1 × (0, T),  �ΣT  = ∂ �Ω  × D × (0, T),  funkci]
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�f   =  
f x y t D T

x y t

, ( , , ) ( , ),

, ( , , ) ( \

qkwo

qkwo

∈ × ×

∈

�

�

Ω

Ω

0

0 ΩΩ) ( , ),× ×





 D T0
(10)

�u0   =  
u x y D

x y D

0

0

, ( , ) ,

, ( , ) ( \ ) .

qkwo

qkwo

∈ ×

∈ ×







�

�

Ω

Ω Ω

Rozhlqnemo poslidovnist\ oblastej  QT
k

,  de  k ∈ {1, 2, … },  do toho Ω  QT
k  =

= Ωk  × D × (0, T),  a  Ω1  � Ω2  � … � Ωk  � … � Ω.  U koΩnij z cyx oblastej

isnu[ rozv’qzok  uk
  zadaçi (1) – (4), de prava çastyna rivnqnnq (1) mistyt\ funk-

cig  f k
  zamist\  f,  a poçatkovog funkci[g v umovax (4) [  uk

0 .  ZauvaΩymo, wo

pry  k → ∞  poslidovnosti  { } =
∞f k
k 1   zbihagt\sq u prostori  L QT

2( )   do funkci]

f,  uk
k0 1{ } =
∞

 — u prostori  L G2( )   do  u0 .  ProdovΩymo ci rozv’qzky  uk
  nulem

na  Q QT T
k\   i otryma[mo poslidovnist\ funkcij  { } =

∞uk
k 1 ,  qki vyznaçeni v usij

oblasti  QT .

PokaΩemo, wo pobudovana poslidovnist\  { } =
∞uk
k 1   zbiha[t\sq do slabkoho

rozv’qzku zadaçi (1) – (4).  Poznaçymo  uk m,  = uk  – um
,  de  k m,{ }  ∈  N.  Dlq  k,

m ∈N   z oznaçennq 1 vyplyva[

α
λ

τ
2

2

1

u x y t u uk m
i y

k m k m

i

l

Q
i

, , ,( , , )( ) +





=
∑∫   +

:

+ a x y t u u u u ui x
k p

x
k

x
m p

x
m

i

n
k m

i i i i
( , , ) ,− −

=
−( )∑ 2 2

1
(( )

xi
  +  c x y t uk m( , , ) ,( )2   +

+  g x y t u g x y t u uk m k m, , , , , , ,( ) − ( )( )   –

  – f x y t f x y t u e dxdydtk m k m t( , , ) ( , , ) ,−( ) 



−α   +  
1

2

2
u e dxdyk m

G

,( ) −−∫ ατ

− −( )∫
1

2
0 0

2
u u dxdyk m

G

  =  0, (11)

de  α = l x y t
i Q

iy
T

i
max sup ( , , )ess λ  – 2c0 + 2.

Ocinymo koΩnyj dodanok z rivnosti (11):

X1   ≡  λ α

τ

i y
k m k m t

i

l

Q

x y t u u e dxdydt
i

( , , ) , , −

=
∑∫

1

  ≥  − ( )∫ −λ

τ

α
1 2

2

l
u e dxdydtk m

Q

t,   +

+  λ α

τ

i i
k m t

i

l

S

x y t y u e dSdt( , , ) cos ( , ) ,v ( ) −

=
∑∫

2

12

,
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de  λ1  = max sup ( , , )
i Q

iy
T

i
x y tess λ ;

X2   ≡  a x y t u u u u u ei x
k p

x
k

x
m p

x
m

x
k m

i i i i i
( , , ) ,− − −−( )2 2 αtt

i

n

Q

dxdydt
=
∑∫

1τ

  ≥

≥  a u e dxdydtx
k p t

i

n

Q
i0

1

−

=
∑∫ α

τ

,

X3   ≡  g x y t u g x y t u u e dxdydtk m k m t

Q

( , , , ) ( , , , ) ,−( ) −∫ α

τ

  ≥

≥  g u e dxdydtk m q t

Q
0

, −∫ α

τ

,

X4   ≡  f x y t f x y t u e dxdydtk m k m t

Q

( , , ) ( , , ) ,−( ) −∫ α

τ

  ≤

≤  
1

2 2

2 2

δ
δ

τ τ

α αf f e dxdydt u e dxk m

Q

t k m

Q

t−( ) + ( )∫ ∫− −, ddydt .

Na pidstavi cyx ocinok i rivnosti (11) otrymu[mo ocinku

1

2 2 2 2

2 1

0u e dxdy
l

c uk m k m, ,( ) + − − +





( )−ατ α λ δ 22


∫∫

QG τ

  +  a ux
k m p

i

n

i0
1

,

=
∑   +

+  g u e dxdydtq t
0





−α   +  λ α

τ

i i
k m t

i

l

S

x y t y u e dSdt( , , ) cos ( , ) ,v ( ) −

=
∑∫

2

12

  ≤

≤  
1

2

1

2

2
0 0

2

δ
τ

α αf f e dxdydt u u ek m

Q

t k m

G

t−( ) + −( )∫ ∫− − ddxdydt .

ZauvaΩymo, wo oskil\ky poslidovnosti  f k
k

{ } =

∞

1
,  uk

k0 1{ } =

∞
  zbihagt\sq v

L QT
2( )   ta  L G2( )   vidpovidno, to vony [ fundamental\nymy v  L QT

2( )   ta

L G2( ) .  Tomu z uraxuvannqm vyhlqdu çysla  α  dlq dovil\noho zadanoho çysla

ε > 0  isnu[ take çyslo  k0 > 0,  wo dlq vsix  k > k0  ta  m > k0  vykonu[t\sq ocinka

u e dxdyk m

G

,( ) −∫
2 ατ

τ

  +  u u u e dxdyk m
x
k m p k m q

i

n

Q

t
i

, , ,( ) + +










=

−∑∫
2

1τ

α ddt   ≤  ε.

(12)

OtΩe, z (12) vyplyva[, wo  { } =
∞uk
k 1  — fundamental\na poslidovnist\ u

C T0,[ ]( ; L G2( ) )   i  V QT2 ( ) ,  otΩe, [ zbiΩnog v cyx prostorax.  Hranycq cyx

funkcij bude slabkym rozv’qzkom zadaçi (1) – (4).

Dovedemo [dynist\ slabkoho rozv’qzku tako] zadaçi.  Nexaj isnugt\ dva slab-

ki rozv’qzky  (u1  i  u2 )  zadaçi (1) – (4).  Za oznaçennqm 2 isnugt\ poslidovnosti

us
k

k
{ } =

∞

1
,  s  ∈  {1, 2},  qki zbihagt\sq do  us   u prostori  C T0,[ ]( ; L QT

2( ) )  ∩

∩ V QT2 ( ) .  Todi ]x riznycq  uk
1 2,  = uk

1  – uk
2   zadovol\nqtyme rivnist\
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( ) ,,u dtt

T

1 2
0

v∫   +  λi
k

y
i

l

Q

x y t u
i

T

( , , ) ,1 2
1

( )
 =
∑∫ v   +  a x y t u ui x

k p
x

k

i

n

i i
( , , ) , ,1

2
1

1

−

=
(∑   –

–  u ux
k p

x
k

xi i i2
2

2, ,
− ) v   +  c x y t u g x y t uk k( , , ) ( , , , ),1 2 1v + (   –

–  g x y t u f f dxdydtk k k( , , , )2 1 2) − −( ) 


v v   =  0 (13)

dlq dovil\noho  v ∈ ( )V QT2 ,  supp v  � supp us
k

,  s  ∈  {1, 2}.  Vyberemo v (13)

funkcig  v = u u ek k t
1 2−( ) −α

.  Todi tak samo, qk pry dovedenni ocinky (12), otry-

ma[mo ocinku

u dxdy u u uk

G

k
x
k p k q

i
i1 2

2
1 2

2
1 2 1 2

1
, , , , ,( ) + ( ) + +∫

=

nn

Q

dxdydt∑∫










τ

  ≤

≤  M f x y t f x y t dxdydt u x yk k k
1 2

2
1 0( , , ) ( , , ) ( , ),−( ) + − uu x y dxdyk

GQT

2 0
2

, ( , )( )







∫∫ ,

de stala  M  ne zaleΩyt\ vid  k.  Vraxuvavßy zbiΩnist\ pry  k → ∞   poslidovnos-

tej  fs
k

k
{ } =

∞

1
  ta  us

k
k,0 1{ } =

∞
  do  f  ta  u0  vidpovidno, matymemo  u1 = u2.

Otryma[mo ocinky slabkyx rozv’qzkiv zadaçi (1) – (4) ta vstanovymo umovy, za

qkyx nosij rozv’qzku [ obmeΩenym.

Nexaj  Ω  [ neobmeΩenog oblastg z prostoru  Rn
,  qka zadovol\nq[ umovu 

O)  Ω  [ obmeΩenog xoça b za odni[g zi zminnyx  x1 
,  x2 

, … , xn−1 .

Dlq vyznaçenosti prypustymo, wo  Ω  [ obmeΩenog za zminnog  x1 
,  ta poznaçy-

mo  max x1{ : x1 ∈ Ω}  – min x1{ : x1 ∈ Ω}  = l1.

Nexaj  p > 2,  q > 2.  Poznaçymo

z  =  xn   (z0 — dovil\ne fiksovane çyslo),

Ωz z> 0
  =  Ω ∩ z z>{ }0 ,      Qz z− 0 ,τ   =  Ωz z> 0

  ×  D  ×  (0, T),

S Tn f, ( )   =  sup : ( , , ) , , ,z x y t f t T y D∈ ∈[ ] ∈{ }supp 0 ,

ζn T( )   =  sup : ( , ) ( , , )z x y u T∈ ⋅ ⋅{ }supp ,      S Tn ( )   =  sup ( ), ( ),S Tn f nζ 0{ } .

Rozhlqnemo zadaçu (1) – (4) u dovil\nij obmeΩenij pidoblasti  QT
k

  oblasti

QT .  Za umov teoremy 1 ]] rozv’qzok isnu[.  ProdovΩymo funkcig  uk
  nulem v

oblast\  QT   ta otryma[mo rivnist\

u dtt
k

T

, v
0
∫   +  λ

τ

i y
k

Q

x y t u
i

( , , ) v
i=1

l

∑∫   +  a x y t u ui x
k p

x
k

i

n

xi i i
( , , )

−

=
∑ 2

1

v   +

+  c x y t u g x t u dxdydtk k( , , ) ( , , )v v+ 


  =  f x y t dxdydtk

QT

( , , )v∫ (14)

dlq vsix funkcij  v ∈ ( )V QT2   takyx, wo  supp v  � supp uk
.
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Vyberemo v (14) funkcig  v  u vyhlqdi  v = uk  ⋅ ρ α( )z e t−
,  de  ρ ∈  W 1 1, ( )∞ R ,

ρ  zaleΩyt\ til\ky vid  z,  ρ( )z  ≥ 0  ta  ρ( )z  = 0  dlq  z ≤ z0  [17, s. 329], a stala

α = 2 – 2c0 + λ1l .  Todi oderΩymo rivnist\

1

2

2

0

u x y z e dxdyk

D z z

( , , ) ( )τ ρ ατ( ) −

>

∫∫
Ω

  +

+  
1

2

2

1

α ρ λ ρu z x y t u u zk
i y

k k

i

l

Q
i

z

( ) +





=
∑

>

( ) ( , , ) ( )
zz0 ,τ

∫   +

+  a x y t u u u zi x
k p

x
k k

x
i

n

i i
i

( , , ) ( )
−

=
( )∑ 2

1

ρ   +

+  c x y t u z g x t u u z e dxdk k k t( , , ) ( ) , , ( )( ) + ( ) 


 −2

ρ ρ α yydt   =  0.

Zintehruvavßy çastynamy v tret\omu dodanku ci[] rivnosti ta vraxuvavßy krajo-

vi umovy (2), distanemo ocinku

1

2

2

0

u x y z e dxdyk

D z z

( , , ) ( )τ ρ ατ( ) −

>

∫∫
Ω

  +

+  
1

2 1

2

2

λ ν ρ
τ

α
i

i

l

S

i
k tx y t y u z e d( , , ) cos ( , ) ( ) ( )

=

−∑∫ SSdt   +

+  
1

2

1

2

2

1
0

α ρ λ
τ

u z x y tk

Q
iy

i

l

z z

i( )


−
>

∫
=

( ) ( , , )
,��

∑∑ ( )u zk 2
ρ( )   +

+  a x y t u u u zi x
k p

x
k k

x
i

n

i i
i

( , , ) ( )
−

=
( )∑ 2

1

ρ   +

+  c x y t u z g x t u u z e dxdk k k t( , , ) ( ) , , ( )( ) + ( ) 


−2
ρ ρ α yydt   ≤  0.

Vraxuvavßy vyhlqd  α,  perekona[mos\, wo dlq dovil\no] funkci]  uk
  vyko-

nu[t\sq ocinka

1

2 0

2

0

sup ( )
,T

k

D

u dxdy
z z

[ ]
>

∫∫
Ω

ρ   + 

+  u a u g u dxdydtk
x
k p k q

i

n

Q
i

z z

( ) + +










=
∑

>

2
0 0

1

ρ ρ ρ
00 ,τ

∫   ≤

≤  a e u u dxdydtT
z
k p k

z
Qz z

0
1

0

α ρ
τ

−

>

∫
,

. (15)

Poznaçymo

E zs ( )0   =  ( )z z u dxdydts
x
k p

i

n

D

T

i

z z

−
=
∑∫∫∫

>

0
10

0
Ω

,
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F zs ( )0   =  sup ( )
,t T

s k

D

z z u dxdy
z z

∈[ ]
−

>

∫∫
0

0
21

2
0

Ω
.

Todi dlq slabkoho rozv’qzku zadaçi (1) – (4) ma[ misce taka teorema.

Teorema 5.  Nexaj  p > 2,  q > 2,  Ω — neobmeΩena oblast\ v  Rn
,  qka za-

dovol\nq[ umovu O,  u — slabkyj rozv’qzok zadaçi (1) – (4), funkci]  f   ta   u 0

magt\ obmeΩenyj nosij.  Todi isnu[ taka stala  C3 ,  qka zaleΩyt\ vid  p   i ne

zaleΩyt\ vid  z0 ,  wo vykonu[t\sq ocinka

u dxdydtx
p

i

n

D

T

i

z z =
∑∫∫∫

> 10 2 0
Ω

  ≤  e u dxdydtz C
x

p

i

n

D

T

i

z

−

=
∑∫∫∫

>

0 3

0
10

/

Ω
,    z0 ≥ C3.

Dovedennq.  Prypuskatymemo, wo  S Tn ( )   [ skinçennym dlq zadanoho  T > 0.

Z umovy na  S Tn ( )   vyplyva[, wo isnu[ take  z0 ∈R ,  wo dlq vsix  z ≥ z0  funkci]

f ≡ 0,  u0 ≡  0.  TakoΩ vvaΩatymemo, wo  z >{ }0  ∩ Ω ≠ ∅  (v inßomu vypadku

ζn T( )  ≤ S Tn ( )   i dovedennq [ oçevydnym).

Vybravßy v (15) funkcig

ρ( )z   =  
0 0

0 0

, ,

( ) , ,

qkwo

qkwo

z z

z z z zs

≤

− >







qka naleΩyt\ do prostoru  C1 1( )R ,  qkwo  s ≥ 1,  ta zastosuvavßy nerivnosti

Hel\dera do (15), matymemo

g u z z dxdydtk q s

Qz z

0 0

0

( )
,

−
>

∫
τ

  +  F zs ( )0   +  E zs ( )0   ≤

≤  u z z dxdydtk s

Qz z

( ) −
>

∫
2

0

0

( )
,τ

  +  sa e u u z z dxdydtT
z
k p k s

Qz z

0
1

0
1

0

α

τ

− −−
>

∫ ( )
,

.

(16)

ZauvaΩymo, wo

u u z z dxdydtz
k p k s

Qz z

− −−
>

∫
1

0
1

0

( )
,τ

  ≤  

≤  u z z u z z dxdydtz
k p s p k s p

Qz z

− ′ −− −
>

∫
1

0 0
1

0

( ) ( )/ /

,τ

.

Todi

a se u u z z dxdydtT
z
k p k s

Qz z

0

1

0
1

0

α

τ

− −−
>

∫ ( )   ≤

≤  a se u z z dxdydtT
z
k p s

Q

p

z z

0 0

1

0

α

τ

( )
,

/

−












>

∫
′

  ×
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×  u z z dxdydtk p s p

Q

p

z z

( )
,

/

−












−

>

∫ 0

1

0 τ

  ≤

≤  a se E z u z z dxdydtT
s

p k p s p

Qz z

0 0
1

0

0

α

τ

( ) ( )/

,

( ) −′ −

>

∫∫












1/ p

,

de  s ≥ p.  Zvidsy, vraxuvavßy (16), matymemo

F zs ( )0   +  E zs ( )0   ≤  C u z z dxdydtk s

Qz z T

4
2

0

0

( ) −
>

∫ ( )
,

  +

+  sa e E z u z z dxdydtT
s

p k p s p

Qz z T

0 0
1

0

0

α ( ) ( )/

,

( ) −′ −

>

∫∫












1/ p

. (17)

Z (17) otrymu[mo ocinku

u z z dxdyk s

D z z

( ) −
>

∫∫
2

0

0

( )
Ω

  ≤  C p u z z dxdydtk s

Qz z T

4
2

0

0

( ) −
>

∫ ( )
,

  +  A,

de  A = a se T p
0

α( ) u z z dxdydtk p s p

Qz z T
( )

,
− −

>
∫ 0

0

,  i zavdqky nerivnosti Hronuol-

la – Bellmana oderΩu[mo  u z z dxdydtk s

Qz z T
( ) −

>
∫

2
0

0

( )
,

 ≤ ATeC pT4
.

Vraxuvavßy oderΩanu ocinku, z (17) takoΩ znaxodymo ocinku dlq  E zs ( )0 :

E zs ( )0   ≤  C u z z dxdydtk p s p

Qz z T

5 0

0

( )
,

− −

>

∫ , (18)

de stala  C5  zaleΩyt\ vid  a0,  s,  p,  T.  Z nerivnosti Fridrixsa ma[mo

( )z z u dxdydts p k p

D

T

z z

− −

>

∫∫∫ 0
0

0
Ω

  ≤  
l

p
E z

p

s p
1

0− ( ) . (19)

ZauvaΩymo, wo

( )z z u dxdys p
x
k p

i

n

D
i

z z

− −

=
∑∫∫

>

0
1

0
Ω

  =

=  ( )
( )/ /

z z u u dxdys p
x
k p s p s

x
k p s

i

n

i i

z z

− − −

=
∑

>

0
1

2

0
Ω
∫∫∫

D

.

Tomu na pidstavi nerivnosti Hel\dera  E zs p− ( )0  ≤ E zs
s p s( ) ( )/

0( ) − E z p s
0 0( ) /

.  Zvid-

sy ta z (18) i (19) vyplyva[

E zs ( )0   ≤  C E z E zs
s p s p s

3 0 0 0
( )/ /( ) ( )− ( ) ,
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E zs

s p

s( )0
1( ) − −

  ≤  C E z p s
3 0 0( ) /( ) ,

E zs ( )0   ≤  C E zs p
3 0 0

/ ( ) .

Za nerivnistg Hel\dera  E z1 0( )  ≤ E zs
s1

0
/ ( ) E z s s

0 0
1( ) ( )/( ) −

.  OtΩe,  E z1 0( )  ≤

≤ C E zp s s s
3
1

0 0
1 1/ / ( )/( )( ) + −  = C E zp

3
1

0 0
/ ( ) .  Oskil\ky  ′E1  = – E0 ,  to

E z1 0( )   ≤  − ′C E zp
3
1

1 0
/ ( ) . (20)

Rozv’qzu[mo nerivnist\ (20): E z1 0( )  ≤ E1 0( ) e A z−( )1 1 0/
,  de  A1 = C p

3
1/

.

ZauvaΩymo, wo

E z1 0( )   =  ( ) ( )ξ ξ ξ−
∞

∫ z g d
z

0

0

  =  ( ) ( )ξ ξ ξ−∫ z g d
z

z

0

2

0

0

  +

+  ( ) ( )ξ ξ ξ−
∞

∫ z g d
z

0
2 0

  ≥  z E z0 0 02( ) .

Zvidsy  E1 0( )  ≤ C E3 0 0( ) ,  E z1 0( )  ≤ C E e z C
3 0 0 0 3( ) /−

,  E z0 02( )  ≤ E e z C
0 0 0 3( ) /−

,

z0 ≥ C3.

Perejßovßy u cij nerivnosti do hranyci pry  k → ∞,  otryma[mo tverdΩennq
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