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O TOÇNÁX ZNAÇENYQX KVAZYPOPEREÇNYKOV 

NEKOTORÁX KLASSOV DYFFERENCYRUEMÁX 

PERYODYÇESKYX FUNKCYJ DVUX PEREMENNÁX 

We establish the exact values of the Kolmogorov quasiwidth and a linear quasiwidth for some classes of
differentiable periodic functions of two variables in the Hilbert space  L Q2( ) . 

Znajdeno toçni znaçennq velyçyn kolmohorivs\koho i linijnoho kvazipopereçnykiv dlq deqkyx

klasiv dyferencijovnyx periodyçnyx funkcij dvox zminnyx u hil\bertovomu prostori  L Q2( ) . 

1.  Rassmotrym zadaçu naxoΩdenyq toçn¥x znaçenyj kvazypopereçnykov dlq

klassov dyfferencyruem¥x peryodyçeskyx funkcyj dvux peremenn¥x v hyl\-

bertovom prostranstve  L Q2( ),  Q  =  { },0 2≤ ≤x y π ,  s normoj 

f L Q2( )  =  
1

4 2
2

1 2

π
Q

f x y dxdy∫∫











( , )

/

  <  ∞  .

Napomnym ponqtyq y opredelenyq, neobxodym¥e nam v dal\nejßem (sm., na-

prymer, [1 – 5]).  Pust\  ( ),X X⋅   y  ( ),Y Y⋅  — lynejn¥e normyrovann¥e pro-

stranstva funkcyj odnoj peremennoj, a 

Um  =  span{ }( ), ( ), , ( )u x u x u xm0 1 … ,

Vn  =    span{ }( ), ( ), , ( )v v v0 1y y yn…

— yx koneçnomern¥e podprostranstva,  Um  ⊂  X,  Vn  ⊂  Y.  V¥raΩenye vyda 

g x ym n, ( , )  =  

  ν
ν ν

µ
µ µψ ϕ

= =
∑ ∑+

0 0

m n

u x y y x( ) ( ) ( ) ( )v ,

hde  { }( )ϕµ µx n
=0   y  { }( )ψν νy m

=0  — nabor¥ proyzvol\n¥x funkcyj yz prost-

ranstv  X  y  Y,  nazovem obobwenn¥m polynomom, poroΩdenn¥m podprostranst-

vamy  Um  y  Vn .  Ukazann¥e obobwenn¥e polynom¥ obrazugt podprostranstvo

G U Vm n( ),   
df=    U Y V Xm n� �+ ,

hde operacyy  �  y  +   oboznaçagt sootvetstvenno operacyy dekartova proyzve-

denyq y prqmoj summ¥ mnoΩestv.  Oboznaçym 

E ( ( )); ,f G U Vm n Z   
df=   inf ( ) : ( ) ,, , ( )f g f g f G U Vm n Z m n m n− ∈{ },

(1)

    E ( ( )); ,� G U Vm n Z   
df=       sup ; , :( ( ))E f G U V fm n Z ∈{ }� .

Velyçyna (1) xarakteryzuet nayluçßee pryblyΩenye πlementa  f ∈�   mno-

Ωestvom  G U Vm n( ), ,  a      E ( ( )); ,� G U Vm n Z  — otklonenye mnoΩestva  �  ot

G U Vm n( ),   v normyrovannom prostranstve  ( ),Z Z⋅ . 

Dlq central\no-symmetryçnoho mnoΩestva  �  ⊂  Z  velyçynu 

  
d Zm n, ( , )�   =  inf ; , : ,( ( ))E � G U V U X V Ym n Z m n⊂ ⊂{ } (2)
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naz¥vagt kvazypopereçnykom mnoΩestva  �  po Kolmohorovu [1 – 4].  Pust\  Λ
— lynejn¥j operator, dejstvugwyj na funkcyy   f ∈� ,  obraz kotoroho pry-

nadleΩyt mnoΩestvu  G U Vm n( ), . 

PoloΩym 

  e Z( ),� Λ   =   sup ( ) :f f fZ− ∈{ }Λ � ,

 e G U Vm n Z( ( )), ,�   =   inf , : ( ) ,( ) ( )e f G U VZ m n� Λ Λ ∈{ }.

Sleduq [5], velyçynu       

′d Zm n, ( , )�   =  inf , , : ,( ( ))e G U V U X V Ym n Z m n� ⊂ ⊂{ } (3)

nazovem lynejn¥m kvazypopereçnykom mnoΩestva  �  v prostranstve  Z.  Nepo-

sredstvenno yz pryvedenn¥x opredelenyj sledugt neravenstva 

e G U Vm n Z( ( )); ,�   ≥  E ( ( )); ,� G U Vm n Z ,

  
′d Zm n, ( , )�   ≥  

  
d Zm n, ( , )� .

V zadaçax (2) y (3) naybol\ßyj ynteres predstavlqet ot¥skanye πkstremal\-

n¥x podprostranstv  U Xm
0 ⊂ ,  V Yn

0 ⊂ ,  dlq kotor¥x v¥polnqetsq ravenstvo 

E ( ( )); ,� G U Vm n Z
0 0   =  e G U Vm n Z( ( )); ,� 0 0   =  

 
′d Zm n, ( , )�   =  

 
d Zm n, ( , )� .

Dalee vsgdu polahaem, çto  X  =  Y  =  L2 0 2[ , ]π  — prostranstva summyruem¥x

s kvadratom  2 π -peryodyçeskyx funkcyj  f ( x )  na otrezke  [ , ]0 2π ,  Z  =  L Q2( ). 
V nastoqwej rabote dlq nekotor¥x central\no-symmetryçn¥x mnoΩestv pe-

ryodyçeskyx funkcyj  � ⊂ L Q2( )   v¥çyslqgtsq velyçyn¥ 

  
d L Qm n, ( ), ( )� 2   =  

  
inf ; , : , [ , ]( ( )) ( )E � G U V U V Lm n L Q m n2 2 0 2⊂{ }π ,

 
′d L Qm n, ( ), ( )� 2   =  inf ; , : , [ , ]( ( )) ( )e G U V U V Lm n L Q m n�

2 2 0 2⊂{ }π .

V rabote [3] dokazano, çto esly 

U m2 1−
∗   =  span{ }(cos ) , (sin )jx jxj

m
j
m

=
−

=
−

0
1

1
1 ,      V n2 1−

∗   =  span{ }(cos ) , (sin )ly lyl
n

l
n

=
−

=
−

0
1

1
1

— podprostranstva tryhonometryçeskyx polynomov porqdka  2m – 1  po pere-

mennoj  x  y  2n – 1  po peremennoj  y,  to 

  
E f G U Vm n L Q

; ,( )
( )2 1 2 1

2
−

∗
−

∗( )   =  
j m

jl
l n

c f
≥ ≥

∑ ∑











( )

/
2

1 2

, (4)

hde 

c fjl ( )  =  
1

4 2π
f x y e dxdyi jx ly

Q

( , ) ( )− +∫∫

— koffycyent¥ Fur\e formal\noho razloΩenyq  f x y( , )   v vyde dvojnoho rq-

da Fur\e

f x y( , )   ∼  
j

jl
i jx ly

l

c f e
= −∞

+∞
+

= −∞

+∞

∑ ∑ ( ) ( ) . (5)
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V çastnosty, yz (4) y (5) sleduet, çto esly  f x y( , )   =  ϕ ψ( ) ( )x y⋅ ,  to 

  
E f G U Vm n L Q

; ,( )
( )2 1 2 1

2
−

∗
−

∗( )   =  
  
E Eϕ ψ

π π
, ,

[ , ] [ , ]
U Vm L n L2 1 0 2 2 1 0 22 2

−
∗

−
∗( ) ( ) , (6)

hde 

  
E g G p L

,
[ , ]2 1 0 22

−( ) π
  =  inf ( ) : ( )

[ , ]
g T g T g Gp L p p− ∈{ }−

2 0 2 2 1π

— velyçyna nayluçßeho srednekvadratyçeskoho pryblyΩenyq funkcyy  g ( x )
tryhonometryçeskymy polynomamy  G p2 1−   =   span (cos ) , (sin )jx jxj

p
j
m

=
−

=
−{ }0

1
1
1

  po-

rqdka  2 1p −   v prostranstve  L2 0 2[ , ]π . 

2.  Dlq proyzvol\noj funkcyy  f x y L Q( , ) ( )∈ 2   opredelym smeßann¥j mo-

dul\ neprer¥vnosty ravenstvom 

ω τk p L Qf t, ( )( ; , )
2

  =  sup ( , ) : ,,
,

( )
∆u

k p
L Q

f x y u tv v
2

≤ ≤{ }τ , (7)

hde 

 
∆u

k p f x y,
, ( , )v   =  

ν

ν µ

µ ν µ
ν µ

=

+

=
∑ ∑ − 











+ +
0 0

1
k p k p

f x u y( ) ( , )v .

Yspol\zuq ravenstvo Parsevalq, velyçynu (7) zapys¥vaem v vyde 

ω τk p L Qf t, ( )( ; , )2
2

  =

=  2 1 1
2k p

j
jl

l

k pc f ju l u t+

= −∞

+∞

= −∞

+∞

∑ ∑ − − ≤ ≤











sup ( ) ( cos ) ( cos ) : ,v v τ . (8)

V çastnosty, dlq funkcyy  f x y0( , )  =  cos cosmx ny   yz (8) ymeem 

ω τk p L Qf t, ( )( ; , )2
0 2

  =  2 1 1k p k pmt n+ − −( cos ) ( cos )τ .

Uslovymsq vsgdu v dal\nejßem vmesto  ω τk k L Qf t, ( )( ; , )
2

  pysat\  ω τk f t( ; , ).

Podrazumevaq pod N mnoΩestvo natural\n¥x çysel, oboznaçaem çerez C Qr s( , ) ( ) ,

r, s ∈  N ,  mnoΩestvo funkcyj  f x y( , ) ,  ymegwyx v kvadrate  Q  neprer¥vn¥e

çastn¥e proyzvodn¥e  f x y( , ) ( , )ν µ   =   ∂ ∂ ∂µ ν ν µ+ f x y/ ,  ν   ≤   r ,  µ   ≤   s ,  a çerez

L Qr s
2
( , ) ( ) ,  r, s ∈ N ,  mnoΩestvo funkcyj  f x y C Qr s( , ) ( )( , )∈ − −1 1 ,  r , s  ≥   1,  u ko-

tor¥x çastn¥e proyzvodn¥e  f x yr( , ) ( , )µ ,  µ  =  0 1, s − ,  f x ys( , ) ( , )ν ,  ν  =  0 1, r − ,
suwestvugt, kusoçno-neprer¥vn¥, dopuskagt peremenu porqdka dyfferency-

rovanyq  y  f x y L Qr s( , ) ( , ) ( )∈ 2 .   Otmetym, çto dlq proyzvol\noj funkcyy

f x y( , ) :∈ :L Qr s
2

( , )( )  v¥polnqetsq neravenstvo 

E f G U Vm n L Q
; ,( )

( )2 1 2 1
2

−
∗

−
∗( )   ≤  m n f G U Vr s r s

m n L Q
− −

−
∗

−
∗( )E ( , )

( )
; ,( )2 1 2 1

2
,

kotoroe qvlqetsq toçn¥m v tom sm¥sle, çto dlq funkcyy 

f x y0( , )  =  cos cosmx ny  ∈ L Qr s
2
( , )( )

obrawaetsq v ravenstvo.  Ymeet mesto sledugwaq teorema. 

Teorema�1.  Dlq lgb¥x  m, n  ∈  N ,  udovletvorqgwyx neravenstvam  0  <

<  mt  ≤  π / 2 ,  0  <  nτ  ≤  π / 2 ,  pry lgbom  k ∈ N  spravedlyvo sootnoßenye 
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sup ; , ; , )
( , )( )

( )

/ ( , )

/

( ) (
f L Q

m n L Q

t

k
k r s

k

r s
f G U V f u dud

∈
−

∗
−

∗
−

( ) 










∫ ∫

2
2

2 1 2 1
0

2

0

2

E ω
τ

v v   =

=  
1

2

2

k r s

k

m n

mn

mt mt n n( sin ) ( sin )

/

− −






τ τ

. (9)

Suwestvuet funkcyq  f x y L Qr s
0 2( , ) ( )( , )∈ ,  dlq kotoroj verxnqq hran\ dostyha-

etsq v sootnoßenyy (9). 

Dokazatel\stvo. DokaΩem, çto dlq lgboj funkcyy  f x y L Qr s( , ) ( )( , )∈ 2
ymeet mesto neravenstvo 

    

E2
2 1 2 1

2

2
f G U V c f ju l ju lm n L Q

j m
jl

l n

; , ( ) (cos cos cos cos )( )
( )−

∗
−

∗

≥ ≥
( ) − +∑ ∑ v - v   ≤

≤  
1

4 2 2
2 2

2 1 2 1
2m n

f G U V
r k s k

k
m n

L Q/ /
/

( )
; ,( )E −

−
∗

−
∗( ) ωωk

k r sf u2/ ( , )( ; , )v . (10)

Dejstvytel\no, zameçaq, çto 

ω τk
r sf t2( ; , )( , )   =

= 4 1 12 2 2k

j m

r s
jl

l n

kj l c f ju lsup ( ) ( cos ) ( cos
≥ ≥

∑ ∑ − − vv v) : ,k u t≤ ≤









τ ,

y yspol\zuq neravenstvo Hel\dera dlq summ, s uçetom (4) ymeem

E 2
2 1 2 1

2

2

f G U V c fm n
L Q j m

jl; , ( ) (cos( )
( )

−
∗

−
∗

≥
( ) − ∑ jju l ju l

l n

+ −
≥

∑ cos cos cos )v v  =

=  
j m

jl
k

jl
k

l n

c f c f ju l
≥

−

≥
∑ ∑ − −( ) ( ) ( cos )( cos )

/ /2 2 2
1 1 v   ≤

≤  

  j m
jl

l n

k

j m
jl

l n

k k

k

c f c f ju l
≥ ≥

−

≥ ≥
∑ ∑ ∑ ∑












− −












( ) ( ) ( cos ) ( cos )

/ /
2

1 1
2

1

1 1 v   ≤

≤  
  
E2 2

2 1 2 1
2

−
−

∗
−

∗( )/
( )

; ,( )k
m n L Q

f G U V   ×

×  
1

4
4 1

2 2
2 2 2

k r s
k

j m

r s
jl

l n

k

m n
j l c f ju

≥ ≥
∑ ∑ −( ) ( cos ) (11

1

−











cos )

/

l k

k

v   ≤

≤  
1

4 2 2
2 2

2 1 2 1
2

2m n
f G U V f ur k s k

k
m n L Q k

k r s
/ /

/
( )

/ ( , ); , ( ; , )( )E −
−

∗
−

∗( ) ω v ,

otkuda sleduet neravenstvo (10).  Teper\, proyntehryrovav neravenstvo (10) po

prqmouhol\nyku  { 0  ≤  u  ≤  t,  0  ≤  v  ≤  τ }  y podelyv obe çasty na  t τ ,  poluçym

 
E2

2 1 2 1
2

f G U Vm n L Q
; ,( )

( )−
∗

−
∗( )   –  

j m
jl

l n

c f
jt

jt
l

l
jt

jt
l

l≥ ≥
∑ ∑ + −



( )

sin sin sin sin2 v

v

v

v
  ≤

≤  
    

1
4 2 2

2 2
2 1 2 1

0

2

0
2t m n

f G U V f u dudr k s k
k

m n L Q

t

k
k r s

τ
ω

τ

/ /
/

( )

/ ( , ); , ; , )( ) (E −
−

∗
−

∗( ) ∫ ∫ v v . (11)

Lehko zametyt\, çto pry  0  <  mt  ≤  π / 2 ,  0  <  nτ  ≤  π / 2  spravedlyvo ravenstvo 

  
max

sin sin sin sin
: ,

u
u

u
u

u mt n+ − ≥ ≥{ }v

v

v

v
v τ   =  

sin sin sin sinmt
mt

n
n

mt
mt

n
n

+ −τ
τ

τ
τ

.
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Yspol\zuq πto ravenstvo, yz (11) naxodym 

  
E2

2 1 2 1
2

f G U Vm n L Q
; ,( )

( )−
∗

−
∗( )   ≤

≤  
  

1
4 2 2

0

2

0
k r s

k t

k
k r s

k

m n

mn
mt mt n n

f u dud
( sin )( sin )

; , )/ ( , )(
− −














∫ ∫τ τ
ω

τ

v v ,

yly, çto to Ωe, 

 
E f G U Vm n L Q

; ,( )
( )2 1 2 1

2
−

∗
−

∗( )   ≤

≤  
  

1
2

2

0

2

0

2

k r s

k t

k
k r s

k

m n

mn
mt mt n n

f u dud
( sin )( sin )

; , )
/

/ ( , )

/

(
− −














∫ ∫τ τ
ω

τ

v v . (12)

Prostoj podsçet pokaz¥vaet, çto dlq funkcyy 

f x y0( , )  =  cos cos ( )( , )mx ny L Qr s∈ 2

neravenstvo (12) obrawaetsq v ravenstvo.  Toçnost\ (12) sleduet yz neposred-

stvenno proverqem¥x sootnoßenyj  

E f G U Vm n L Q0 2 1 2 1
2

; ,( )
( )−

∗
−

∗( )   ≡  1,

ωk
r sf u2

0( ; , )( , ) v   =   4 1 12 2k r s k km n mu n( cos ) ( cos )− − v ,

çto y zaverßaet dokazatel\stvo teorem¥. 

3.  Pry reßenyy πkstremal\n¥x zadaç teoryy pryblyΩenyq vmesto modulq

neprer¥vnosty  ω τk p L Qf t, ( )( ; , )
2

  funkcyy  f x y L Q( , ) ( )∈ 2   çasto udobnee ys-

pol\zovat\ sledugwug xarakterystyku hladkosty funkcyy: 

Ωk p f t, ( ; , )τ   =

=  
1

0 0 0 0

2
1 1

1 2

h
f x y du du d dk p

h h

u
k p

k pη

η η

∫ ∫ ∫ ∫… … … …











∆ ,

,
/

( , )v v v ,    h, η  >  0, (13)

hde  u   =  ( ), , ,u u uk1 2 … ,    v  =  ( ), , ,v v v1 2 … p ,  a  

  
∆u

k p
,
,
v   =  ∆ ∆ ∆u uk1 1

1 1 1� � � �… …v

… � ∆ vp

1
  (sm., naprymer, [6]).  Poπtomu dlq ocenky toçnosty approksymacyy

bolee udobnoj qvlqetsq πkstremal\naq xarakterystyka — estestvennoe obob-

wenye analohyçnoj xarakterystyky v odnomernom sluçae [7]: 

 
Km n r s k p t, , , , , ( , )τ   df=

df=   sup
; ,

(

( )
( )

,
( ,

m n f G U V

f

r s
m n

L Q

k p
r s

E 2 1 2 1
2

−
∗

−
∗( )

Ω ))
( , )

; , )
: ( , ) ( ), ( , )

/ /t m n
f x y L Q f x yr s

τ
∈ ≠



2 const













.

Teorema�2.  Pust\  m  , n  , r , s ∈  N  .   Tohda dlq lgb¥x çysel  t , τ ∈ [ / ],0 2π
spravedlyv¥ ravenstva 

  
Km n r s k p t, , , , , ( , )τ   =  2 1 2 1

2 2
−



{ } −



{ }− −sin sin/ /t

t

k pτ
τ

.
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Dokazatel\stvo.  Yspol\zuq ravenstvo Parsevalq, yz sootnoßenyq (5) dlq

proyzvol\noj funkcyy  f x y L Qr s( , ) ( )( , )∈ 2   v sylu ortohonal\nosty system¥

funkcyj  ei jx ly( )+ ,  j,  l  =  0, ± 1, ± 2, … ,  v  oblasty  Q  poluçaem 

  
∆u

k p r sf x y,
, ( , )( , )v

2
  =  

 j

r

l

s
jl u

k p i jx lyij il c f e
= −∞

+∞

= −∞

+∞
+∑ ∑ ( ) ( ) ( ) ,

, ( )∆ v   =

=  

 

2 1 12 2 2

1 1

k p

j

r

l

s
jl

k p

j l c f ju l+

= −∞

+∞

= −∞

+∞

= =
∑ ∑ ∏ ∏− −( ) ( cos ) ( cos )

ν
ν

µ
µv . (14)

Podstavlqq sootnoßenye (14) v ravenstvo (13), s uçetom opredelenyq nayluç-

ßeho pryblyΩenyq  

  
E f G U Vm n L Q

; ,( )
( )2 1 2 1

2
−

∗
−

∗( )   y toho fakta [8, c. 435], çto 

max sin :/u u u mt≥{ }  =  sin /mt mt ,    0  <  mt  ≤  π / 2 ,

posle nesloΩn¥x v¥çyslenyj poluçaem 

Ωk p
r sf t,

( , )( ; , )2 τ   ≥  2 1 12 2 2k p

j m l n

r s
jl

k p
j l c f

jt
jt

l
l

+

≥ ≥
∑ ∑ −



 −



( )

sin sin τ
τ

  ≥

≥  2 1 2 1 2 2 2
2 1 2 1

2
−



{ } −



{ } ( )−

∗
−

∗sin sin
; ,( )

( )

mt
mt

n
n

m n f G U V
k p

r s
m n L Q

τ
τ

E .

Otsgda sleduet, çto dlq lgboho  f x y L Qr s( , ) ( )( , )∈ 2   v¥polnqetsq neravenstvo 

  

m n f G U V

f t

r s
m n L Q

k p
r s

E ; ,

( ; , )

( )
( )

,
( , )

2 1 2 1
2

−
∗

−
∗( )

Ω τ
  ≤  2 1 2 1

2 2
−



{ } −



{ }− −sin sin/ /mt

mt
n

n

k pτ
τ

. (15)

Polahaq v neravenstve (15)  mt  =  u,  nτ  =  v,  ymeem 

  
Km n r s k p t, , , , , ( , )τ   ≤  2 1 2 1

2 2
−



{ } −



{ }− −sin sin/ /t

t

k pτ
τ

. (16)

Dlq poluçenyq sootvetstvugwej ocenky snyzu rassmotrym v  L Q2( )   πkstre-

mal\nug funkcyg  f x y∗( , )  =  sin sinmx ny .  Dlq πtoj funkcyy 

E f G U Vm n L Q∗ −
∗

−
∗( ); ,( )

( )2 1 2 1
2

  ≡  1

y 

Ωk p
r sf

t
m n,

( , ); ,∗






τ
  =  m n

t
t

r s
k p

2 1 2 1
2 2

−



{ } −



{ }sin sin/ /τ

τ
.

Sledovatel\no, 

  
Km n r s k p t, , , , , ( , )τ   ≥  

 

m n f G U V

f t m n

r s
m n L Q

k p
r s

E ∗ −
∗

−
∗

∗

( ); ,

( ; , )

( )

/ /
( )

,
( , )

2 1 2 1
2

Ω τ
  =

=  2 1 2 1
2 2

−



{ } −



{ }− −sin sin/ /t

t

k pτ
τ

. (17)

UtverΩdenye teorem¥:2 sleduet yz sopostavlenyq neravenstv (16) y (17). 

4.  Pust\  Φ j t( ),  j  =  1, 2;  0  ≤  t  <  ∞  , — monotonno vozrastagwye funkcyy,
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ravn¥e nulg v toçke  t  =  0.  Dlq  k, r, s ∈ N  y  h, η  >  0  vvedem v rassmotrenye

sledugwye klass¥ funkcyj: 

  F k r s, , ; ,Φ Φ1 2( )  df=   f x y L f t dtdr s
h

k
k r s( , ) : ( ; , )( , ) / ( , )∈ ≤∫ ∫2

0 0

2
η

ω τ τ ΦΦ Φ1 2( ) ( )h η











,

Fk
r s h( , )( ), η   df=   f x y L f t dtdr s

h

k
k r s( , ) : ( ; , )( , ) / ( , )∈ ≤∫ ∫2

0 0

2
η

ω τ τ 11











,

W r s
k p

( , )
, ; ,Ω Φ Φ1 2( )  df=   f x y L f h hr s

k p
r s( , ) : ( ; , ) ( ) ( )( , )

,
( , )∈ ≤{ }2 1 2Ω Φ Φη η .

Sledugwye nyΩe teorem¥ qvlqgtsq osnovn¥my rezul\tatamy dannoj ra-

bot¥. 

Teorema�3.  Esly maΩorant¥  Φ j u( ) ,  j  =  1, 2,  pry lgbom q ∈  N  udovlet-
vorqgt ohranyçenyqm 

Φ
Φ

j

j

u

q

( )

( )/π 2
  ≥  

2

2

0

2π

π

π π−

− < ≤

− >




qt qt t q

qt t q

sin , ,

, ,

/

/

esly

esly




(18)

to dlq lgb¥x  m , n , r , s , k ∈ N  ymegt mesto ravenstva 

  
d k r s L Qm n2 1 2 1 1 2 2− −, ( )( , , ; , ); ( )F Φ Φ   =  

 
′ − −d k r s L Qm n2 1 2 1 1 2 2, ( )( , , ; , ); ( )F Φ Φ   =

=    E F( ( ))( , , ; , ); ,k r s G U Vm nΦ Φ1 2 2 1 2 1−
∗

−
∗   =   e k r s G U Vm n( ( ))( , , ; , ); ,F Φ Φ1 2 2 1 2 1−

∗
−

∗   =

=  m n
mn

m n
r s

k
− −

−


















( )

/

π
π π

2 2 22 1 2

2

Φ Φ .

Sledstvye�1.  Esly v¥polnen¥ uslovyq teorem¥:3, to ymeet mesto raven-
stvo 

 sup ( ) : ( , ) ( , , ; , )c f f x y k r smn ∈{ }F Φ Φ1 2   =  m n
mn

m n
r s

k
− −

−


















( )

/

π
π π

2 2 22 1 2

2

Φ Φ .

Teorema�4.  Pust\  m  , n  , r , s  , k ∈ N   y   dlq   h, η   >  0   v¥polnen¥ uslovyq

0  <  mh,  nη  <  π / 2 .  Tohda spravedlyv¥ ravenstva 

  
d h Lm n k

r s
2 1 2 1 2− −,

,( )( , );F η   =  
  

′ − −d h Lm n k
r s

2 1 2 1 2,
,( )( , );F η   =

=    E F( ( )), ( , ); ,k
r s

m nh G U Vη 2 1 2 1−
∗

−
∗   =   e h G U Vk

r s
m n( ( )), ( , ); ,F η 2 1 2 1−

∗
−

∗   =

=  m n
mn

mh mh n n
r s

k
− −

− −






4

2

( sin )( sin )

/

η η
.

Yz teorem¥:4 v¥tekaet takoe sledstvye. 

Sledstvye�2.  Pust\ v¥polnen¥ uslovyq teorem¥:3.  Tohda 

 
sup ( ) : ( , ) ( , ),c f f x y hmn k

r s∈{ }F η   =

=  m n
mn

mh mh n n
r s

k
− −

− −






4

2

( sin )( sin )

/

η η
,

hde çysla  m, n ∈ N  udovletvorqgt neravenstvam  m  ≤  π / ( 2h ) ,  n  ≤  π / ( 2η ) . 
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Teorema�5.  Pust\ pry lgbom   q  ∈  N   maΩoryrugwye funkcyy  Φ j u( ) ,  j  =
=  1, 2,   udovletvorqgt ohranyçenyg 

Φ
Φ

j

j

u q

q

2

2

2

2

( )

( )

/
/

π
π

  ≥  
π

π

π π

−






− < ≤

2

1 2 2 0 2

2

m mt t t( sin( ) ( )) , ,/ / esly

mm mt t( ) , ./1 1 2− ≤ < ∞





 esly

Tohda ymegt mesto ravenstva 

d W Lm n
r s

k p2 1 2 1 1 2 2− −,
,

,( )( ; , );Ω Φ Φ   =

=  ′ − −d W Lm n
r s

k p2 1 2 1 1 2 2,
,

,( )( ; , );Ω Φ Φ   =

=  

 
E( ( )),

,( ; , ); ,W G U Vr s
k p m nΩ Φ Φ1 2 2 1 2 1−

∗
−

∗
  =

=  e W G U Vr s
k p m n( ( )),
,( ; , ); ,Ω Φ Φ1 2 2 1 2 1−

∗
−

∗
  =

=  
π

π
π π

2 2
1

2 2

2

1 2( )

( )/

−


















+m n

r sm n m n
Φ Φ .

5.  Dokazatel\stvo teorem¥�3.  Polahaq v neravenstve (12)  t  =  π  / ( 2m ) ,

τ  =  π / ( 2n ) ,  dlq proyzvol\noj funkcyy   f x y k r s( , ) ( , , ; , )∈F Φ Φ1 2   zapys¥vaem 

E( ( )); , ( )f G U Vm n L Q2 1 2 1 2−
∗

−
∗   ≤  m n

mn
m n

r s
k

− −

−


















( )

/

π
π π

2 2 22 1 2

2

Φ Φ .

Otsgda poluçaem ocenku sverxu dlq ukazann¥x kvazypopereçnykov:

d k r s Lm n2 1 2 1 1 2 2− −, ( )( , , ; , );F Φ Φ   ≤

≤  ′ − −d k r s Lm n2 1 2 1 1 2 2, ( )( , , ; , );F Φ Φ   ≤

≤  E F( ( ))( , , ; , ); ,k r s G U Vm nΦ Φ1 2 2 1 2 1−
∗

−
∗

  ≤

≤    e k r s G U Vm n( ( ))( , , ; , ); ,F Φ Φ1 2 2 1 2 1−
∗

−
∗

  ≤

≤  m n
mn

m n
r s

k
− −

−


















( )

/

π
π π

2 2 22 1 2

2

Φ Φ . (19)

Dlq poluçenyq ocenky snyzu kolmohorovskoho kvazypopereçnyka budem sle-

dovat\ sxeme rassuΩdenyj rabot¥ [5], a ymenno, rassmotrym prostranstvo

L2 0 2ν π[ , ],  sostoqwee yz funkcyj  g u( ),  ymegwyx absolgtno neprer¥vn¥e pro-

yzvodn¥e  ( )ν − 1 - ho porqdka y  ν -g proyzvodnug  g u L( )( ) [ , ]ν π∈ 2 0 2 . 

Vvedem klass¥ funkcyj 

Fk
r ( )Φ1   =  ϕ ω ϕ π

π

( ) : ( ; )
/

/ ( )x L t dt
m

r
m

k
k r∈ ≤ 
















∫2
0

2
2

1 2
Φ ,

  Fk
s ( )Φ2   =  ψ ω ψ τ τ π

π

( ) : ( ; )
/

/ ( )y L d
n

s
n

k
k s∈ ≤ 
















∫2
0

2
2

2 2
Φ ,

s pomow\g kotor¥x polahaem 
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  F
∗( , , ; , )k r s Φ Φ1 2   =      F Fk

r
k
s( ) ( )Φ Φ1 2�   =

=  
  

ϕ ψ ϕ ψ( ) ( ) : ( ) ( ), ( ) ( )x y x yk
r

k
s∈ ∈{ }F FΦ Φ1 2 .

Yspol\zuq ravenstvo (6), zapys¥vaem 

  
d k r s L Qm n2 1 2 1 1 2 2− −

∗
, ( )( , , ; , ); ( )F Φ Φ   =

=   d L d Lm k
r

n k
s

2 1 1 2 2 1 2 20 2 0 2− −( ) ( )( ); [ , ] ( ); [ , ]F FΦ Φπ π , (20)

hde dk ( )⋅  — ob¥çn¥j kolmohorovskyj k -popereçnyk.  Uçyt¥vaq ravenstvo:(20),

vklgçenye   F
∗( , , ; , )k r s Φ Φ1 2   ⊂    F ( , , ; , )k r s Φ Φ1 2 ,  a takΩe rezul\tat S.:B.:Va-

karçuka [9] 

  d Lp k2 1 0 2 0 2− ( )( ); [ , ]F ν πΦ   =  p
p

p

k
−

−












ν
π

π
2 20

2

Φ
/

,

poluçenn¥j pry v¥polnenyy ohranyçenyj (18), poluçaem sledugwug ocenku

snyzu: 

 
d k r s L Qm n2 1 2 1 1 2 2− −, ( )( , , ; , ); ( )F Φ Φ   ≥

≥  d k r s L Qm n2 1 2 1 1 2 2− −
∗

, ( )( , , ; , ); ( )F Φ Φ   =

=  m n
mn

m n
r s

k
− −

−


















( )

/

π
π π

2 2 22 1 2

2

Φ Φ . (21)

Sopostavlqq neravenstva (19) y (21), zaverßaem dokazatel\stvo teorem¥:3. 

6.  Dokazatel\stvo sledstvyq�1.  Uçyt¥vaq oçevydnoe ravenstvo 

c fmn( )  =  
1

4 2π
f x y e dxdyi mx ny( , ) ( )− +∫∫   =

=  
1

4 2 2 1 2 1π
f x y g f x y e dxdym n

i mx ny

Q

( , ) ( ; , ),
( )−[ ]− −

∗ − +∫∫ ,

hde 

g f x ym n2 1 2 1− −
∗

, ( ; , )  =

=  
j m l j l n j n l n

jl
i jx lyc f e

≤ − = −∞

+∞

= −∞

+∞

≤ − ≤ − ≤ −

+∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑− −










1 1 1 1

( ) ( )
 ∈ G U Vm n( , )2 1 2 1−

∗
−

∗ ,

y yspol\zuq neravenstvo Koßy – Bunqkovskoho, poluçaem ocenku sverxu 

sup ( ) : ( , ) , , ; ,( )c f f x y k r smn ∈{ }F Φ Φ1 2   ≤  
  
E ( )), ( , ( )f G U Vm n L Q2 1 2 1 2−

∗
−

∗   ≤

≤  m n
mn

m n
r s

k
− −

−


















( )

/

π
π π

2 2 22 1 2

2

Φ Φ .

Dlq poluçenyq ocenky snyzu vvodym v rassmotrenye funkcyg 

f x y1( , )  
df=   m n

mn
m n

er s
k

i mx ny− − +

−


















( )

/
( )

π
π π

2 2 22 1 2

2

Φ Φ .
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MoΩno dokazat\, çto  f x y1( , ) ∈ F ( ), , ; ,k r s Φ Φ1 2  .  Tohda 

sup ( ) : ( , ) , , ; ,( )c f f x y k r smn ∈{ }F Φ Φ1 2   ≥

≥  c fmn( )1   =  m n
mn

m n
r s

k
− −

−


















( )

/

π
π π

2 2 22 1 2

2

Φ Φ .

Sravnyvaq poluçenn¥e ocenky sverxu y snyzu, poluçaem trebuemoe ravenst-

vo, çto y zaverßaet dokazatel\stvo sledstvyq:1. 

Dokazatel\stva teorem:4, 5 y sledstvyq:2 ne pryvodqtsq, poskol\ku povto-

rqgt rassuΩdenyq, yspol\zovann¥e pry dokazatel\stve teorem¥:3.  Otmetym,

çto pry dokazatel\stve ukazann¥x teorem sootvetstvenno yspol\zugtsq odno-

mern¥e rezul\tat¥ yz rabot [7, 9]. 
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