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ASYMPTOTYÇNI ROZV’QZKY ZADAÇI KOÍI 

DLQ SYNHULQRNO ZBURENOHO RIVNQNNQ KORTEVEHA –

DE FRIZA ZI ZMINNYMY KOEFICI{NTAMY 

An algorithm of the construction of asymptotic solutions of the Cauchy problem for singularly perturbed
Korteweg – de Vries equation with varying coefficients is proposed.  The theorem on estimation of its
precision is proved.

PredloΩen alhorytm postroenyq asymptotyçeskoho reßenyq zadaçy Koßy dlq synhulqrno

vozmuwennoho uravnenyq Korteveha – de Fryza s peremenn¥my koπffycyentamy y dokazana

teorema ob ocenke eho toçnosty. 

1.  Vstup.  Odnym iz fundamental\nyx rivnqn\ suçasno] fizyky [ rivnqnnq

Korteveha – de Friza  [1], qke v 1895 roci bulo zaproponovane Kortevehom i de

Frizom dlq opysu qvywa „vidokremleno] xvyli”, vidkrytoho Rasselom [2].  Qk

vyqvylosq zhodom, rivnqnnq Korteveha – de Friza ne lyße opysu[ dovhi xvyli

poverxni ridyny, a j modelg[ nyzku inßyx fizyçnyx qvyw ta procesiv [3].
Zokrema, ce rivnqnnq stalo matematyçnym pid©runtqm dlq rozvytku novoho

naprqmku v matematyci – matematyçno] teori] solitoniv, rizni aspekty qko]

vyvçalys\ u pracqx takyx vidomyx matematykiv, qk Kruskal [3, 4], Laks [5, 6],
V.?{. Zaxarov, S. P. Novikov, L. D. Fadd[[v [7 – 11], V. O. Marçenko [12, 13],
G.?O. Mytropol\s\kyj [14] ta in.  Zokrema, dlq rivnqnnq Korteveha – de Friza,

wo zapysu[t\sq u vyhlqdi 

u uu ut x xxx− +6   =  0,

za dopomohog metodu oberneno] zadaçi teori] rozsiqnnq bulo znajdeno rizni kla-

sy toçnyx rozv’qzkiv c\oho rivnqnnq. 

Dlq rivnqnnq Korteveha – de Friza zi zminnymy koefici[ntamy vyhlqdu 

u ut xxx+   =  ( ( , , )) ( , , ) ( , )g t x u f t x u F t xx + +
z poçatkovog umovog 

u x( , )0   =  u x0( ) ,    x ∈R,

znajdeno umovy isnuvannq rozv’qzku u prostori ßvydkospadnyx funkcij [15].  U
praci [16] rozhlqnuto rehulqryzovane rivnqnnq dlq dovho] xvyli vyhlqdu 

u uu ut x xxt+ −   =  0.

Prote, nezvaΩagçy na te, wo rivnqnnq Korteveha – de Friza sponukalo roz-

vytok oberneno] zadaçi teori] rozsiqnnq, qka dozvolq[ otrymaty toçni rozv’qzky

dlq bahat\ox dyferencial\nyx rivnqn\ z çastynnymy poxidnymy, sered qkyx riv-

nqnnq Korteveha – de Friza, nelinijne rivnqnnq Íredinhera, rivnqnnq sin-Hor-

dona, rivnqnnq Kadomceva – Petviaßvili ta inßi [10, 11, 14], wo magt\ vaΩlyve

znaçennq v suçasnij fizyci, cej pidxid ne dozvolq[ zapysaty v qvnomu vyhlqdi

rozv’qzky pry naqvnosti u takyx rivnqn\ zminnyx koefici[ntiv.  Çerez ce dlq

rivnqn\ z çastynnymy poxidnymy zi zminnymy koefici[ntamy, wo [ uzahal\nen-

nqm tak zvanyx intehrovnyx [7, 14] rivnqn\, dovodyt\sq zastosovuvaty rizni ana-

lityçni metody, sered qkyx najbil\ß efektyvnymy [ klasyçni asymptotyçni me-

tody [17], qki dozvolqgt\ pobuduvaty ]x nablyΩeni rozv’qzky za dopomohog dos-

tatn\o prostyx obçyslgval\nyx alhorytmiv.  Zokrema, dlq rivnqnnq Korteveha

– de Friza zi zminnymy koefici[ntamy ta malym parametrom u [18 – 20] znajdeno

joho nablyΩeni rozv’qzky za dopomohog asymptotyçnoho metodu. 

2.  Postanovka zadaçi.  Osnovni prypuwennq i poznaçennq.  V danij stat-

ti rozhlqda[t\sq pytannq pro pobudovu asymptotyçnyx rozv’qzkiv zadaçi Koßi

rivnqnnq Korteveha – de Friza zi zminnymy koefici[ntamy vyhlqdu 

©  V. H. SAMOJLENKO, G. I. SAMOJLENKO, 2007

122 ISSN  1027-3190. Ukr. mat. Ωurn., 2007, t. 59, # 1



ASYMPTOTYÇNI ROZV’QZKY ZADAÇI KOÍI DLQ SYNHULQRNO ZBURENOHO … 123

ε2uxxx   =  a x u b x uut x( , ) ( , )ε ε+ (1)

z poçatkovog umovog      

u x( , , )0 ε   =  f x
ε





 , (2)

de 

a x( , )ε   =  a xk
k

k

( )ε
=

∞

∑
0

,      b x( , )ε   =  b xk
k

k

( )ε
=

∞

∑
0

,

funkci]  a xk( ) ,  b xk( ) ∈ C∞( )R1 ,  k  =  0, 1, … ;  funkciq  f ( )η ,  η∈R ,  naleΩyt\

prostoru Ívarca;  ε  >  0 — malyj parametr. 

Sformulg[mo osnovni prypuwennq ta navedemo oznaçennq, neobxidni dlq

podal\ßoho vykladu. 

Nexaj nezburene dlq (1) rivnqnnq  ( ε  =  0 ) 

a x u b x uut x0 0( ) ( )+   =  0 (3)

ma[ neskinçenno dyferencijovnyj v  R × [ ; ] \0 T Γ ,   de  Γ   =  {( , ) : ( ),t x x t= ϕ
t T∈[ ; ]}0  — deqka kryva, rozv’qzok, qkyj [ rozryvnym lyße na kryvij  Γ;  pry-

puska[mo, wo cq kryva [ hladkog.  Taki rozv’qzky dlq rivnqnnq vyhlqdu (3), qk

vidomo, isnugt\ [18]. 
Poznaçymo çerez  G1  =   G T1 0( [ ; ] )R R× ×   linijnyj prostir neskinçenno

dyferencijovnyx funkcij  f  =  f x t( , , )τ ,  (  x,  t,  τ  ) ∈  R R× ×[ ; ]0 T ,  takyx, wo

dlq dovil\nyx nevid’[mnyx cilyx çysel  n,  m,  q,  p  rivnomirno wodo zminnyx  x,
t  na koΩnij kompaktnij mnoΩyni  K  ⊂  R × [ ; ]0 T   vykonugt\sq taki dvi umovy

[18] : 
1)  spravdΩu[t\sq spivvidnoßennq 

( x,  t,  τ ) lim ( , , )
τ

τ ∂
∂τ

∂
∂

∂
∂

τ
→+∞

n
m

m

q

q

p

pt x
f x t   =  0,    ( x, t ) ∈ K ; (4)

2)  isnu[ taka neskinçenno dyferencijovna funkciq  f x t−( , ),  wo 

lim ( , , ) ( , )
τ

τ ∂
∂τ

∂
∂

∂
∂

τ
→−∞

−−( )n
m

m

q

q

p

pt x
f x t f x t   =  0,    ( x, t ) ∈ K . (5)

Poznaçymo çerez  G1
0  =   G T1

0 0( [ ; ] )R R× ×   linijnyj pidprostir prostoru

G1  =  G T1 0( [ ; ] )R R× ×   neskinçenno dyferencijovnyx funkcij  f  =  f x t( , , )τ ,
( x,  t,  τ ) ∈  R R× ×[ ; ]0 T ,  takyx, wo dlq dovil\nyx nevid’[mnyx cilyx çysel  n,
m,  q,  p  rivnomirno wodo zminnyx  x,  t  na koΩnomu kompakti  K  ⊂  R × [ ; ]0 T
dodatkovo do umov (4), (5) vykonu[t\sq umova 

lim ( , , )
τ

τ ∂
∂τ

∂
∂

∂
∂

τ
→−∞

n
m

m

q

q

p

pt x
f x t   =  0. (6)

ZauvaΩymo, wo prostir  G1
0 — ce prostir neskinçenno dyferencijovnyx

funkcij, zaleΩnyx vid zminnyx  ( x,  t,  τ ) ∈  R R× ×[ ; ]0 T ,  qki wodo zminno]  τ
naleΩat\ prostoru Ívarca. 

Poznaçymo çerez  G2
+   =  G T2 0 0+ × × ×( [ ; ] [ ; ])R R Θ ,  de  Θ  — deqke dijsne do-

datne çyslo, linijnyj prostir neskinçenno dyferencijovnyx funkcij  f  =
=  f x t( , , , )τ τ1 2 ,  (  τ1 ,  τ2 ) ∈  R × [ ; ]0 Θ ,  (  x,  t ) ∈  R × [ ; ]0 T ,  takyx, wo dlq dovil\-

nyx nevid’[mnyx cilyx çysel  p,  q,  r,  q1 ,  q2  rivnomirno wodo zminnyx  x,  t  na

koΩnij kompaktnij mnoΩyni  K  ⊂  R × [ ; ]0 T   vykonu[t\sq spivvidnoßennq 
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lim ( , , , )
τ

τ ∂
∂τ

∂
∂τ

∂
∂

∂
∂

τ τ
→±∞

1
1 2

1 2

1

1

2

2

r
q

q

q

q

q

q

p

pt x
f x t   =  0,      ( x,  t ) ∈ K,    τ2 ∈ [ ; ]0 Θ . (7)

Oznaçennq71 [18].  Funkciq  u  =  u x t( , , )ε   nazyva[t\sq odnofazovog soli-
tonopodibnog, qkwo dlq dovil\noho ciloho çysla  N  ≥  0  funkcig  u  (  x , t, ε  )
moΩna zobrazyty za dopomohog rozkladu za malym parametrom  ε : 

u ( x, t, ε )  =  
j

N
j

j j
Nu x t V x t O

=

+∑ + +
0

1ε τ ε[ ( , ) ( , , )] ( ),

de  τ  =  ( ( ))x t− −ϕ ε 1;  ϕ  ( t ) ∈  C Tx
∞ ×( [ ; ])R1 0  — deqka skalqrna dijsna funkciq;

funkci]  uj  ( x, t ) ,  j N= 0, , — neskinçenno dyferencijovni (v toçkax  t  =  0,  t  =

=  T   rozhlqdagt\sq vidpovidno liva ta prava poxidni);  V x t G0 1
0( , , )τ ∈ ;

V x t Gj( , , )τ ∈ 1,  j N= 1, . 
Funkciq  S ( x, t )  =  x – ϕ ( t )  nazyva[t\sq fazog odnofazovo] solitonopodibno]

funkci]  u ( x, t, ε ) .  Funkciq  ϕ ( t )  vyznaça[ linig rozryvu funkci]  u ( x, t, ε ) pry

ε  =  0. 
3.  ZobraΩennq asymptotyçnoho rozv’qzku zadaçi Koßi (1), (2).  Rozv’q-

zok zadaçi Koßi (1), (2) ßuka[mo u vyhlqdi asymptotyçnoho rqdu 

u ( x, t, ε )  =  Y x t ON
N( , , ) ( )ε ε+ +1 , (8)

de 

YN ( x, t, ε )  =  
j

N
j

j j ju x t V x t W
=
∑ + +

0
1 1 2ε τ τ τ[ ( , ) ( , , ) ( , )], (9)

τ1  =  
x t− ϕ

ε
( )

,      τ2  =  t
ε

.

Funkciq 

UN ( x, t, ε )  =  
j

N
j

ju x t
=
∑

0

ε ( , )

nazyva[t\sq rehulqrnog çastynog asymptotyky (8), a funkciq

V x t W x tN N( , , ) ( , , )ε ε+   =  
j

N
j

j jV x t W
=
∑ +

0
1 1 2ε τ τ τ[ ( , , ) ( , )] (10)

— synhulqrnog çastynog asymptotyky (8).  Pry c\omu funkcig  VN ( x, t, ε  )  =

=  ε τj
jj

N
V x t( , , )10=∑    vyznaçeno  v  deqkomu   okoli  kryvo]  Γ ,    a funkcig

WN ( x, t, ε )  =  ε τ τj
jj

N
W ( , )1 20=∑  — v deqkomu okoli zv’qzno] mnoΩyny 

{( , ) : , }t x t x= ∈0 R   ∪  {( , ) : ( ), [ ; ]}t x x t t T= ∈ϕ 0

i, krim toho, 

YN ( x, t, ε )  =  U x t V x t W x tN N N( , , ) ( , , ) ( , , )ε ε ε+ + .

Oznaçennq72.  Qkwo dlq rozv’qzku  u ( x, t, ε )  zadaçi Koßi (1), (2) pry bud\-
qkomu cilomu çysli  N   ≥   0  ma[ misce zobraΩennq (8), (9),  d e   ϕ  (  t ) ∈
∈ C Tx

∞ ×( [ ; ])R1 0  — deqka skalqrna dijsna funkciq; funkci]  uj  ( x, t ) ,  j N= 0, ,
— neskinçenno dyferencijovni (v toçkax  t  =  0,   t   =   T   rozhlqdagt\sq vid-
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povidno liva ta prava poxidni);  V x t G0 1 1
0( , , )τ ∈ ;  V x t Gj( , , )τ1 1∈ ,  j N= 1, ;

W Gj( , )τ τ1 2 2∈ + ,  j N= 0, ,  to funkciq  u  ( x, t, ε  )  nazyva[t\sq asymptotyçnym
odnofazovym solitonopodibnym rozv’qzkom zadaçi Koßi (1), (2). 

Vidpovidno do zahal\no] metodolohi] asymptotyçnyx metodiv [17], dlq vyzna-

çennq koefici[ntiv asymptotyçnyx rozkladiv (8) – (10) znaxodymo 

ε
ε τ ε τ ε τ
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∂

− ∂
∂
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  +
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U
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V
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V
g x tN N

N N N
N( , )( ) ( , , )ε

ε τ
ε+ ∂

∂
+ ∂

∂
+ ∂

∂






+1

1
, (11)

de  gN  ( x, t, ε )  =  O N( )ε +1
 — deqka neskinçenno dyferencijovna funkciq svo]x

arhumentiv, wo vyznaça[t\sq rekurentnym (wodo  j ) çynom za funkciqmy  Yj  ( x, t,

ε ) ,  j N= −0 1, .  Çyslo  N  vvaΩa[mo dovil\nym, ale fiksovanym. 

Dlq vyznaçennq rehulqrno] çastyny asymptotyky  UN ( x, t, ε )  v (8) sprqmu[mo

τ1  do  + ∞  v livij ta pravij çastynax spivvidnoßennq (11), a potim, vraxuvavßy

(8) – (10), pryrivnq[mo koefici[nty pry odnakovyx stepenqx  ε.  V rezul\tati

otryma[mo deqku systemu dyferencial\nyx rivnqn\ dlq funkcij  uj ( x, t ) ,  j  = 

= 0, N ,  qki vxodqt\ do rehulqrno] çastyny asymptotyky v (8).  Qkwo dodatkovo

prypustyty, wo vykonu[t\sq umova  u0  ( 0, 0 )  =  0,  to rehulqrna çastyna asymp-

totyky (8) vyznaça[t\sq funkciqmy, qki [ rozv’qzkamy zadaç vyhlqdu 

a x
u
t

b x u
u
x0

0
0 0

0( ) ( )
∂
∂

+ ∂
∂

  =  0,      u0 ( 0, 0 )  =  0, (12)

a x
u

t
b x u

u

x
b x

u
x

uj j
j0 0 0 0

0( ) ( ) ( )
∂
∂

+
∂
∂

+ ∂
∂

  =  f x t u u uj j( , , , , , )0 1 1… − ,    j N= 1, . (13)

ZauvaΩymo, wo rozv’qzok zadaç (12), (13) isnu[ pry dosyt\ zahal\nyx umovax,

a tomu zadaçu pro znaxodΩennq rehulqrno] çastyny asymptotyky (8) moΩna vva-

Ωaty rozv’qzanog. 

4.  Vyznaçennq synhulqrno] çastyny asymptotyky  V x tN( , , )εε .  VvaΩag-

çy vidomog rehulqrnu çastynu asymptotyky v (8), pislq pryrivngvannq koefici-

[ntiv pry odnakovyx stepenqx  ε  (v livij ta pravij çastynax rivnosti (11)) znaxo-

dymo systemu dyferencial\nyx rivnqn\ dlq vyznaçennq funkcij  V x tj( , , )τ1 ,

j N= 0, ,  qki vxodqt\ do synhulqrno] çastyny asymptotyky  VN ( x, t, ε ) .  Oder-

Ωani rivnqnnq spoçatku vykorystovu[mo dlq vyznaçennq funkcij  V x tj( , , )τ1 ,

j N= 0, ,  na kryvij rozryvu  Γ,  a potim — dlq prodovΩennq cyx funkcij v

deqkyj  2µ-okil kryvo]  Γ — oblast\ 

 Ωµ ( Γ )  =  { }( , ) [ ; ] : ( )t x T x t∈ × − <R 0 2ϕ µ ,

de  µ ∈( ; )0 1  — deqka (dostatn\o mala) stala.  Pry c\omu my vykorystovu[mo te,

wo bud\-qku neskinçenno dyferencijovnu funkcig  g ( x, t )  v oblasti  Ωµ  ( Γ )
moΩna zobrazyty takym çynom: 

g t t( ( ) , )ϕ ετ+ 1   =  
j

N
j j

j

j
x t

N

j x
g x t O

= =

+∑ ∂
∂







+
0

1
11ε τ ε

ϕ!
( , ) ( )

( )

. (14)

ZauvaΩymo, wo oblast\  Ωµ ( Γ )  i kryva  Γ  poky wo nevidomi i magt\ buty

vyznaçeni zhodom. 
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4.1.  Vyznaçennq synhulqrno] çastyny asymptotyky  V x tN( , , )εε   na kry-
vij  ΓΓΓΓ.  Poznaçymo 

  v j
Γ   =    v j tΓ( , )τ1   =  V x tj x t

( , , )
( )

τ
ϕ1 =

,      j N= 0, . (15)

Vraxovugçy (12), (13), z (11) znaxodymo, wo funkci]    v j
Γ   =   v j tΓ( , )τ1 ,  j  =  0, N ,

[ rozv’qzkamy systemy kvazilinijnyx dyferencial\nyx rivnqn\ z çastynnymy po-

xidnymy: 
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∂
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∂

+ ∂
∂
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vΓ Γ Γ
Γ

Γ

τ
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τ
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τ τ
a t t b t u t t( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ), )   =  0, (16)
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Γ Γ Γ Γ

Γ Γ
Γ

τ
ϕ ϕ

τ
ϕ ϕ

τ τ τ
( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ), )   =    F j t( , )τ1 ,

(17)
de funkci] 

  F j t( , )τ1   =  F t t t u x t u x tj j j x t
( , ( , ), , ( , ), ( , ), , ( , ))

( )
v v0 1 1 1 0
Γ Γτ τ

ϕ
… …− =

,    j N= 1, ,

vyznaçagt\sq rekurentnym çynom. 

Rozv’qzok rivnqnnq (16) u prostori  G1
0
  moΩna podaty u vyhlqdi [19] 

v0 1
Γ( , )t τ   =  A ch C H[ ] (( ) [ ])ϕ τ ϕ− +2

1 0 ,      C0  =  const,

de 

A[ ]ϕ   =  – 2 0 0 0

0

a t t b t u t t
b t

( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ), )
( ( ))

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

′ −
,      H[ ]ϕ   =  

2

0

A
b t

[ ]
( ( ))

ϕ
ϕ

,

pry umovi, wo funkciq  ϕ  =  ϕ ( t )  vyznaçena dlq  t ∈ [ 0; T ]  i dlq ne] pry vsix  t ∈
∈ [ 0; T ]  vykonugt\sq nerivnosti  b t0( ( ))ϕ   ≠  0,  A [ ϕ ]  >  0. 

Rozhlqnemo pytannq pro rozv’qznist\ systemy (17) pry  j N= 1, .  Poznaçymo 

L  =  
  

∂
∂

+ ′ − −[ ] ∂
∂

− ∂
∂

3

1
3 0 0 0 0 0

1
0

0

1τ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

τ
ϕ

τ
a t t b t u t t b t b t( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ), ) ( ( )) ) ( ( ))v

vΓ
Γ

.

Todi systemu rivnqn\ (16) za dopomohog operatora  L  moΩna zapysaty v opera-

tornomu vyhlqdi takym çynom: 

L tjvΓ( , )τ1   =  F j t( , )τ1 ,    j N= 1, . (18)

Qkwo funkci]  F tj( , )τ1 ,  j N= 1, ,  zadovol\nqgt\ umovu   F j t G( , )τ1 1
0∈ ,  j  =

=  1, N ,  to dlq rozv’qznosti operatornyx rivnqn\ (18) u prostori  G1  neobxidno i

dostatn\o, wob vykonuvalas\ umova ortohonal\nosti [19] 

  

F j t t d( , ) ( , )τ τ τ1 0 1 1vΓ

−∞

+∞

∫   =  0,      j N= 1, . (19)

Intehrugçy (18) za zminnog  τ1  vid  – ∞  do  τ1 ,  dlq funkci]    v j tΓ( , )τ1 ,  j  =

=  1, N ,  znaxodymo rivnqnnq 

  L tj1 1vΓ( , )τ   =  Φ j t( , )τ1 ,

de 

ISSN  1027-3190. Ukr. mat. Ωurn., 2007, t. 59, # 1



ASYMPTOTYÇNI ROZV’QZKY ZADAÇI KOÍI DLQ SYNHULQRNO ZBURENOHO … 127

L1  =  
  

∂
∂

+ ′ − −
2

1
2 0 0 0 0 0τ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕa t t b t b t u t t( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ), )vΓ .

Todi funkcig    v j tΓ( , )τ1 ,  j N= 1, ,  moΩna zapysaty u vyhlqdi 

  v j tΓ( , )τ1   =  ν η τ ψ τj jt t t( ) ( , ) ( , )1 1+ ,

de 

ν j t( )  =  − ′ − −
→−∞

( ( ( )) ( ) ( ( ))) lim ( , )a t t b t tj0 0
1

1
1

ϕ ϕ ϕ τ
τ

Φ ,

Φ j t( , )τ1   =  

  −∞
∫ +
τ

τ τ
1

F j jt d E t( , ) ( ) ,      lim ( , )
τ

τ
1

1
→+∞

Φ j t   =  0.

Tut  η τ( , )t 1  — deqka funkciq z prostoru  G1  taka, wo  lim ( , )
τ

η τ
1

1
→−∞

t   =  1,  E tj ( )

— deqka neskinçenno dyferencijovna funkciq („stala intehruvannq”). 

Qkwo  ψ τj t G( , )1 1
0∈ ,   j N= 1, ,  to dlq  ( x, t ) ∉  Ωµ ( Γ )  funkci]    v j tΓ( , )τ1 ,

j N= 1, ,  moΩna zapysaty u vyhlqdi   v j tΓ( , )τ1  = ν η τj t t( ) ( , )1  + ψ τj t( , )1 ,  j N= 1, . 

PokaΩemo, wo funkciq  ψ τj t G( , )1 1
0∈ ,  j N= 1, .  Dlq c\oho rozhlqnemo riv-

nqnnq wodo  ψ τj t( , )1 ,  j N= 1, .  Ma[mo 

L1 ψj  =  Φ j jt t L t( , ) ( ) ( , )τ ν η τ1 1 1− . (20)

Oçevydno, wo funkciq  Φ j jt t L t( , ) ( ) ( , )τ ν η τ1 1 1−   naleΩyt\  prostoru  G1
0.

Oskil\ky prostir  G1
0

  [ skriz\ wil\nym u prostori  ( )G1
0 ′ ,  prostir  ( )G1

0 ′
 — pov-

nym, a operator  L G G1 1
0

1
0: ( )→ ′

 — neterovym, to dlq rozv’qznosti rivnqnnq (20)

u prostori  G1
0
  neobxidnog i dostatn\og [ umova ortohonal\nosti vyhlqdu [21] 

 〈 − 〉Φ j jt t L t( , ) ( ) ( , ),τ ν η τ1 1 1 v   =  0, (21)

de  〈⋅ ⋅〉,  — standartnyj skalqrnyj dobutok u prostori  G1
0;  v v= ∈ ∗( )τ1 1Ker L ;

L1
∗

 — operator, sprqΩenyj do  L1  stosovno skalqrnoho dobutku u prostori  G1
0.

Dali, oskil\ky  Ker L1
∗   =  { }v0τ

Γ ,  to umova (21) ma[ misce todi i lyße todi, ko-

ly vykonu[t\sq umova (19).  Ce oznaça[, wo  ψ τj t G( , )1 1
0∈ ,  j N= 1, ,  za umovy,

wo vykonu[t\sq umova ortohonal\nosti (19). 

Z umovy ortohonal\nosti (19) pry  j  =  1  znaxodymo zvyçajne dyferencial\ne

rivnqnnq dlq vyznaçennq funkci]  ϕ  =  ϕ ( t ) .  Ce rivnqnnq zapysu[t\sq takym çy-

nom [19]: 

  a d
dt

A
H

a
d
dt

b u t b
u x t

x
A
Hx

0

2

0 0 0 0
0

2
2 2( )

[ ]
[ ]

( ) ( ) ( , ) ( )
( , ) [ ]

[ ]
ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕϕ
+ ′ − ′ − ∂

∂




=

  =  0. (22)

Dali prypuska[mo, wo rivnqnnq (22) ma[ rozv’qzok  ϕ  =  ϕ ( t ) ,  vyznaçenyj pry

t ∈ [ 0; T ] ,  qkyj zadovol\nq[ poçatkovu umovu 

ϕ ( 0 )  =  0. (23)

4.2.  ProdovΩennq synhulqrno] çastyny asymptotyky   V x tN( , , )εε    v
2µµµµ-okil kryvo]  ΓΓΓΓ .  Opyßemo proceduru vyznaçennq funkcij  V x tj( , , )τ1 ,

j N= 1, ,  v zamykanni deqko] oblasti  Ωµ ( Γ )  ⊃   Γ.  Vraxovugçy (17), vyznaça[mo
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prodovΩennq funkcij    v j tΓ( , )τ1 ,  j N= 0, ,  z kryvo]  Γ  v oblast\  Ωµ ( Γ )  za do-

pomohog formuly 

V x t0 1( , , )τ   =   v0 1
Γ( , )t τ ,      V x tj( , , )τ1   =    v j jx t t t− +( , ) ( , ) ( , )η τ ψ τ1 1 ,      j N= 1, ,

de    v j x t−( , ) ,   j N= 1, , — deqki funkci], qki vyznaçagt\sq qk rozv’qzky zadaç

Koßi vyhlqdu 

 Λv j x t−( , )  =  f x tj
−( , ), (24)

v j x t−( , )
Γ

  =  ν j t( ),    j N= 1, . (25)

Dyferencial\nyj operator  Λ  v (24) zapysu[t\sq u vyhlqdi

Λ  =  a x
t

b x u x t
x

b x
u x t

x0 0 0 0
0( ) ( ) ( , ) ( )
( , )∂

∂
∂
∂

∂
∂

+ + .

Dyferencial\ne rivnqnnq (24) dlq vyznaçennq funkci]   v j x t−( , ) ,  j N= 1, ,  ot-

rymano z (11) za dopomohog hranyçnoho perexodu pry  τ1  →  – ∞ . 
Oskil\ky kryva  Γ  pry vsix  t ∈  [ 0; T ]  transversal\na xarakterystykam ope-

ratora  Λ,  to zhidno z teoremog Koßi – Kovalevs\ko] poçatkova zadaça (24), (25)

ma[ rozv’qzok    v j x t−( , )  ∈  C∞( ( ))Ω Γµ ,  j N= 1, ,  prynajmni v deqkij oblasti

Ωµ ( Γ )  za umovy, wo çyslo  µ  dostatn\o male.  Dali prypuska[mo, wo zadaça Ko-

ßi (24), (25) ma[ rozv’qzok i v oblasti  ( , ) : ( ) , ( ; )x t x t t T− ≤ − ∈{ }ϕ µ 0 . 

ZauvaΩennq71.  Dlq funkci]  u x t V x t0 0 1( , ) ( , , )+ τ   magt\ misce spivvidno-

ßennq 

u x t V x t0 0 1( , ) ( , , )+ τ   →  u x t0( , )    v    D ′    pry    ε  →  0,

V x t0 1( , , )τ
ε

  →  g t x t( ) ( ( ))δ ϕ−     v    D ′    pry    ε  →  0,

de  D ′ — prostir uzahal\nenyx funkcij. 

Takym çynom,  N-te nablyΩennq  U x t V x tN N( , , ) ( , , , )ε τ ε+ 1 , ( x,  t ) ∈ R1 0× [ ; ]T ,
rozv’qzku rivnqnnq (1) moΩna zapysaty za dopomohog formuly 

U x t V x tN N( , , ) ( , , , )ε τ ε+ 1   =

=  

  

ε τ

ε

ε

µ

µ

µ

j
j j

j

N

j
j j

j

N

j
j

j

N

u x t V x t x t

u x t u x t x t x t D

u x t x t D

[ ( , ) ( , , )], ( , ) ( ),

( , ) [ ( , ) ( , )], ( , ) ( ),

( , ), ( , ) ( ),

\

\

+ ∈

+ + ∈

∈









=

−

=
−

=
+

∑

∑

∑

1
0

0
1

0

Ω Γ

Ω Γ

Ω Γ

v








(26)

de 

D−   =  ( , )) [ ; ] : ( )x t T t x∈ × − ≥{ }R1 0 ϕ µ ,

D+   =  ( , )) [ ; ] : ( )x t T x t∈ × − ≥{ }R1 0 ϕ µ ,

a funkci]    v j x t−( , ) ,  j N= 0, ,  vyznaçeno qk rozv’qzky zadaç Koßi (24), (25) qk v

oblasti  Ωµ ( Γ ) ,  tak i v oblasti  ( , ) : ( ) , ( ; )x t x t t T− ≤ − ∈{ }ϕ µ 0 . 
ZauvaΩennq72.  Pry vkazanomu vywe prodovΩenni funkci]  V x tj( , , )τ1 ,  j  =
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=  0, N ,  z kryvo]  Γ  v oblast\  Ωµ ( Γ )  funkciq  Y x tN( , , )ε ,  vyznaçena za dopomo-

hog formuly (26), pry  τ1  →  – ∞  zadovol\nq[ rivnqnnq (1) z toçnistg  O N( )ε +2 .
ZauvaΩennq73.  U vypadku, koly rozv’qzky zadaç Koßi (24), (25) vyznaçeni

lyße v oblasti  Ωµ ( Γ ) ,   N-te  nablyΩennq   U x t V x tN N( , , ) ( , , )ε ε+ ,    (  x,  t ) ∈
∈ R1 0× [ ; ]T ,  rozv’qzku rivnqnnq (1) moΩna zapysaty za dopomohog formuly 

U x t V x tN N( , , ) ( , , )ε ε+   =

=  

  

ε τ

ε

µ

µ

j
j j

j

N

j
j

j

N

u x t V x t x t

u x t x t D D

[ ( , ) ( , , )], ( , ) ( ),

( , ), ( , ) ( ) ( ),\

+ ∈

∈











=

=
+ −

∑

∑

1
0

0

Ω Γ

Ω Γ∪
(27)

i take nablyΩennq rozv’qzku rivnqnnq (1) pry  τ1   →  – ∞  zadovol\nq[ rivnqnnq

(1) z toçnistg  O N( )ε +2 . 
5.  Vyznaçennq synhulqrno] çastyny asymptotyky  W x tN( , , )εε .  Vraxovu-

gçy zadaçi (12), (13), z (11) standartnym çynom (pryrivnggçy koefici[nty pry

odnakovyx stepenqx  ε ) znaxodymo systemu dyferencial\nyx rivnqn\ dlq vy-

znaçennq funkcij  Wj( , )τ τ1 2 ,  j N= 0, ,  v okoli zv’qzno] mnoΩyny 

M  =    ( , ) : , ( , ) : ( ), [ ; ]t x t x t x x t t T= ∈{ } = ∈{ }0 01R ∪ ϕ .

Takym çynom, dlq vyznaçennq synhulqrno] çastyny  W x tN( , , )ε   ma[mo dyferen-

cial\ni rivnqnnq 

∂
∂

3
0

1
3

W

τ
  =  – a

W W
0

0

1

0

2
0 0( ) ( )′ ∂

∂
− ∂

∂






ϕ
τ τ

  +

+  b V
W V

W W
W

0 0 1
0

1

0 1

1
0 0

0

1
0 0

0
( ) ( , )

( , )τ
τ

τ
τ τ

∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂







, (28)

∂
∂

3

1
3

Wj

τ
  =  – a

W Wj j
0

1 2
0 0( ) ( )′

∂
∂

−
∂
∂







ϕ
τ τ

  +

+  b V
W V

W
W

W W
Wj

j j
j

j0 0 1
1

0 1

1

0

1
0

1
1 20 0

0
( ) ( , )

( , )
( , )τ

τ
τ

τ τ τ
τ τ

∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

+
∂
∂







+ G , (29)

de funkci]   G j( , )τ τ1 2 ,  j N= 1, ,  vyznaçagt\sq rekurentnym çynom pislq vyzna-

çennq funkcij  W0 1 2( , )τ τ ,  W1 1 2( , )τ τ , … ,  Wj−1 1 2( , )τ τ . 
Vykorystovugçy poçatkovu umovu (2), znaxodymo spivvidnoßennq 

U x t V x t W x tN N N t( , , ) ( , , ) ( , , )ε ε ε+ +( ) =0  =  f x
ε





 ,

zvidky, vraxovugçy asymptotyçni rozklady dlq funkcij  U x tN( , , )ε ,  V x tN( , , )ε ,
W x tN( , , )ε   vyhlqdu (8) – (10), otrymu[mo poçatkovi umovy dlq funkcij

Wj( , )τ τ1 2 ,  j N= 0, ,  pry  τ2  =  0 : 

W0 1 0( , )τ   =  f V( ) ( , )τ τ1 0 10− , (30)

Wj( , )τ1 0   =  – V Qj j( , , ) ( )0 0 1 1τ τ+ ,    j N= 0, , (31)

de funkci]  Qj  ,  j N= 1, ,  vyznaçagt\sq rekurentnym çynom pislq vyznaçennq

funkcij  W0 1 2( , )τ τ ,  W1 1 2( , )τ τ , … ,  Wj−1 1 2( , )τ τ . 
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Z’qsu[mo pytannq pro isnuvannq rozv’qzku zadaç (28), (30) ta (29), (31) u pro-

stori  G2
+

.  Dlq rozv’qznosti cyx zadaç u prostori  G2
+

  dostatn\og [ umova

vyhlqdu    G j G( , )τ τ1 2 2∈ + .  Pry c\omu rozv’qzok zadaç (28), (30) ta (29), (31) isnu[

dlq  τ2 0∈[ ; ]Θ ,  de  Θ — deqke dodatne çyslo. 

Spravedlyva taka lema. 

Lema71.  Funkciq  W0 1 2( , )τ τ ,  qka [ rozv’qzkom zadaçi (28), (30), naleΩyt\

prostoru  G2
+

. 

Lema?1 vyplyva[ z umovy  W G0 1 1
00( , )τ ∈ . 

Lema72.  Qkwo funkciq  – V Qj j( , ) ( )0 1 1τ τ+ ,   j N= 1, ,  naleΩyt\ prostoru

G1
0,  a funkciq   G j( , )τ τ1 2 ,  j N= 1, , — prostoru  G2

+ ,  to funkciq  Wj( , )τ τ1 2 ,

j N= 1, ,  qka [ rozv’qzkom zadaçi (29), (31), naleΩyt\ prostoru  G2
+

. 

Lema?2 vyplyva[ z teoremy?2.1 [15]. 
Takym çynom, ©runtugçys\ na vykladenyx vywe mirkuvannqx, moΩna sfor-

mulgvaty take tverdΩennq. 

Teorema71.  Nexaj vykonugt\sq taki prypuwennq: 

1)  funkci]  ak ( x ) ,  bk ( x )  naleΩat\ prostoru  C ( )( )∞ R1
,  k  ≥  0; 

2)  zadaça Koßi (22), (23) ma[ rozv’qzok  ϕ  ( t ) ,  t  ≥  0,  dlq qkoho vykonu[t\sq
nerivnist\  A [ ϕ ]  >  0; 

3)  funkci]  F j  ( t, τ1 ) ,   j N= 1, ,  naleΩat\ prostoru  G1
0
  ta zadovol\nq-

gt\ umovu ortohonal\nosti (19); 

4)  vykonugt\sq umovy lemy?2. 

Todi funkciq 

Y x t( , , )ε   =  
j

N
j

j j j
Nu x t V x t W O

=

+∑ + + +
0

1 1 2
1ε τ τ τ ε[ ( , ) ( , , ) ( , )] ( ), (32)

τ1  =  
x t− ϕ

ε
( )

,      τ2  =  t
ε

,

[ asymptotyçnym rozvynennqm dlq odnofazovoho solitonopodibnoho rozv’qzku
zadaçi Koßi (1), (2) dlq rivnqnnq Korteveha – de Friza pry  0 ≤ ≤t εΘ  . 

MoΩna vstanovyty ocinku miΩ toçnym  u ( x, t, ε )  i nablyΩenym  YN  ( x, t, ε  )
rozv’qzkamy zadaçi (1), (2).  Spravedlyva taka teorema. 

Teorema72.  Nexaj vykonugt\sq umovy teoremy?1, funkci]  a  (  x, ε  ) ,  b  ( x, ε  )
naleΩat\ prostoru  G1

0
  dlq  ε ∈  ( 0; ε0 ] ,  funkciq  a  ( x, ε )  <   0  dlq vsix  x  ∈

∈ R1
  ta dlq vsix  ε ∈ ( 0; ε0 ] .  Todi ma[ misce ocinka miΩ toçnym  u  ( x, t, ε  )  i

nablyΩenym  YN ( x, t, ε )  rozv’qzkamy zadaçi (1), (2) vyhlqdu 

max ( )[ ( , , ) ( , , )]
[ ; ]t

Nx u x t Y x t dx
∈

−∞

+∞

∫ −
0

2

ε
αρ ε ε

Θ
  ≤  inf ( ) ( , )

α
αρ ε

−∞

+∞

∫ x h x dx2 , (33)

de  α ∈N ∪ { }0 ;  funkciq  h x G( , )ε ∈ 1
0

 — deqka funkciq, dlq qko] vykonu[t\sq
nerivnist\  h x( , )ε   ≤  C Nε +1,  a funkciq  ρα( )x   ma[ vyhlqd 

ρα( )x   =  
e x

x x

x, ,

( ) , .

≤

+ >







0

1 0α
,

Dovedennq.  Rozhlqnemo funkcig vyhlqdu 

ω εN x t( , , )  =  u x t Y x tN( , , ) ( , , )ε ε− ,
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de funkciq  u ( x, t, ε ) — toçnyj rozv’qzok zadaçi (1), (2).  Todi funkciq  ωN ( x, t, ε )
[ rozv’qzkom zadaçi Koßi vyhlqdu 

ε ω2
3

3
∂
∂

N

x
  =  a x

t
b x

x
Y

x
Y
x

N
N

N
N

N
N

N( , ) ( , )ε ω ε ω ω ω ω∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂





 , (34)

ωN ( x, 0, ε )  =  h ( x, ε ) , (35)

de  h x G( , )ε ∈ 1
0

 — deqka funkciq, dlq qko] vykonu[t\sq asymptotyçna neriv-

nist\  h x( , )ε   ≤  C Nε +1. 
Vykonavßy v rivnqnni (34) zaminu zminnyx 

x  =  εξ ,      t  =  – ε a ( ε ξ , ε ) η ,

otryma[mo rivnqnnq 

∂
∂

+ ∂
∂

3

3
ω
ξ

ω
η

N N   =  b Y
Y

N
N

N
N

N
N( , )εξ ε ω ω

ξ
ω
ξ

ω
ξ

∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂







,

dlq rozv’qzku  ωN ( ξ, η, ε )  qkoho vykonu[t\sq nerivnist\ 

max ( )( ( , , ))
[ ; ]t

Nx d
∈

−∞

+∞

∫0

2

ε
αρ ω ξ η ε ξ

Θ
  ≤  

−∞

+∞

∫ ρ εξ ε ξα( ) ( , ))x h d2 ,

de  α ∈N ∪ { }0 . 
Zvidsy vyplyva[ (33). 

Teoremu?2 dovedeno. 

Vysnovok.  Za dopomohog zaproponovanoho alhorytmu pobudovano odnofa-

zovi solitonopodibni asymptotyçni rozv’qzky zadaçi Koßi dlq rivnqnnq Korteve-

ha?–?de?Friza zi zminnymy koefici[ntamy ta vstanovleno asymptotyçnu ocinku

dlq nyx. 
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