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MATRYCI QKOBI, ASOCIJOVANI Z OBERNENOG

ZADAÇEG NA VLASNI ZNAÇENNQ

V TEORI} SYNHULQRNYX ZBUREN|

SAMOSPRQÛENYX OPERATORIV*

The connection between the inverse eigenvalue problem and the Jacobi matrices is established in the
framework of the theory of singular perturbations of unbounded self-adjoint operators.

U ramkax teori] synhulqrnyx zburen\ neobmeΩenyx samosprqΩenyx operatoriv vstanovleno

zv’qzok miΩ obernenog zadaçeg na vlasni znaçennq ta matrycqmy Qkobi.

1.  Vstup.  Nexaj  A ≥ 1 — neobmeΩenyj samosprqΩenyj operator z oblastg

vyznaçennq  dom A ≡ D  ( A )  v kompleksnomu separabel\nomu prostori Hil\berta

H  zi skalqrnym dobutkom  ( ⋅, ⋅  )  ta normog  || ⋅ ||.
Operator  Ã  ≠ A  nazyva[t\sq [1 – 4] (çysto) synhulqrno zburenym vidnosno

A  (pyßemo  Ã  ∈ Ps  ( A ) ),  qkwo mnoΩyna

D  =  { ϕ ∈ D ( A ) ∩ D ( Ã) : A ϕ = Ãϕ }

[ wil\nog v  H.  Zrozumilo, wo  A  i  Ã   magt\ spil\nyj symetryçnyj operator

Ȧ   =  A Û D  =  Ã  Û D

iz netryvial\nymy indeksamy defektu  n±( )Ȧ  = dim Ker ( ± )˙ *A i  ≠ 0.

Vidomo [5 – 9], wo nastupnyj variant oberneno] zadaçi na vlasni znaçennq [

rozv’qznym.  A same, dlq dovil\no] poslidovnosti çysel  Ej,  j = 1, 2, … ,  ta po-

slidovnosti vektoriv  ψ j  z umovog  ( span { ψj } )cl ∩ dom ( A ) = { 0 }  (cl — zamy-

kannq) isnu[ poslidovnist\ synhulqrno zburenyx operatoriv  An ,  n  = 1, 2, … ,

wo zadovol\nqgt\ rivnqnnq na vlasni znaçennq:  A En j j jψ ψ= ,  j ≤ n.
U cij statti budemo doslidΩuvaty tak zvani slabko synhulqrno zbureni ope-

ratory  Ã   z klasu  Pws  ( A )  [10].  Ce oznaça[, wo obraz riznyci rezol\vent opera-

toriv  A,  Ã   naleΩyt\ oblasti vyznaçennq operatora  A1
 
/

 
2
:

ran [ ( Ã  – z ) 
–

 
1 – ( A – z ) 

–
 
1

 ]  ⊂  D ( A1
 
/

 
2

 ).

U c\omu vypadku [ dva varianty zobraΩennq dlq zburenoho operatora  Ã .

Qkwo  Ã   ne [ rozßyrennqm za Fridrixsom operatora  Ȧ ,  to joho moΩna podaty

u vyhlqdi uzahal\neno] sumy:  Ã  = A +̃  T,  de operator  T  di[ v  A-ßkali  H– 1 ⊃
⊃ H0 ≡ H ⊃ H1  hil\bertovyx prostoriv [11],  T : H1 → H– 1 ,  pry c\omu  rank T ∩

∩ H = { 0 }.  Tut  H1 = D ( A1
 
/

 
2

 )  v normi  || ϕ || 1 : = || A1
 
/

 
2

 ϕ ||,  a  H – 1 — dual\nyj

prostir do  H1  vidnosno  H .  U bud\-qkomu vypadku operator  Ã   vyznaça[t\sq

formulog Krejna dlq rezol\vent 

( Ã  – z ) 
–

 
1  =  ( A – z ) 

–
 
1 + B 

–
 
1

 ( z ),      Im z  ≠  0,

de operatorna funkciq  B ( z )  zadovol\nq[ pevnu totoΩnist\ (dyv., napryklad,

[12, 13]) i, holovne,  rank B 
–

 
1

 ( z ) ⊂ D ( A1
 
/

 
2

 ) \ D ( A ).  Zokrema, rezol\ventne zobra-
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Ωennq dlq  Ã   budemo vykorystovuvaty u vypadku, koly  Ã  = A∞  [ rozßyren-

nqm za Fridrixsom symetryçnoho operatora Ȧ .  Pry c\omu mnoΩyna  D  utvorg[

pravyl\nyj pidprostir v  H1 ,  tobto ne [ wil\nog v  H1 ,  i  A∞ ≠ A.

Pyßemo    Ã Aws
n∈ ( )P ,  qkwo riznycq rezol\vent  ( Ã  – z ) 

–
 
1 – ( A – z  ) 

–
 
1
,  Im z >

> 0,  [ operatorom ranhu  n ≤ ∞.  

Nexaj  Ej ∈  R,  j = 1, 2, … , — deqka poslidovnist\ dijsnyx çysel, a  ψj ∈
∈ H1 ( A ) \ D ( A ) — dovil\na poslidovnist\ vektoriv, ortonormovanyx v  H,  taka,

wo vykonu[t\sq umova

span { ψj ,  j ≥ 1 } 
cl ∩ D ( A ) = { 0 }, (1)

de  cl  poznaça[ zamykannq v  H.  Z rezul\tativ robit [5, 6] (dyv. takoΩ [8, 9])
vyplyva[, wo dlq koΩnoho skinçennoho  n  isnu[ [dynyj synhulqrno zburenyj

samosprqΩenyj operator  An ∈   Pws
n A( ) ,  wo rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq, 

An ψj  =  Ej ψj ,      j  =  1, … , n. (2)

Bil\ß toho, pry neobtqΩlyvyx umovax isnu[ synhulqrno zburenyj operator

  Ã As
n∈ ( )= ∞P ,  qkyj rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq dlq usix  Ej  i pry c\omu

poslidovnist\  An  zbiha[t\sq do n\oho v syl\nomu rezol\ventnomu sensi.

Qk pravylo, operatory  An  magt\ vyhlqd  An = A +̃  Tn  i budugt\sq induktyv-

no z vykorystannqm na koΩnomu kroci synhulqrnoho zburennq ranhu 1.  Vynqt-

kom [ vypadok, koly na qkomus\ kroci operator  An  [ rozßyrennqm za Fridrix-

som deqkoho symetryçnoho operatora.  Todi  An  vyznaça[t\sq formulog Krejna

dlq rezol\vent.  A same, rezol\venta operatora  An  zapysu[t\sq çerez rezol\-

ventu  An –1  ta paru  En ∈ R,  ψn ∈ H  u vyhlqdi

( An – z ) 
–

 
1  =  ( − ) + ( ) ( ) ( )−

− − (⋅ )A z B z z zn n n n1
1 1 , η η ,      Im z  ≠  0, (3)

de

Bn ( z )  =  ( − ) ( )( )E z zn n nψ η, ,      η ψn n n n nz A E A z( ) = ( − )( − )− −
−

1 1
1

.

U roboti [5] uperße bulo pomiçeno, wo rekurentna procedura pobudovy  An
pryrodnym çynom porodΩu[ poslidovnist\ asocijovanyx matryc\ Qkobi

Jn  =  

b a

a b a

a b

a

a b
n

n n

1 1

1 2 2

2 3

1

1

0

0

•
• • •

• •

























−

−

. (4)

Ci matryci uzhodΩeni v tomu sensi, wo na  n-mu kroci matrycq  Jn  mistyt\ u sobi

matrycg  Jn –1  qk çastynu.  Pry  n → ∞  my oderΩu[mo matrycg Qkobi  J  neskin-

çennoho ranhu, qku nazyva[mo asocijovanog z obernenog zadaçeg na vlasni zna-

çennq dlq zadanyx  Ej ∈ R,  ψj ∈ H,  j = 1, 2, … .

Matryçni elementy  an ,  b n  qkobi[vyx matryc\ vyraΩagt\sq rekurentnym
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çynom çerez operatory  Aj ,  vektory  ψj  ta vlasni znaçennq  Ej ,  j ≤ n,  a same,

b1  =  〈 ψ1 , A0 ψ1 〉 – E1 ,

a1  =  | 〈 ψ1 , A0 ψ2 〉 |,

b2  =  〈 ψ2 , A0 ψ2 〉 – E2 ,

a2  =  | 〈 ψ2 , A1 ψ3 〉 |,

………………………

bn  =  〈 ψn , An – 2 ψn 〉 – En ,

an  =  | 〈 ψn , An – 1 ψn + 1 〉 |,      n  =  1, 2, … ,

de  〈 ⋅, ⋅  〉 — dual\nyj skalqrnyj dobutok miΩ  H1  ta  H – 1 ,  a  A j — zamykannq

operatora  Aj : H1 → H– 1 ,  A0 = A.

U cij roboti pokazano, wo za dopomohog dovil\no] matryci Qkobi  J,  zadano] v

deqkomu ortonormovanomu bazysi  {  ϕj },  wo utvorg[ pidprostir  N ⊂  H 1 ( A ),
N ∩ dom ( A ) = { 0 },  moΩna ne[dynym çynom vidnovyty poslidovnosti  ψ j  i  E j
taki, wo pry rozv’qzanni za nymy oberneno] zadaçi na vlasni znaçennq (2) vynyka[

poslidovnist\ synhulqrno zburenyx operatoriv  An ∈  Pws
n A( ) ,  z qkymy asocijova-

ni matryci Qkobi  Jn ,  qki [ pravyl\nymy çastynamy matryci  J  i zbihagt\sq do ne]

v sensi syl\no] hraf-hranyci.  Procedura vidnovlennq  ψj  i  Ej  [ konstruktyv-

nog, ale ne odnoznaçnog.

2.  Pobudova matryci Qkobi, asocijovano] z synhulqrno zburenym opera-

torom.  Nexaj zadano: neobmeΩenyj samosprqΩenyj operator  A ≥ 1  v  H ,  po-

slidovnist\ vid’[mnyx çysel  Ej ,  j = 1, 2, … ,  ta poslidovnist\  ψ j ∈  H1 ( A ) \ D ( A )
ortonormovanyx v  H   vektoriv, qka zadovol\nq[ umovu (1).  PokaΩemo, wo dlq

zadano] poslidovnosti vid’[mnyx çysel  { } =
∞Ej j 1  ta poslidovnosti vektoriv

{ } =
∞ψ j j 1  isnu[ poslidovnist\ synhulqrno zburenyx operatoriv skinçennoho ranhu

An ∈   Pws
n A( ) ,  wo rozv’qzugt\ zadaçu na vlasni znaçennq (2).  Pry c\omu z koΩ-

nym operatorom  An  bude asocijovano qkobi[vu matrycg vyhlqdu (4).

Opyßemo poslidovno proceduru pobudovy tako] matryci.  

Na perßomu kroci,  n = 1,  za zadanymy  E1  ta  ψ1  vyznaça[mo synhulqrno

zburenyj operator formulog

A1  =  A0 +̃  α1 〈 ⋅, ω1 〉 ω1 ,      A0  ≡  A , (5)

de 

ω1  : =  ( A0 – E1 ) ψ1 ∈ H– 1 ,      α1  : =  −
〈 〉

= −
〈 〉 −

1 1

1 1 1 0 1 1ψ ω ψ ψ, , A E
,

A0 — zamykannq izometryçnoho vidobraΩennq  A : H1 → H– 1 ,  a  +̃   poznaça[ tak

zvanu uzahal\nenu sumu operatoriv (dyv., napryklad, [14]), abo sumu u sensi kvad-

ratyçnyx form [15, 16].  Bezposerednq perevirka pokazu[, wo operator  A1  roz-

v’qzu[ zadaçu  A1 ψ1 = E1 ψ1 .  Vyznaçymo perßyj matryçnyj element, poklavßy 

b1  : =  a E11
0

1− ,      a11
0   : =  〈 ψ1 , A0 ψ1 〉. (6)
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Oçevydno, wo  b1 > 0,  oskil\ky operator  A  [ dodatnym, a çyslo  E1 — vid’[m-

nym.  Zaznaçymo, wo qk synhulqrne zburennq ranhu odyn  α1 〈 ⋅, ω1 〉 ω1 ,  tak i

matryçnyj element  b1  qkobi[vo] matryci  J0 ,  qku my budu[mo, [dynom çynom

vyznaçagt\sq operatorom  A  ta zadanog parog  E1 ,  ψ1  (dokladne dovedennq

c\oho faktu moΩna znajty v robotax [5, 6, 9]).
ZauvaΩymo, wo çyslo  b1  my asocig[mo z operatorom  A1 ,  xoça v formuli (6)

fihuru[ operator  A0 .  Ce pov’qzano z tym, wo naspravdi element  b1  vyzna-

ça[t\sq po  E1  ta  ψ1 ,  qki odnoznaçno fiksugt\ operator  A1 .

Na druhomu kroci,  n = 2,  vykorystovu[mo operator  A1 ,  çyslo  E2  ta vektor

ψ2 ,  qkyj ortohonal\nyj do  ψ1 ,  i vyznaça[mo synhulqrno zburenyj operator  A2
za formulog

A2  =  A1 +̃  α2 〈 ⋅, ω2 〉 ω2 , (7) 

de 

ω2  =  ( A1 – E2 ) ψ2 ∈ H– 1 ,      α2  =  −
〈 〉

= −
〈 〉 −

1 1

2 2 2 1 2 2ψ ω ψ ψ, , A E
.

Bezposerednq perevirka pokazu[, wo operator  A2  rozv’qzu[ zadaçu z dvoma vlas-

nymy znaçennqmy:  A2 ψ1 = E1 ψ1 ,  A2 ψ2 = E2 ψ2 .  Poklada[mo 

b2  =  a E22
0

2− ,      a1  =  a21
0

, (8)

de  a22
0  : = 〈 ψ2 , A0 ψ2 〉,  a21

0  : = 〈 ψ2 , A0 ψ1 〉.  OtΩe, 

α2  =  −
−

1

2
1
2

1
b

a

b

.

Znovu varto zauvaΩyty, wo elementy  b2 ,  a1  my asocig[mo z operatorom  A2 ,

tomu wo ci elementy, qk i operator  A2 ,  fiksugt\sq parog  E2  ,  ψ2.  Do toho Ω

koefici[nt  α2 ,  qkyj vyznaça[ operator  A2 ,  takoΩ vyraΩa[t\sq çerez elemen-

ty  b2 ,  b1 ,  a1 .  

Analohiçno, na tret\omu kroci,  n = 3 ,  dlq dovil\noho vid’[mnoho çysla  E3

ta vektora  ψ3 ∉ D ( A )  takoho, wo  ψ1 ⊥ ψ2 ⊥ ψ3 ⊥ ψ1 ,  vyznaça[mo

A3  =  A2 +̃  α3 〈 ⋅, ω3 〉 ω3 , (9)

de 

ω3  =  ( A2 – E3 ) ψ3 ,      α3  =  −
〈 〉

= −
〈 〉 −

1 1

3 3 3 2 3 3ψ ω ψ ψ, , A E
.

Poklada[mo 

b3  =  a E33
1

3− ,      a2  =  a32
1

, (10)

de  a33
1  : = 〈 ψ3 , A1 ψ3 〉,  a32

1  : = 〈 ψ3 , A1 ψ2 〉.  OtΩe,

α3  =  −
〈 〉 − − 〈 〉

−

= −
−

−

1 1

3 1 3 3
3 1 2

2

1
0
2

0

3
2
2

2
1
2

1

ψ ψ ψ ψ
,

,
A

A
E

b
a

b

b
a

b
a

b

.
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Dlq dovil\noho  n ≥ 1  ma[mo 

An  =  An –1 +̃  αn 〈 ⋅, ωn 〉 ωn ,      ωn  : =  ( An –1 – En ) ψn , (11)

de

αn  =  −
〈 〉

= −

− −

− − … −
−

− −
−

− −
−

−

1 1

2 1
2 2

1 1
3

1
21
0 2

11
0

1

ψ ωn n

n n
n

n
n n
n

n n
n

n

a E
a

a E
a

a E

,
,

,

,

,

tobto

αn  =  −
−

− … −
−

−

−

1

1
2

1
2
2

2
1
2

1

b
a

b
a

b
a

b

n
n

n

, (12)

bn  : =  a En n
n

n,
− −2 ,      an –1  : =  an n

n
, −
−

1
2

. (13)

Tut

an n
n
,
−2   : =  〈 ψn , An –2 ψn 〉,      an n

n
, −
−

1
2   =  〈 ψn , An –2 ψn –1 〉.

Takym çynom, qkwo vsi çysla  Ej < 0,  j = 1, 2, … ,  i vektory  ψj  zadovol\nq-

gt\ umovu (1), to isnu[ poslidovnist\ synhulqrno zburenyx operatoriv  An ,  qki

rozv’qzugt\ zadaçu na vlasni znaçennq (2) i z qkymy moΩna konstruktyvno aso-

cigvaty poslidovnist\ matryc\ Qkobi  Jn .  Umova (1) harantu[, wo vsi operatory

An  [ synhulqrno zburenymy vidnosno  A .  Pry c\omu koΩen  An  naleΩyt\

Pws
n A( ) ,  tomu wo vsi vektory  ψj  naleΩat\  H1 ( A ) \ D ( A ).
Rozhlqnemo vypadok, koly  Ej  [ poslidovnistg dovil\nyx dijsnyx çysel, ne

obov’qzkovo vid’[mnyx.  Todi moΩe trapytys\, wo vΩe na perßomu kroci  b1 =

= a1
0  – E1 = 0,  abo  b2 – 

a

b
1
2

1
 = 0,  abo na bud\-qkomu  k-mu kroci

b
a

b
a

b
a

b

k
k

k

−
− … −

−

−

−

1
2

1
2
2

2
1
2

1

  =  0. (14)

Ce pryvodyt\ do toho, wo koefici[nt  α1 ,  abo  α2 ,  abo  αk  bude dorivngvaty

neskinçennosti i uzahal\nena suma  Ak = Ak –1 +̃  αk 〈 ⋅, ωk 〉 ωk  vtraça[ sens.  Ale, qk

pokazano v robotax [1, 17, 18], synhulqrne zburennq ranhu odyn  Ã  = A  +̃
+̃  α  〈 ⋅, ω 〉 ω  z neskinçennog konstantog zv’qzku,  α = ∞,  ma[ korektnyj sens.  A

same, pid operatorom  Ã   slid rozumity rozßyrennq za Fridrixsom symetryçnoho

operatora  Ȧ  = A | { f ∈ D ( A ) : 〈 f, ω 〉 = 0 }.  Same tak my i budemo diqty u zaznaçe-

nyx vywe vypadkax.  My vyznaça[mo  Ak  qk rozßyrennq za Fridrixsom symetryç-

noho operatora  Ȧk −1,  oderΩanoho zvuΩennqm  A k –1  na mnoΩynu    D( )−Ȧk 1  =
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= { f ∈ D ( Ak –1 ) : 〈 f, ωk 〉 = 0 }.  Todi operator  Ak  zada[t\sq za dopomohog formu-

ly Krejna dlq rezol\vent: 

( Ak – z ) 
–

 
1  =  ( − ) + ( ) ( ) ( )−

− − (⋅ )A z B z z zk k k k1
1 1 , η η , (15)

de 

Bk ( z )  =  ( − ) ( )( )E z zk k kψ η, ,      η ψk k k k kz A E A z( ) = ( − )( − )− −
−

1 1
1

.

Perevirymo, wo i v c\omu vypadku  Ak  rozv’qzu[ zadaçu na vlasne znaçennq z

vektorom  ψk : 

( Ak – z ) 
–

 
1

 ψk  =  ( − ) + ( ) ( ) ( )−
− − ( )A z B z z zk k k k k k1

1 1ψ ψ η η,   =

=  ( Ak –1 – z ) 
–

 
1

 ψk + ( Ek – z ) 
–

 
1

 ηk ( z )  =  ( Ak –1 – z ) 
–

 
1

 ψk +

+ 1
E zk −

 ( Ak –1  – Ek ) ( Ak –1  – z ) 
–

 
1

 ψk  =  ( Ak –1 – z ) 
–

 
1

 ψk + 1
E zk −

 ψk –

– 1
E zk −

 ( Ek  – z ) ( Ak –1  – z ) 
–

 
1

 ψk  =  1
E zk −

 ψk .

OtΩe,

( Ak – z ) 
–

 
1

 ψk  =  1
E zk −

 ψk .

PokaΩemo, wo  Ak  rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq z usima vektoramy  ψ j ,

j = 1, … , k – 1:

( Ak +1  – z ) 
–

 
1

 ψj  =  ( − ) + ( )−
+

−
+ +A z bk j k j k k

1
1

1
1 1ψ ψ η η,   =

=  1 11

1 1
1E z E z E zj

j
j k

j k k
k

j
j−

+
( )

( − )( )
=

−
+

+ +
+ψ

ψ η
ψ η

η ψ
,

,
 +

+ 
( )+ +

−
+

+ + +
+

+ ( − )( − )
( − )( )

ψ ψ ψ
ψ η

ηj k k k k

k k k
k

z E A z

E z

,

,
1 1

1
1

1 1 1
1  =

=  1 1
1

1

1 1 1
1E z

z E A z

E zj
j

j k k k

k k k
k−

+
( − )( − )
( − )( )

( )+
−

+

+ + +
+ψ

ψ ψ
ψ η

η
,

,
  =

=  1
1

1

1 1
1E z

A z

j
j

k j k

k k
k−

−
( − )

( )
( )−

+

+ +
+ψ

ψ ψ
ψ η

η
,

,
  =

=  1

1

1
1

1 1
1E z

E z

E zj
j

j
j k

k k
k

j
j−

−
−







( )
=

−

+

+ +
+ψ

ψ ψ

ψ η
η ψ

,

,
.

Dali vyznaça[mo nastupnu paru matryçnyx elementiv qkobi[vo] matryci za tym

Ωe pravylom, wo i raniße: vony znaxodqt\sq za formulamy 

bk  =  〈 ψk , Ak –2 ψk 〉 – Ek ,      ak –1  =  | 〈 ψk , Ak –2 ψk –1 〉 |.

Zaznaçymo, wo u vypadku (14) vynyka[ pytannq: qk buduvaty nastupnyj ope-
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rator  Ak +1 ?  Sprava v tomu, wo za formulog (12) koefici[nt  α k +1  dorivng[

nulg:

αk +1  =  −
−

− … −
−

= −
−+ +

1 1

01

2

2
2

2
1
2

1

1

2

b
a

b
a

b
a

b

b
a

k
k

k

k
k

  =  0,

oskil\ky my formal\no vykorystaly zobraΩennq dlq  Ak  u vyhlqdi adytyvno]

sumy,  Ak = Ak –1 +̃  αk 〈 ⋅, ω  〉 ω   z  αk = ∞,  wo ne [ korektnym, adΩe operator  Ak

vyznaçavsq rezol\ventnog formulog.  Tomu naspravdi koefici[nt  αk +1  povy-

nen vyznaçatysq cilkom korektnog formulog 

αk +1  =  −
〈 〉+ +

1

1 1ψ ωk k,
.

Qkwo  αk +1 — skinçenne çyslo, to  Ak +1  vyznaça[t\sq uzahal\nenog sumog.

Zvyçajno, moΩe statysq, wo  〈 ψk +1, ωk +1 〉 = 0,  a ce pryvodyt\ do rivnosti  αk +1 =
= ∞.  Todi my znovu vykorystovu[mo formulu dlq rezol\vent pry vyznaçenni

operatora  Ak +1 .

Takym çynom, dovedeno nastupnu teoremu.

Teorema 1.  Dlq zadanoho neobmeΩenoho samosprqΩenoho operatora  A  ≥ 1  u
hil\bertovomu prostori  H,  dovil\no] poslidovnosti dijsnyx çysel  Ej ∈  R,  j =

= 1, 2, … ,  ta poslidovnosti ortonormovanyx v  H   vektoriv  ψj ∈  H1 ( A ) \ D ( A ),
dlq qkyx vykonu[t\sq umova (1), rekurentna procedura rozv’qzannq oberneno]
zadaçi na vlasni znaçennq (2) za dopomohog formul (5), (7), (9), (11) (abo (15) u
vypadku, koly na qkomus\ kroci vykonu[t\sq rivnist\ (14)) porodΩu[ poslidov-
nist\ synhulqrno zburenyx operatoriv  An ∈  Pws

n A( ) ,  qki u svog çerhu asocijova-
ni z poslidovnistg uzhodΩenyx miΩ sobog matryc\ Qkobi  Jn ,  wo zbihagt\sq do
matryci

J  =  

b a

a b a

a b

1 1

1 2 2

2 3

0

0

•
• • •

• •





















(16)

v sensi syl\no] hraf-hranyci.  Matryçni elementy matryci  J  vyraΩagt\sq çe-
rez zadanu poslidovnist\ çysel  Ej ,  j = 1, 2, … ,  vektory  ψ j  ta operatory  An
zhidno z formulamy  (6), (8), (10), (13).

Zaznaçymo, wo rekurentna formula (12) dlq koefici[nta  α n  vykonu[t\sq

lyße do momentu, poky ne traplq[t\sq vypadok (14).  Pry c\omu lancghovyj

drib u (12) pereryva[t\sq i z nastupnoho kroku poçyna[t\sq novyj, qkyj prodov-

Ωu[t\sq do neskinçennosti, abo znovu pereryva[t\sq, qkwo traplq[t\sq vypa-

dokO(14).  

3.  Vid matryci Qkobi do zburenoho operatora.  Nexaj, qk i raniße,  A ≡
≡ A0 ≥ 1 — neobmeΩenyj samosprqΩenyj operator u hil\bertovomu prostori  H .

Poçynagçy z dovil\no] matryci Qkobi  J  vyhlqdu (16), my xoçemo vidnovyty

poslidovnosti çysel  Ej  ta vektoriv  ψj ,  j = 1, 2, … ,  qki za procedurog, vykla-
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denog v poperedn\omu punkti, pryvodyly do qkobi[vo] matryci (16).  U c\omu

punkti pokaΩemo qk ce moΩna zdijsnyty, xoça proces vidnovlennq ne [ odno-

znaçnym bez dodatkovyx umov.  

Vyxodqçy z operatora  A  ta matryci Qkobi  J,  budu[mo poslidovnist\ synhu-

lqrno zburenyx vidnosno  A  operatoriv  An ,  qki rozv’qzugt\ obernenu zadaçu na

vlasni znaçennq (2) i vyznaçagt\ uzhodΩenu poslidovnist\ qkobi[vyx matryc\

Jn ,  wo zbihagt\sq do  J  v pevnomu sensi (dyv. nyΩçe teoremu 2).  

Teorema 2.  Nexaj zadano napivobmeΩenyj samosprqΩenyj operator  A ≡
≡ A0 ≥ 1  v  H   ta matrycg Qkobi  J  v deqkomu ortonormovanomu bazysi  {  ϕj ,

j = 1, 2, … }  pidprostoru  N ⊂ H.  Prypustymo, wo  N ⊂ H1 ,  N  ∩ D ( A ) = { 0 }.

Todi isnugt\ poslidovnosti çysel  {  Ej }  ta vektoriv  {  ψj ∈  H1 \ D ( A ) },  j =
= 1, 2, … ,  qki zadovol\nqgt\ umovu

span { ψj ,  j ≥ 1 } 
cl ∩ D ( A ) = { 0 }

i [ takymy, wo pry poslidovnomu rozv’qzanni za nymy oberneno] zadaçi na vlasni
znaçennq

An ψn  =  En ψn ,      n  =  1, 2, … ,

v klasi operatoriv  An ∈    Pws
n A( )   vynyka[ poslidovnist\ asocijovanyx matryc\

Qkobi  Jn   ranhu  n,  dlq qko]  J  [ syl\nog hraf-hranyceg  ( J = st.gr-lim Jn

zhidno z poznaçennqmy z  [19]).
Dovedennq [ konstruktyvnym.  Operatory  An  budugt\sq poslidovno zbu-

rennqmy ranhu odyn, qk i v poperedn\omu punkti.  Z ci[g metog znaxodymo vek-

tory  ψj  ta çysla  Ej ,  vykorystovugçy matryçni elementy qkobi[vo] matryci.  

Poznaçymo  J1 = b1 .  Nexaj  det J1 = b1 ≠ 0.  Vektor  ψ1  ta çyslo  E1  vyzna-

ça[mo formulamy

ψ1  =  x10 ϕ0 + x11 ϕ1 ,      x x10
2

11
2+   =  1,

(17)

E1  =  〈 ψ1 , A0 ψ1 〉 – b1 .

Operator  A1  [ zvuΩennqm na  H  operatora 

A1  =  A0 + α1 〈 ⋅, ω1 〉 ω1 ,

de 

ω1  =  ( A0 – E1 ) ψ1 ∈ H– 1 ,      α1  =  −
〈 ( − ) 〉

1

1 0 1 1ψ ψ, A E
.

Oçevydno, vin rozv’qzu[ zadaçu  A1 ψ1 = E1 ψ1 .  Z cym operatorom my asocig[-

moOOJ1 .

Nexaj  J2 — matrycq Qkobi ranhu 2, qka [ çastynog zadano] matryci  J  i

sklada[t\sq z elementiv  b1 ,  b2 ,  a1 .  Prypustymo, wo  det J2 = b1 b2 – a1
2  ≠ 0.

Vektor  ψ2  ßuka[mo u vyhlqdi

ψ2  =  x20 ϕ0 + x21 ψ1 + x22 ϕ2 ,

de koefici[nty  x2k ,  k = 0, 1, 2,  znaxodqt\sq z systemy rivnqn\

( ψ2 , ψ1 )  =  0,

|| ψ2 ||  =  1, (18)

| 〈 ψ2 , A0 ψ1 〉 |  =  a1 .
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Cg systemu moΩna zapysaty u vyhlqdi

x x21 20 1 0+ ( )ψ ϕ,   =  0,

x x x x x20
2

21
2

22
2

20 21 1 02+ + + ( )ψ ϕ,   =  1,

x20 〈 ϕ0 , A0 ψ1 〉 + x21 〈 ψ1 , A0 ψ1 〉 + x22 〈 ϕ2 , A0 ψ1 〉  =  z1 ,      | z1 |  =  a1 ,

de zhidno z (17)  ( ψ1 , ϕ0 ) = x10 .  Poznaçymo

c10  =  〈 ϕ0 , A0 ψ1 〉,      a11
0   =  〈 ψ1 , A0 ψ1 〉,      c12  =  〈 ϕ2 , A0 ψ1 〉.

Todi rozv’qzky systemy (18) zapysugt\sq u vyhlqdi

x20  =  
z c x a c c z x c x a

c x x a c
1 10 10 11

0
12 12

2
1
2

10
2

10 10 11
0 2

12
2

10
2

10 11
0

10
2

1

1

( − ) ± ( − )( − ) + ( − )
( − ) + ( − )

,

x21  =  – x10 x20 ,

x22  =  1

12
1 20 10 11

0
10c

z x x a c( )+ ( − ) .

OtΩe, znajßovßy  ψ2 ,  poklademo  E2 = 〈 ψ2 , A1 ψ2 〉 – b2    i vyznaçymo operator

A2 = A1 +̃  α2 〈 ⋅, ω2 〉 ω2 ,  de

ω2  =  ( A1 – E2 ) ψ2 ∈ H– 1 ,      α2  =  −
〈 ( − ) 〉

1

2 1 2 2ψ ψ, A E
.

Zrozumilo, wo  A2  rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq.  Pry c\omu, budugçy

qkobi[vu matrycg, asocijovanu z  A2 ,  my otrymu[mo matrycg  J 2  ,  qku wojno

vykorystaly dlq pobudovy c\oho operatora.

Analohiçno vydilq[mo z  J  matrycg  J3  ranhu 3.  Prypuska[mo, wo  det J3 ≠ 0.

Dlq pobudovy operatora  A3  spoçatku ßuka[mo vektor  ψ3  u vyhlqdi

ψ3  =  x30 ϕ0 + x31 ψ1 + x32 ψ2 + x33 ϕ3 .

Zvyçajni vymohy pryvodqt\ do systemy rivnqn\ na koefici[nty  x3k

( ψ1 , ψ3 )  =  0,

( ψ2 , ψ3 )  =  0,

(19)

|| ψ3 ||2  =  1,

| 〈 ψ3 , A1 ψ2 〉 |  =  a2 ,

de dva perßi rivnqnnq — umovy ortonormovanosti systemy vektoriv  ψn .  Pozna-

çymo  c20 = 〈 ϕ0 , A1 ψ2 〉,  a12
1  = 〈  ψ1 , A1 ψ2 〉,  a22

1  = 〈 ψ2 , A1 ψ2 〉,  c23 = 〈 ϕ3 , A1 ψ2 〉.
Perepyßemo systemu (19) u vyhlqdi 

x30 x10 + x31  =  0,

x30 x20 + x21  =  0,

(20)

x x x x x x x x x x30
2

31
2

32
2

33
2

30 31 10 30 32 202 2+ + + + +   =  1,

x c x a x a x c30 20 31 12
1

32 22
1

33 23+ + +   =  z2 ,      | z2 |  =  a2 .
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Todi ßukani koefici[nty  x3k  magt\ vyhlqd 

 x30  =  
z c x a x a c c z x x c x a x a

c x x x a x a c
2 20 10 12

1
20 22

1
23 23

2
2
2

10
2

20
2

20 10 12
1

20 22
1 2

23
2

10
2

20
2

10 12
1

20 22
1

20
2

1

1

( − − ) ± ( − )( − − )+( − − )
( − − ) + ( + − )

,

x31  =  – x10 x30 ,

x32  =  – x20 x30 ,

x33  =  1

23
2 30 10 12

1
20 22

1
20c

z x x a x a c( )+ ( + − ) .

Poklademo 

E3  =  〈 ψ3 , A2 ψ3 〉 – b3

i vyznaçymo operator 

A3  =  A2 +̃  α3 〈 ⋅, ω3 〉 ω3 ,

de 

ω3  =  ( A2 – E3 ) ψ3 ∈ H– 1 ,      α3  =  −
〈 ( − ) 〉

1

3 2 3 3ψ ψ, A E
.

Za pobudovog operator  A3  rozv’qzu[ vidpovidnu zadaçu na vlasni znaçennq.  Pry

c\omu, budugçy  zhidno z vykladenym u p. 2 qkobi[vu matrycg, asocijovanu z  A3 ,

my otrymu[mo matrycg  J3 ,  z qko] poçynaly tut.

Tak samo di[mo na dovil\nomu  n-mu kroci.  Prypuska[mo, wo  det Jn ≠ 0.  Dlq

pobudovy operatora  An  znajdemo  ψn  ta  En .  Vektor  ψn  ßuka[mo u vyhlqdi 

ψn  =  x x xn nk k nn n
k

n

0 0
1

1

ϕ ψ ϕ+ +
=

−

∑ .

Sklada[mo systemu rivnqn\ dlq znaxodΩennq  xnk :

( ψn , ψk )  =  0,      k  =  1, … , n – 1,

|| ψn ||  =  1, (21)

| 〈 ψn , An –2 ψn –1 〉 |  =  an –1 ,

de perßi  n  rivnqn\ — umovy ortonormovanosti systemy vektoriv  ψj  .  Perepy-

su[mo systemu (21) u vyhlqdi

xnk + xn 0 ( ϕ0 , ψk )  =  0,      k  =  1, … , n – 1,

x x xnk
k

n

n nk k
k

n
2

0
0 0

1

1

2
= =

−

∑ ∑+ 〈 〉ϕ ψ,   =  1,

(22)

xn 0 〈 ϕ0 , An –2 ψn –1 〉 + 
k

n

=

−

∑
1

1

xnk 〈 ψk , An –2 ψn –1 〉 + xnn 〈 ϕn , An –2 ψn –1 〉  =  zn –1 .

| zn –1 |  =  an –1 ,

Poznaçymo  ak n
n
, −
−

1
2  = 〈 ψk , An –2 ψn –1 〉,  k = 1, … , n – 1,  c0, n –1 =  〈 ϕ0 , An –2 ψn –1 〉,

cn, n –1 =  〈 ϕn , An –2 ψn –1 〉.  Todi rozv’qzky systemy (22) magt\ vyhlqd
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  xn 0  = 1

11
2

0
2

1

1

0 1
2

0 1
2

1

1 2 1 0 1 0 1
2

1

1

c x c x a

z c x a

n n k
k

n

n k k n
n

k

n n n k k n
n

k

n

, , ,

, ,

−
=

−

− −
−

=

− − − −
−

=

−

−






+ −









 −







∑ ∑
∑  ±

± c c z x c x an n n n n k
k

n

n k k n
n

k

n

, , , ,− − −
=

−

− −
−

=

−
( − ) −







+ −









∑ ∑1 1

2
1

2
0

2

1

1

0 1 0 1
2

1

1 2

1 ,

xnk  =  − −
−x an k n

n
0 1

2
, ,      k  =  1, … , n – 1,

xnn  =  1

1
1 0 0 1 0 1

2

1

1

c
z x c x a

n n
n n n k k n

n

k

n

,
, ,

−
− − −

−

=

−
− −















∑ .

Poklademo

En  =  〈 ψn , An –1 ψn 〉 – bn .

Todi operator  An  budu[mo qk zburennq ranhu 1 operatora  An  –1 ,  otrymanoho na

poperedn\omu kroci:

An  =  An –1 +̃  αn 〈 ⋅, ωn 〉 ωn ,

de

ωn  =  ( An –1 – En ) ψn ,      αn  =  −
〈 ( − ) 〉−

1

1ψ ψn n n nE, A
.

Pry c\omu  An  rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq z çyslamy  Ej ,  j ≤ n,  a matry-

cq Qkobi, asocijovana z  An ,  zbiha[t\sq z  Jn .  Oçevydno, wo  J = st.gr-lim Jn ,  n →
→ ∞  (dokladniße dyv. [19]).  

Qkwo pry deqkomu  k  vyqvyt\sq, wo  det Jk = 0,  to ce ekvivalentno spivvidno-

ßenng

b
a

b
a

b
a

b

k
k

k

−
− … −

−

−

−

2
2

1
2
2

2
1
2

1

  =  0,

wo u svog çerhu pryvodyt\ do  αk = ∞.  V takomu razi operator  Ak  vyznaça[mo

qk rozßyrennq za Fridrixsom symetryçnoho operatora  Ȧk −1 : = Ak –1 | { f ∈
∈ D ( Ak –1 ) : 〈 f, ωk 〉 = 0 }.  Todi systema rivnqn\ dlq znaxodΩennq vektora  ψk ,

zobraΩenoho linijnog kombinaci[g 

ψk  =  x x xk k j j k k k
j

k

0 0
1

1

, , ,ϕ ψ ϕ+ +
=

−

∑ ,

ma[ vyhlqd 

( ψk , ψj )  =  0,      j  =  1, … , k – 1,

|| ψk ||  =  1,

| 〈 ψk , Ak –2 ψk –1 〉 |  =  ak –1 ,

de perßi  k  rivnqn\ — umovy otonormovanosti systemy vektoriv  ψj .  3najßovßy
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vektor  ψk ,  vyznaçymo çyslo  Ek  i operator  Ak  takym Ωe sposobom, qk i vywe.

Z cym operatorom bude asocijovana matrycq  Jk .

Teoremu 2 dovedeno.

Na zaverßennq zaznaçymo, wo qkobi[va matrycq qk ob’[kt doslidΩennq, zvy-

çajno, vynyka[ v problemi momentiv (dyv., napryklad, ohlqdovi statti [20, 21]).
Tut uperße matryci Qkobi vidihragt\ rol\ zburennq samosprqΩenoho operatora.

Ce vidkryva[ novyj sposib pobudovy synhulqrno zburenyx operatoriv u vypadku,

koly zburennq zada[t\sq mirog, zoseredΩenog na dovil\no skladnij mnoΩyni

(fraktali).  Potribno za takog mirog pobuduvaty qkobi[vu matrycg (zhidno z

teori[g problemy momentiv), a potim vykorystaty ]] dlq vvedennq zburenoho

operatora, qk bulo opysano vywe. 
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