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БIГАРМОНIЧНИМИ IНТЕГРАЛАМИ ПУАССОНА

We study the problem of approximation of (\psi , \beta )-differentiable (in Stepanets’ sense) functions whose (\psi , \beta )-derivative
belongs to the class H\alpha by biharmonic Poisson integrals in the uniform metric.

Дослiджується питання наближення (\psi , \beta )-диференцiйовних у розумiннi О. I. Степанця функцiй, (\psi , \beta )-похiдна
яких належить класу H\alpha , бiгармонiчними iнтегралами Пуассона в рiвномiрнiй метрицi.

Нехай C — простiр 2\pi -перiодичних неперервних функцiй, в якому норма задається за допомо-
гою рiвностi \| f\| C = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

t
| f(t)| ; L — простiр 2\pi -перiодичних сумовних на перiодi функцiй, в

якому норма задається рiвнiстю \| f\| L =

\int \pi 

 - \pi 

\bigm| \bigm| f(t)\bigm| \bigm| dt.
Нехай, далi, функцiя f \in L i S[f ] =

a0(f)

2
+
\sum \infty 

k=1

\bigl( 
ak(f) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx+ bk(f) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx)

\bigr) 
— її ряд

Фур’є.

Якщо \psi (k) — фiксована послiдовнiсть дiйсних чисел i \beta — деяке дiйсне число, а ряд

\infty \sum 
k=1

1

\psi (k)

\biggl( 
ak(f) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
kx+

\beta \pi 

2

\biggr) 
+ bk(f) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
kx+

\beta \pi 

2

\biggr) \biggr) 
(1)

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї \varphi , то функцiю \varphi , згiдно з О. I. Степанцем (див. [1,
с. 132]), називають (\psi , \beta )-похiдною функцiї f i позначають f\psi \beta . Множину сумовних функ-

цiй f, для яких iснує (\psi , \beta )-похiдна, позначають через L\psi \beta , а пiдмножину неперервних функцiй

iз L\psi \beta — через C\psi \beta .

Якщо f \in C\psi \beta i при цьому f\psi \beta \in H\alpha , 0 \leq \alpha < 1, тобто\bigm| \bigm| f\psi \beta (x+ h) - f\psi \beta (x)
\bigm| \bigm| \leq | h| \alpha , x, h \in [0, 2\pi ],

то кажуть, що f належить класу C\psi \beta H
\alpha .

Зазначимо, що якщо \psi (k) = k - r, r > 0, то C\psi \beta = W r
\beta i f\psi \beta = f

(r)
\beta — (r, \beta )-похiдна в сенсi

Вейля – Надя.

Послiдовностi \psi (k), якi входять в означення (\psi , \beta )-похiдних, взагалi кажучи, можуть бути
довiльними. Але, як показав О. I. Степанець [1], у багатьох випадках можна обмежитися,
без iстотних втрат загальностi, лише додатними опуклими донизу послiдовностями \psi (k), якi
задовольняють умову \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}k\rightarrow \infty \psi (k) = 0.

Будемо вважати, що послiдовнiсть \psi (k) є звуженням на множину натуральних чисел функ-
цiй неперервного аргумента t \geq 1 з множини

\frakM =
\Bigl\{ 
\psi (t) : \psi (t) > 0, \psi (t1) - 2\psi 

\bigl( 
(t1 + t2)/2

\bigr) 
+ \psi (t2) \geq 0 \forall t1, t2 \in [1,\infty ), \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\rightarrow \infty 
\psi (t) = 0

\Bigr\} 
.
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Як показано в [1], будь-яка сумовна (неперервна) функцiя f обов’язково має (\psi , \beta )-похiдну,
яка також є сумовною (неперервною), i при цьому \psi належить \frakM .

Iз множини \frakM видiлимо пiдмножину

\frakM 0 =

\biggl\{ 
\psi \in \frakM : 0 <

t

\eta (t) - t
\leq K \forall t \geq 1

\biggr\} 
,

де \eta (t) = \eta (\psi ; t) = \psi  - 1

\biggl( 
1

2
\psi (t)

\biggr) 
, а K — деяка стала, яка, можливо, залежить вiд \psi .

Нехай U(\rho ;x) = Un(\rho ; f ;x) — полiгармонiчна функцiя порядку n в одиничному крузi
| z| < 1 (z = \rho eix), тобто є розв’язком рiвняння

\Delta nU(\rho ;x) = 0, (2)

де \Delta =
\partial 2

\partial \rho 2
+

1

\rho 

\partial 

\partial \rho 
+

1

\rho 2
\partial 2

\partial x2
— оператор Лапласа в полярних координатах.

Розв’язок рiвняння (2) iз заданими граничними умовами

U(\rho ;x)
\bigm| \bigm| \bigm| 
\rho =1

= f(x),
\partial k

\partial \rho k
U(\rho ;x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\rho =1

= 0, k = 1, 2, . . . , n - 1, (3)

де f — сумовна 2\pi -перiодична функцiя, далi будемо позначати так: Pn(\rho ; f ;x) = Un(\rho ; f ;x),

n \in \BbbN . Згiдно з формулою (3.127.5) iз монографiї М. П. Тiмана [2], розв’язок крайової задачi (2),
(3) можна записати у виглядi

Pn(\rho ; f ;x) =
a0
2

+
\infty \sum 
i=1

\lambda i(\rho ;n) (ai \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ix+ bi \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ix) , 0 \leq \rho < 1,

де ai, bi — коефiцiєнти Фур’є функцiї f,

\lambda i(\rho ;n) = \rho i
n - 1\sum 
k=0

\bigl( 
1 - \rho 2

\bigr) k
Q(k; i),

Q(k; i) =
i(i+ 2)(i+ 4) . . . (i+ 2k  - 2)

k!2k
, i = 0, 1, . . . , Q(k; 0) = 1.

Поклавши \rho = e - 
1
\delta , \delta > 0, величину Pn(\rho ; f ;x) запишемо у виглядi

Pn(\delta ; f ;x) =
a0
2

+
\infty \sum 
i=1

\lambda i(\delta ;n) (ai \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ix+ bi \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ix) ,

\lambda i (\delta ;n) = e - 
i
\delta 

n - 1\sum 
k=0

\bigl( 
1 - e - 

2
\delta 
\bigr) k
Q(k; i).

(4)

При n = 1, 2 з формули (4) отримуємо величини

P1(\delta ; f ;x) =
a0
2

+
\infty \sum 
k=1

e - 
k
\delta (ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx),
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P2(\delta ; f ;x) =
a0
2

+

\infty \sum 
k=1

\biggl( 
1 +

k

2

\bigl( 
1 - e - 

2
\delta 
\bigr) \biggr) 
e - 

k
\delta (ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx),

якi називають вiдповiдно iнтегралом Пуассона та бiгармонiчним iнтегралом Пуассона функ-
цiї f.

Для класiв C\psi \beta H
\alpha будемо розглядати величину

\scrE 
\bigl( 
C\psi \beta H

\alpha ;B\delta 
\bigr) 
C
= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in C\psi \beta H\alpha 

\bigm\| \bigm\| f(\cdot ) - B\delta (f ; \cdot )
\bigm\| \bigm\| 
C
.

Якщо в явному виглядi знайдена функцiя \varphi (\delta ) є такою, що \scrE 
\bigl( 
C\psi \beta H

\alpha ;B\delta 
\bigr) 
C

= \varphi (\delta ) +

+ o
\bigl( 
\varphi (\delta )

\bigr) 
при \delta \rightarrow \infty , то говорять (див., наприклад, [3, с. 8]), що розв’язано задачу Колмого-

рова – Нiкольського для методу B\delta (f ;x) на класi C\psi \beta H
\alpha в метрицi простору C.

Вивченню апроксимативних властивостей iнтегралiв Пуассона на класах диференцiйовних
функцiй присвячено роботи [4 – 13], зокрема на класах C\psi \beta H

\alpha — роботу [14].
Початок дослiджень апроксимативних властивостей бiгармонiчних iнтегралiв Пуассона бу-

ло покладено в роботi С. Канiєва [15]. Далi дослiдження в даному напрямку були продовженi в
роботах [16 – 22]. Що ж стосується питання про апроксимативнi властивостi бiгармонiчних iн-
тегралiв Пуассона на класах C\psi \beta H

\alpha з точки зору задачi Колмогорова – Нiкольського, то воно до
цього часу залишалось вiдкритим. Тому мета даної роботи полягає в отриманнi асимптотичних
рiвностей для величини \scrE 

\bigl( 
C\psi \beta H

\alpha ;B\delta 
\bigr) 
C

при \delta \rightarrow \infty .

Справджуються такi твердження.
Теорема 1. Нехай \psi належить \frakM 0, функцiя g(u) = g(\psi ;u) := u2\psi (u) опукла донизу на

[b,\infty ), b \geq 1,

\int \infty 

1

g(u)

u
du <\infty , 0 \leq \alpha < 1 i \beta \in \BbbR . Тодi при \delta \rightarrow \infty має мiсце асимптотична

рiвнiсть

\scrE 
\bigl( 
C\psi \beta H

\alpha ;B\delta 
\bigr) 
C
=

1

\delta 2
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in C\psi \beta H\alpha 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f (2)0

2
+ f

(1)
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C

+

+O(1)

\left(  1

\delta 3

\delta \int 
1

u2 - \alpha \psi (u) du+
1

\delta 2+\alpha 

\infty \int 
\delta 

u\psi (u) du

\right)  , (5)

де f
(1)
0 i f (2)0 — вiдповiдно (1,0)- i (2,0)-похiдна в сенсi Вейля – Надя функцiї f, а O(1) —

величина, рiвномiрно обмежена по \beta i \delta .

Доведення. Для довiльної функцiї \tau через \widehat \tau (t) позначимо її перетворення Фур’є вигляду

\widehat \tau (t) = \widehat \tau (\beta ; t) := 1

\pi 

\infty \int 
0

\tau (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\Bigl( 
ut+

\beta \pi 

2

\Bigr) 
, du, \beta \in \BbbR , (6)

а через A\alpha (\tau ), 0 \leq \alpha < 1, — величину

A\alpha (\tau ) = A\alpha (\tau ;\beta ) :=
1

\pi 

\infty \int 
 - \infty 

| t| \alpha 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\tau (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dt, \beta \in \BbbR . (7)
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Для бiгармонiчного iнтеграла Пуассона, аналогiчно до формули (6) роботи [21], розглянемо
пiдсумовуючу функцiю

\tau (u) = \tau (\psi ; \delta ;u) :=

\left\{         
(1 - (1 + \gamma u) e - u)

\psi (1)

\psi (\delta )
, 0 \leq u \leq 1

\delta 
,

(1 - (1 + \gamma u) e - u)
\psi (\delta u)

\psi (\delta )
, u \geq 1

\delta 
,

(8)

де \gamma :=
1

2

\bigl( 
1  - e - 

2
\delta 

\bigr) 
\delta . Перетворення Фур’є \widehat \tau (t) функцiї (8) сумовне на всiй числовiй осi

(див. [19]).
Застосовуючи метод доведення леми iз роботи [14], можна показати, що якщо функцiю (8)

подано у виглядi \tau (u) = \varphi (u) + \nu (u), перетворення Фур’є \widehat \varphi (t) i \widehat \nu (t) вигляду (6) сумовнi на
всiй дiйснiй осi, iнтеграли A\alpha (\varphi ) i A\alpha (\nu ) вигляду (7) збiгаються i A\alpha (\nu ) = o

\bigl( 
A\alpha (\varphi )

\bigr) 
, \delta \rightarrow \infty ,

то при 0 \leq \alpha < 1 i \delta \rightarrow \infty справджується асимптотична рiвнiсть

\scrE (C\psi \beta H
\alpha ;B\delta )C = \psi (\delta ) \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in C\psi \beta H\alpha 

\| f\varphi \| C +O

\biggl( 
\psi (\delta )

\delta \alpha 
A\alpha (\nu )

\biggr) 
, (9)

де f\varphi (x) :=
\int \infty 

 - \infty 

\biggl( 
f\psi \beta 

\biggl( 
x+

t

\delta 

\biggr) 
 - f\psi \beta (x)

\biggr) \widehat \varphi (t) dt.
Аналогiчно до доведення теореми 2.1 iз роботи [23], запишемо функцiю \tau (u), задану за

допомогою спiввiдношення (8), у виглядi \tau (u) = \varphi (u) + \nu (u), де

\varphi (u) = \varphi (\psi ; \delta ;u) :=

\left\{         
\biggl( 
u2

2
+
u

\delta 

\biggr) 
\psi (1)

\psi (\delta )
, 0 \leq u \leq 1

\delta 
,\biggl( 

u2

2
+
u

\delta 

\biggr) 
\psi (\delta u)

\psi (\delta )
, u \geq 1

\delta 
,

(10)

\nu (u) = \nu (\psi ; \delta ;u) :=

\left\{         
\biggl( 
1 - (1 + \gamma u)e - u  - u2

2
 - u

\delta 

\biggr) 
\psi (1)

\psi (\delta )
, 0 \leq u \leq 1

\delta 
,\biggl( 

1 - (1 + \gamma u)e - u  - u2

2
 - u

\delta 

\biggr) 
\psi (\delta u)

\psi (\delta )
, u \geq 1

\delta 
,

(11)

а \gamma = \gamma (\delta ) =
1

2

\bigl( 
1 - e - 

2
\delta 

\bigr) 
\delta . Перетворення Фур’є \widehat \varphi (t) i \widehat \nu (t) функцiй (10) i (11) сумовнi на всiй

числовiй осi (цей факт встановлено в роботi [19]).
Доведемо збiжнiсть iнтеграла A\alpha (\varphi ). Для цього, згiдно з теоремою 1 iз роботи [24], необ-

хiдно i достатньо показати збiжнiсть iнтегралiв

1
2\int 

0

u1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| ,
3
2\int 

1
2

| u - 1| 1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| , \infty \int 
3
2

(u - 1)
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| ,
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \beta \pi 2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\bigm| \bigm| \varphi (u)\bigm| \bigm| 
u1+\alpha 

du,

1\int 
0

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du.
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Оскiльки

1
2\int 

0

u1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| \leq \psi (1)

(2 - \alpha )\delta 2 - \alpha \psi (\delta )
+ \delta \alpha 

\infty \int 
1
\delta 

u
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| ,
3
2\int 

1
2

| u - 1| 1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| \leq 2\alpha 
\infty \int 
1
\delta 

u
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| , \infty \int 
3
2

(u - 1)
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| \leq \infty \int 
1
\delta 

u
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| ,
то, повторюючи метод оцiнювання iнтеграла (21) iз роботи [17], оцiнюємо iнтеграл

\int \infty 

1
\delta 

u
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| 
на кожному з промiжкiв

\biggl[ 
1

\delta 
,
b

\delta 

\biggr] 
i

\biggl[ 
b

\delta 
,\infty 
\biggr) 

(при \delta > 2b).

Враховуючи формули (23), (27) iз роботи [17] i опуклiсть донизу функцiї g(u), отримуємо
спiввiдношення

b
\delta \int 

1
\delta 

u
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| = O(1)

\delta 2\psi (\delta )
,

\infty \int 
b
\delta 

u
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| = O(1)

\delta 2\psi (\delta )
.

Тодi при \delta \rightarrow \infty справедливими є оцiнки

1
2\int 

0

u1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| = O(1)

\delta 2 - \alpha \psi (\delta )
,

3
2\int 

1
2

| u - 1| 1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| = O(1)

\delta 2\psi (\delta )
, (12)

\infty \int 
3
2

(u - 1)
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| = O(1)

\delta 2\psi (\delta )
. (13)

Далi, враховуючи (10) i те, що
\int \infty 

1
u\psi (u) du <\infty , маємо

\infty \int 
0

\bigm| \bigm| \varphi (u)\bigm| \bigm| 
u1+\alpha 

du =
5\psi (1)

4(1 - \alpha )\delta 2 - \alpha \psi (\delta )
+

1

\psi (\delta )

\infty \int 
1
\delta 

\biggl( 
u

2
+

1

\delta 

\biggr) 
\psi (\delta u)

u\alpha 
du =

O(1)

\delta 2 - \alpha \psi (\delta )
. (14)

Щод оцiнити iнтеграл
\int 1

0

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du, запишемо його у виглядi суми двох

iнтегралiв

1\int 
0

| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)| 
u1+\alpha 

du =

\left(   1 - 1
\delta \int 

0

+

1\int 
1 - 1

\delta 

\right)   \bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du. (15)
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Введемо функцiю \mu (u) =
u2

2
+
u

\delta 
й оцiнимо перший доданок iз правої частини (15), додаючи

i вiднiмаючи пiд знаком модуля в пiдiнтегральнiй функцiї величину \mu (1  - u)  - \mu (1 + u). В
результатi отримаємо

1 - 1
\delta \int 

0

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du =

1 - 1
\delta \int 

0

\bigm| \bigm| \mu (1 - u) - \mu (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du+

+O(1)

1 - 1
\delta \int 

0

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u) - \mu (1 - u) + \mu (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du. (16)

Iз спiввiдношення (10) випливає, що при u \in [0, 1 - 1/\delta ]

\mu (1 - u) =
\psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 - u)

\bigr) \varphi (1 - u), \mu (1 + u) =
\psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 + u)

\bigr) \varphi (1 + u),

тодi

1 - 1
\delta \int 

0

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u) - \mu (1 - u) + \mu (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du \leq 

\leq 

1 - 1
\delta \int 

0

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u)
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - \psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 - u)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| du

u1+\alpha 
+

1 - 1
\delta \int 

0

\bigm| \bigm| \varphi (1 + u)
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - \psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 + u)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| du

u1+\alpha 
. (17)

З огляду на (12) i (13), на основi леми 1 iз роботи Л. I. Баусова [24, с. 4] отримуємо нерiвнiсть

1 - 1
\delta \int 

0

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u)
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - \psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 - u)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| du

u1+\alpha 
+

1 - 1
\delta \int 

0

\bigm| \bigm| \varphi (1 + u)
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - \psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 + u)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| du

u1+\alpha 
\leq 

\leq KH(\alpha ;\varphi )

\left(   1 - 1
\delta \int 

0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - \psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 - u)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| du

u1+\alpha 
+

1 - 1
\delta \int 

0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - \psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 + u)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| du

u1+\alpha 

\right)   , (18)

H(\alpha ;\varphi ) = | \varphi (0)| +| \varphi (1)| +

1
2\int 

0

u1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| +
3
2\int 

1
2

| u - 1| 1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| + \infty \int 
3
2

(u - 1)
\bigm| \bigm| d\varphi \prime (u)

\bigm| \bigm| . (19)

Тут i далi через K,Ki, i = 1, 2, . . . , позначено сталi, взагалi кажучи, рiзнi в рiзних спiввiдно-
шеннях.

Оскiльки, згiдно з теоремою 3.12.1 iз роботи [1, с. 161],

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
u\rightarrow 0

1 - \psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 - u)

\bigr) 
u

=
| \psi \prime (\delta )| \delta 
\psi (\delta )

\leq K1, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
u\rightarrow 0

\psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 + u)

\bigr)  - 1

u
=

| \psi \prime (\delta )| \delta 
\psi (\delta )

\leq K1,
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то функцiї
1 - \psi (\delta )/\psi 

\bigl( 
\delta (1 - u)

\bigr) 
u

i
\psi (\delta )/\psi 

\bigl( 
\delta (1 + u)

\bigr) 
 - 1

u
обмеженi при всiх u \in [0, 1 - 1/\delta ] .

Тому з (16) – (18) випливає, що

1 - 1
\delta \int 

0

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du =

1 - 1
\delta \int 

0

| \mu (1 - u) - \mu (1 + u)| 
u1+\alpha 

du+O(1)H(\alpha ;\varphi ). (20)

Розглянемо тепер другий доданок iз правої частини (15). Очевидно, що

1\int 
1 - 1

\delta 

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du =

1\int 
1 - 1

\delta 

\bigm| \bigm| \mu (1 - u) - \mu (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du+

+O(1)

1\int 
1 - 1

\delta 

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u) - \mu (1 - u) + \mu (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du. (21)

З (10) при u \in 
\biggl[ 
1 - 1

\delta 
; 1

\biggr] 
маємо

\mu (1 - u) =
\psi (\delta )

\psi (1)
\varphi (1 - u), \mu (1 + u) =

\psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 + u)

\bigr) \varphi (1 + u),

тодi, аналогiчно до (17) i (18), отримуємо

1\int 
1 - 1

\delta 

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du \leq 

\leq KH(\alpha ;\varphi )

\left(   1\int 
1 - 1

\delta 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - \psi (\delta )

\psi (1)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| du

u1+\alpha 
+

1\int 
1 - 1

\delta 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - \psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 + u)

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| du

u1+\alpha 

\right)   . (22)

Оскiльки функцiї 1 - \psi (\delta )

\psi (1)
i

\psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 + u)

\bigr)  - 1 обмеженi при всiх u \in 
\biggl[ 
1 - 1

\delta 
, 1

\biggr] 
, \delta > 1, то

1\int 
1 - 1

\delta 

\biggl( 
1 - \psi (\delta )

\psi (1)

\biggr) 
du

u1+\alpha 
+

1\int 
1 - 1

\delta 

\Biggl( 
\psi (\delta )

\psi 
\bigl( 
\delta (1 + u)

\bigr)  - 1

\Biggr) 
du

u1+\alpha 
= O(1). (23)

На пiдставi спiввiдношень (21) i (23) одержуємо

1\int 
1 - 1

\delta 

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du =

1\int 
1 - 1

\delta 

| \mu (1 - u) - \mu (1 + u)| 
u1+\alpha 

du+O(1)H(\alpha ;\varphi ). (24)

Об’єднуючи формули (20) i (24), приходимо до рiвностi
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1\int 
0

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du =

1\int 
0

| \mu (1 - u) - \mu (1 + u)| 
u1+\alpha 

du+O(1)H(\alpha ;\varphi ). (25)

Враховуючи, що
\int 1

0

| \mu (1 - u) - \mu (1 + u)| 
u1+\alpha 

du =

\int 1

0

2u+
u

\delta 
u1+\alpha 

= O(1), а також той факт, що

на основi (10), (12), (13) i (19) справедливою є оцiнка

H(\alpha ;\varphi ) = O(1)

\biggl( 
1 +

1

\delta 2 - \alpha \psi (\delta )

\biggr) 
, (26)

остаточно отримуємо

1\int 
0

\bigm| \bigm| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du = O(1)

\biggl( 
1 +

1

\delta 2 - \alpha \psi (\delta )

\biggr) 
. (27)

Таким чином, встановлено збiжнiсть iнтеграла A\alpha (\varphi ), а отже, згiдно з теоремою 1 iз робо-
ти [24], з урахуванням формул (10), (12), (14) i (27), оцiнку

A\alpha (\varphi ) = O(1)

\biggl( 
1 +

1

\delta 2 - \alpha \psi (\delta )

\biggr) 
.

Оцiнимо тепер iнтеграл A\alpha (\nu ). Для цього, згiдно з теоремою 1 iз роботи [24], достатньо
оцiнити iнтеграли

1
2\int 

0

u1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| ,

3
2\int 

1
2

| u - 1| 1 - \alpha | d\nu \prime (u)| ,
\infty \int 
3
2

(u - 1)
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| , (28)

\infty \int 
0

| \nu (u)| 
u1+\alpha 

du,

1\int 
0

\bigm| \bigm| \nu (1 - u) - \nu (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du. (29)

Розглянемо функцiю

\phi (u) = \phi (\delta ;u) := 1 - e - u  - \gamma ue - u  - u2

2
 - u

\delta 
. (30)

Неважко переконатись, що

\phi (u) \leq 0, \phi \prime (u) < 0, \phi \prime \prime (u) < 0, u \geq 0. (31)

Для першого iнтеграла з (28) маємо

1
2\int 

0

u1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| = \psi (1)

\psi (\delta )

1
\delta \int 

0

u1 - \alpha | \phi \prime \prime (u)| du+

1
2\int 

1
\delta 

u1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| .

Оскiльки
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\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| \leq 1

\psi (\delta )

\Bigl( \bigm| \bigm| \phi \prime \prime (u)\bigm| \bigm| \psi (\delta u) + 2
\bigm| \bigm| \phi \prime (u)\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \psi \prime (\delta u)

\bigm| \bigm| \delta + | \phi (u)| \psi \prime \prime (\delta u)\delta 2
\Bigr) 
du, (32)

то дослiдимо функцiї \phi (u), \phi \prime (u) i \phi \prime \prime (u) при невеликих значеннях u > 0.

Враховуючи (32) i те, що

e - u \leq 1 - u+
u2

2
, e - u \geq 1 - u, (33)

отримуємо

| \phi (u)| = u2

2
+
u

\delta 
 - 1 + e - u + \gamma ue - u \leq 

\biggl( 
 - 1 + \gamma +

1

\delta 

\biggr) 
u+ (1 - \gamma )u2 + \gamma 

u3

2
,

\bigm| \bigm| \phi \prime (u)\bigm| \bigm| = u+
1

\delta 
 - e - u + \gamma e - u  - \gamma ue - u \leq 

\biggl( 
 - 1 + \gamma +

1

\delta 

\biggr) 
+ 2(1 - \gamma )u+

3

2
\gamma u2,\bigm| \bigm| \phi \prime \prime (u)\bigm| \bigm| = e - u  - 2\gamma e - u + \gamma ue - u + 1 \leq (2 - 2\gamma ) + 3\gamma u.

Звiдси, внаслiдок нерiвностей

\gamma < 1, 1 - \gamma <
1

\delta 
,  - 1 + \gamma +

1

\delta 
<

2

3\delta 2
, (34)

випливає, що\bigm| \bigm| \phi (u)\bigm| \bigm| < 2

3\delta 2
u+

1

\delta 
u2 +

u3

2
,

\bigm| \bigm| \phi \prime (u)\bigm| \bigm| < 2

3\delta 2
+

2

\delta 
u+

3

2
u2,

\bigm| \bigm| \phi \prime \prime (u)\bigm| \bigm| < 2

\delta 
+ 3u. (35)

Застосування останньої нерiвностi з (35) дозволяє записати оцiнку

\psi (1)

\psi (\delta )

1
\delta \int 

0

u1 - \alpha | \phi \prime \prime (u)| du \leq 1

\psi (\delta )

1
\delta \int 

0

u1 - \alpha 
\biggl( 
2

\delta 
+ 3u

\biggr) 
du =

K

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )
. (36)

Враховуючи (32) i (35), маємо

1
2\int 

1
\delta 

u1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| \leq 5

\psi (\delta )

1
2\int 

1
\delta 

u2 - \alpha \psi (\delta u) du+

+
25\delta 

3\psi (\delta )

1
2\int 

1
\delta 

u3 - \alpha | \psi \prime (\delta u)| du+
13\delta 2

6\psi (\delta )

1
2\int 

1
\delta 

u4 - \alpha \psi \prime \prime (\delta u) du. (37)

Iнтегруючи частинами останнiй iнтеграл iз (37) i застосовуючи теореми 3.16.1 [1, с. 175] i 3.12.1
[1, с. 161], одержуємо

1
2\int 

1
\delta 

u1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| < 13\delta 

\bigm| \bigm| \psi \prime \bigl( \delta 
2

\bigr) \bigm| \bigm| 
6 \cdot 24 - \alpha \psi (\delta )

+
13 | \psi \prime (1)| 
6\delta 3 - \alpha \psi (\delta )

+
5

\psi (\delta )

1
2\int 

1
\delta 

u2 - \alpha \psi (\delta u) du+
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+
(102 - 4\alpha )\delta 

6\psi (\delta )

1
2\int 

1
\delta 

u3 - \alpha | \psi \prime (\delta u)| du \leq K1 +
K2

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )
+

K3

\psi (\delta )

1
2\int 

1
\delta 

u2 - \alpha \psi (\delta u) du. (38)

Отже, з (36) i (38) маємо

1
2\int 

0

u1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| = O(1)

\left(  1 +
1

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )
+

1

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )

\delta \int 
1

u2 - \alpha \psi (u) du

\right)  . (39)

Оцiнимо тепер другий i третiй iнтеграли з (28). Для цього знайдемо оцiнки зверху величин\bigm| \bigm| \phi (u)\bigm| \bigm| , \bigm| \bigm| \phi \prime (u)\bigm| \bigm| i
\bigm| \bigm| \phi \prime \prime (u)\bigm| \bigm| , якi зручно застосовувати при великих значеннях u. З урахуванням (31),

перших нерiвностей з (33), (34) i нерiвностi e - u \leq 1, u \geq 0, отримуємо

| \phi (u)| =  - 1 + e - u + \gamma ue - u +
u2

2
+
u

\delta 
\leq u2 +

u

\delta 
. (40)

Аналогiчно, з урахуванням (31) i нерiвностi \gamma < 1 знаходимо\bigm| \bigm| \phi \prime (u)\bigm| \bigm| =  - e - u + \gamma e - u  - \gamma ue - u + u+
1

\delta 
\leq u+

1

\delta 
, (41)

а з допомогою (31) i нерiвностi ue - u \leq 1, u \geq 0, маємо\bigm| \bigm| \phi \prime \prime (u)\bigm| \bigm| = e - u(1 - 2\gamma + \gamma u) + 1 \leq 3. (42)

Легко бачити, що

3
2\int 

1
2

| u - 1| 1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| \leq 2\alpha 

3
2\int 

1
2

u
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| , \infty \int 

3
2

(u - 1)
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| \leq 2\alpha 

\infty \int 
3
2

u
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| . (43)

З (32) i (40) – (42) випливає оцiнка

\infty \int 
1
2

u
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| \leq 3

\psi (\delta )

\infty \int 
1
2

u\psi (\delta u) du+
4\delta 

\psi (\delta )

\infty \int 
1
2

u2| \psi \prime (\delta u)| du+
2\delta 2

\psi (\delta )

\infty \int 
1
2

u3\psi \prime \prime (\delta u) du. (44)

Застосовуючи метод iнтегрування частинами до останнього iнтеграла з (44) i теореми 3.16.1
[1, с. 175] i 3.12.1 [1, с. 161], одержуємо

\infty \int 
1
2

u
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| \leq 2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \psi \prime 
\biggl( 
\delta 

2

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
4\psi (\delta )

+
3

\psi (\delta )

\infty \int 
1
2

u\psi (\delta u) du+
10\delta 

\psi (\delta )

\infty \int 
1
2

u2
\bigm| \bigm| \psi \prime (\delta u)

\bigm| \bigm| du \leq 

\leq K1 +
K2

\psi (\delta )

\infty \int 
1
2

u\psi (\delta u) du \leq K3 +
K2

\psi (\delta )

\infty \int 
1

u\psi (\delta u) du. (45)

На основi (43) i (45) робимо висновок, що

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2020, т. 72, № 1



30 Ф. Г. АБДУЛЛАЄВ, Ю. I. ХАРКЕВИЧ

3
2\int 

1
2

| u - 1| 1 - \alpha 
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| = O(1)

\left(  1 +
1

\delta 2\psi (\delta )

\infty \int 
\delta 

u\psi (u) du

\right)  , (46)

\infty \int 
3
2

(u - 1)
\bigm| \bigm| d\nu \prime (u)\bigm| \bigm| = O(1)

\left(  1 +
1

\delta 2\psi (\delta )

\infty \int 
\delta 

u\psi (u) du

\right)  . (47)

Використавши схему оцiнювання першого iнтеграла з (56) iз роботи [11], знайдемо оцiнки

iнтеграла
\int \infty 

0

| \nu (u)| 
u1+\alpha 

du на промiжках

\biggl[ 
0;

1

\delta 

\biggr] 
,

\biggl[ 
1

\delta 
; 1

\biggr] 
i [1;\infty ). Враховуючи першу нерiвнiсть

з (35) i (40), маємо
1
\delta \int 

0

| \nu (u)| 
u1+\alpha 

du \leq \psi (1)

\psi (\delta )

1
\delta \int 

0

\biggl( 
2

3\delta 2
u+

1

\delta 
u2 +

1

2
u3
\biggr) 

du

u1+\alpha 
=

K1

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )
,

1\int 
1
\delta 

| \nu (u)| 
u1+\alpha 

du \leq 
1\int 

1
\delta 

\biggl( 
2

3\delta 2
u+

1

\delta 
u2 +

1

2
u3
\biggr) 
\psi (\delta u)

\psi (\delta )

du

u1+\alpha 
\leq 

\leq 13

6\psi (\delta )

1\int 
1
\delta 

u2 - \alpha \psi (\delta u) du =
K2

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )

\delta \int 
1

u2 - \alpha \psi (u) du,

\infty \int 
1

| \nu (u)| 
u1+\alpha 

du \leq 
\infty \int 
1

\Bigl( 
u2 +

u

\delta 

\Bigr) \psi (\delta u)
\psi (\delta )

du

u1+\alpha 
\leq 

\leq 2

\psi (\delta )

\infty \int 
1

u1 - \alpha \psi (\delta u) du =
K3

\delta 2 - \alpha \psi (\delta )

\infty \int 
\delta 

u1 - \alpha \psi (u) du.

Звiдси
\infty \int 
0

\bigm| \bigm| \nu (u)\bigm| \bigm| 
u1+\alpha 

du =

= O(1)

\left(  1

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )
+

1

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )

\delta \int 
1

u2 - \alpha \psi (u) du+
1

\delta 2 - \alpha \psi (\delta )

\infty \int 
\delta 

u1 - \alpha \psi (u) du

\right)  . (48)

Можна показати, що для другого iнтеграла з (29) має мiсце спiввiдношення, аналогiчне
до (25), тобто

1\int 
0

\bigm| \bigm| \nu (1 - u) - \nu (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du =

1\int 
0

\bigm| \bigm| \phi (1 - u) - \phi (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du+O(1)H(\alpha ; \nu ), (49)

де величина H(\alpha ; \nu ) визначена рiвнiстю (19).
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Виконуючи елементарнi перетворення, приходимо до рiвностi\bigm| \bigm| \phi (1 + u) - \phi (1 - u)
\bigm| \bigm| = \Bigl( e - (1+u)  - e - (1 - u)

\Bigr) 
(1 + \gamma ) + u

\biggl( 
e - (1+u) + e - (1 - u) + 2 +

2

\delta 

\biggr) 
. (50)

Оскiльки \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}u\rightarrow 0
e - (1 - u)  - e - (1+u)

u
=

2

e
, то функцiя

e - (1 - u)  - e - (1+u)

u
обмежена при всiх

u \geq 0. Тому згiдно з (49), (50) маємо

1\int 
0

\bigm| \bigm| \nu (1 - u) - \nu (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du = O(1)

\bigl( 
1 +H(\alpha ; \nu )

\bigr) 
. (51)

З (39), (46), (47) i (51) робимо висновок, що

1\int 
0

\bigm| \bigm| \nu (1 - u) - \nu (1 + u)
\bigm| \bigm| 

u1+\alpha 
du =

= O(1)

\left(  1 +
1

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )
+

1

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )

\delta \int 
1

u2 - \alpha \psi (u) du+
1

\delta 2\psi (\delta )

\infty \int 
\delta 

u\psi (u) du

\right)  . (52)

З теореми 1 роботи [24], враховуючи (39), (46) – (48), (52) i те, що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\delta \rightarrow \infty 

\delta \int 
1

u2 - \alpha \psi (u) du \geq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\delta \rightarrow \infty 

\delta \int 
1

u\psi (u) du = K1,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\delta \rightarrow \infty 

1

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )

\delta \int 
1

u2 - \alpha \psi (u) du \geq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\delta \rightarrow \infty 

1

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )
\delta 2\psi (\delta )

\delta \int 
1

u - \alpha du = K2,

отримуємо

A\alpha (\nu ) = O(1)

\left(  1

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )

\delta \int 
1

u2 - \alpha \psi (u) du+
1

\delta 2\psi (\delta )

\infty \int 
\delta 

u\psi (u) du

\right)  . (53)

Отже, ми переконались у збiжностi iнтегралiв A\alpha (\varphi ), A\alpha (\nu ), 0 \leq \alpha < 1, а також у тому,
що A\alpha (\nu ) = o

\bigl( 
A\alpha (\varphi )

\bigr) 
, \delta \rightarrow \infty , тобто в справедливостi рiвностi (9).

Згiдно з (9) i оцiнкою (53) справджується рiвнiсть

\scrE (C\psi \beta H
\alpha ;B\delta )C = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in C\psi \beta H\alpha 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \psi (\delta )
\infty \int 

 - \infty 

\biggl( 
f\psi \beta 

\biggl( 
x+

t

\delta 

\biggr) 
 - f\psi \beta (x)

\biggr) \widehat \varphi (t) dt
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C

+

+O(1)

\left(  1

\delta 3

\delta \int 
1

u2 - \alpha \psi (u) du+
1

\delta 2+\alpha 

\infty \int 
\delta 

u\psi (u) du

\right)  , \delta \rightarrow \infty . (54)

Як i при доведеннi рiвностi (98) з [25], можна показати, що ряд Фур’є функцiї f\varphi (x) має вигляд
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S[f\varphi ] =

\infty \sum 
k=1

\biggl( 
k2

2\delta 2\psi (\delta )
+

k

\delta 2\psi (\delta )

\biggr) 
(ak(f) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx+ bk(f) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx),

де ak(f), bk(f), k \in \BbbN , — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.

З останньої рiвностi i формули (1) маємо

f\varphi (x) =
1

\delta 2\psi (\delta )

\Biggl( 
f
(2)
0 (x)

2
+ f

(1)
0 (x)

\Biggr) 
. (55)

Пiдставляючи (55) в (54), отримуємо (5).

Теорему 1 доведено.

Прикладом функцiй \psi \in \frakM , для яких справедливою є теорема 1, є функцiї вигляду \psi (u) =
= u - r, \psi (u) = u - r \mathrm{l}\mathrm{n}\varepsilon (u + K), \psi (u) = u - r \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g} u, \psi (u) = (K + e - u)u - r, u \geq 1, r > 2,

\varepsilon <  - 1, K > 0.

Наведемо наслiдок з теореми 1 для функцiй \psi (u) = u - r, r > 2.

Наслiдок. Нехай r > 2, 0 \leq \alpha < 1 i \beta \in \BbbR . Тодi при \delta \rightarrow \infty має мiсце асимптотична
рiвнiсть

\scrE 
\bigl( 
W r
\beta H

\alpha ;B\delta 
\bigr) 
C
=

1

\delta 2
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in W r
\beta H

\alpha 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f (2)0

2
+ f

(1)
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C

+O(1)\Upsilon (r, \alpha ), (56)

де

\Upsilon (r, \alpha ) =

\left\{               

1

\delta r+\alpha 
, r + \alpha < 3,

\mathrm{l}\mathrm{n} \delta 

\delta 3
, r + \alpha = 3,

1

\delta 3
, r + \alpha > 3,

f
(1)
0 (x) i f (2)0 (x) — вiдповiдно (1,0)- i (2,0)-похiднi в сенсi Вейля – Надя, а O(1) — величина,

рiвномiрно обмежена по \beta i \delta .

Теорема 2. Нехай \psi належить \frakM , функцiя g(u) = u2\psi (u) опукла донизу на [b,\infty ), b \geq 1,

\infty \int 
1

u3\psi (u) du <\infty , (57)

0 \leq \alpha < 1 i \beta \in \BbbR . Тодi при \delta \rightarrow \infty має мiсце асимптотична рiвнiсть

\scrE (C\psi \beta H
\alpha ;B\delta )C =

1

\delta 2
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in C\psi \beta H\alpha 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f (2)0

2
+ f

(1)
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C

+
O(1)

\delta 3
, (58)

де f
(1)
0 i f (2)0 — вiдповiдно (1,0)- i (2,0)-похiднi в сенсi Вейля – Надя функцiї f, а O(1) —

величина, рiвномiрно обмежена по \alpha , \beta i \delta .
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Доведення. Покажемо, що iнтеграл A\alpha (\tau ) вигляду (7) збiгається. Для цього запишемо
функцiю \tau (u) вигляду (8) як суму функцiй \varphi (u) i \nu (u), якi визначаються вiдповiдно форму-
лами (10) i (11). Тодi дослiдимо на збiжнiсть iнтеграл A\alpha (\varphi ) вигляду (7). Для цього подiлимо
множину ( - \infty ,\infty ) на двi пiдмножини: ( - \infty , - \delta ) \cup (\delta ,+\infty ) i [ - \delta , \delta ].

З [18, с. 1101] отримуємо

\int 
| t| \geq \delta 

| t| \alpha 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\varphi (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dt \leq 2K1

(1 - \alpha )\delta 2 - \alpha \psi (\delta )
. (59)

Знайдемо оцiнку iнтеграла A\alpha (\varphi ) на промiжку [ - \delta , \delta ]. Оскiльки має мiсце умова (57), то

\delta \int 
 - \delta 

| t| \alpha 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\varphi (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dt \leq 2\delta 1+\alpha 

1 + \alpha 

\infty \int 
0

\bigm| \bigm| \varphi (u)\bigm| \bigm| du =

=
4\psi (1)

3\psi (\delta )\delta 2 - \alpha 
1

1 + \alpha 
+

2\delta 1+\alpha 

(1 + \alpha )\psi (\delta )

\infty \int 
1
\delta 

\biggl( 
u2

2
+
u

\delta 

\biggr) 
\psi (\delta u) du \leq K2

\delta 2 - \alpha \psi (\delta )
. (60)

Iз спiввiдношень (59), (60) при \delta \rightarrow \infty випливає оцiнка

A\alpha (\varphi ) =
O(1)

\delta 2 - \alpha \psi (\delta )
.

Отже, iнтеграл A\alpha (\varphi ) збiгається на всiй числовiй осi.

Далi покажемо збiжнiсть iнтеграла A\alpha (\nu ), який визначається за допомогою формули (7).
Для цього подiлимо множину ( - \infty ,\infty ) на двi частини: [ - \delta , \delta ] i ( - \infty , - \delta ) \cup (\delta ,\infty ) так, що

A\alpha (\nu ) =

\delta \int 
 - \delta 

| t| \alpha | \widehat \nu (t)| dt+ \int 
| t| >\delta 

| t| \alpha | \widehat \nu (t)| dt = I1(\delta ) + I2(\delta ), (61)

I1(\delta ) = I1(\psi ;\alpha ; \delta ) :=

\delta \int 
 - \delta 

| t| \alpha | \widehat \nu (t)| dt, I2(\delta ) = I2(\psi ;\alpha ; \delta ) :=

\int 
| t| >\delta 

| t| \alpha | \widehat \nu (t)| dt.
Врахувавши першу нерiвнiсть iз (35) i те, що

\int \infty 

1
u3\psi (u) du < \infty , знайдемо оцiнку iнте-

грала I1(\delta ):

I1(\delta ) \leq 
1

\pi 

\delta \int 
 - \delta 

| t| \alpha 
\infty \int 
0

| \nu (u)| du dt = 2\delta 1+\alpha 

(1 + \alpha )\pi 

\infty \int 
0

| \nu (u)| du =

=
2\delta 1+\alpha 

(1 + \alpha )\pi 

1
\delta \int 

0

| \phi (u)| \psi (1)
\psi (\delta )

du+
2\delta 1+\alpha 

(1 + \alpha )\pi 

\infty \int 
1
\delta 

| \phi (u)| \psi (\delta u)
\psi (\delta )

du \leq 
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\leq 2\delta 1+\alpha 

(1 + \alpha )\pi 

1
\delta \int 

0

\biggl( 
2

3\delta 2
u+

1

\delta 
u2 +

u3

2

\biggr) 
\psi (1)

\psi (\delta )
du+

+
2\delta 1+\alpha 

(1 + \alpha )\pi 

\infty \int 
1
\delta 

\biggl( 
2

3\delta 2
u+

1

\delta 
u2 +

u3

2

\biggr) 
\psi (\delta u)

\psi (\delta )
du \leq K3

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )
. (62)

Оцiнимо iнтеграл I2(\delta ). Оскiльки, згiдно з [18, с. 1105],\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\nu (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq K4

t2\delta 2\psi (\delta )
,

то при \delta \rightarrow \infty отримуємо

I2(\delta ) =
1

\pi 

\int 
| t| >\delta 

| t| \alpha 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\nu (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dt \leq K5

(1 - \alpha )\delta 3 - \alpha \psi (\delta )
. (63)

Об’єднуючи формули (61) – (63), записуємо оцiнку

A\alpha (\nu ) =
O(1)

\delta 3 - \alpha \psi (\delta )
. (64)

Отже, iнтеграли A\alpha (\varphi ) й A\alpha (\nu ) вигляду (7) збiгаються i A\alpha (\nu ) = o (A\alpha (\varphi )) . Тому на
основi (9), враховуючи оцiнку (64), отримуємо (58).

Теорему 2 доведено.
Прикладом функцiй \psi \in \frakM , для яких виконуються умови теореми 2, але не виконуються

умови теореми 1, є функцiї \psi (t) = e - \gamma t
r
, \gamma \in \BbbR , r > 0.

Зауваження. При виконаннi умов теорем 1 i 2 рiвностi (5) i (58) дають розв’язок задачi
Колмогорова – Нiкольського для бiгармонiчного iнтеграла Пуассона на класах C\psi \beta H

\alpha в рiвно-
мiрнiй метрицi.
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