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I ЦIЛКОМ РЕГУЛЯРНЕ ЗРОСТАННЯ ЦIЛИХ ФУНКЦIЙ

We study relations between the class of entire functions of order \rho and of completely regular growth and the class of
entire functions of bounded l-index, where l(z) = | z| \rho  - 1 + 1 for | z| \geq 1. Possible applications of these functions in the
analytic theory of differential equations are considered. We pose three new problems on the existence of functions with
given properties which belong to the difference of these classes and, for the fourth problem, we give an affirmative answer.
Namely, we suggest sufficient conditions for an infinite product to be an entire function of completely regular growth of
order \rho with unbounded l\rho -index and its zeros do not satisfy known Levin’s conditions (C) and (C\prime ). We also construct
an entire function of completely regular growth of order \rho with unbounded l\rho -index, whose zeros do not satisfy known
Levin’s conditions (C) and (C\prime ).

Дослiджується зв’язок мiж класом цiлих функцiй цiлком регулярного зростання порядку \rho i класом цiлих функцiй
обмеженого l-iндексу, де l(z) = | z| \rho  - 1 + 1 для | z| \geq 1. Розглядаються можливi застосування цих функцiй в ана-
лiтичнiй теорiї диференцiальних рiвнянь. Сформульовано три новi проблеми про iснування функцiй iз заданими
властивостями, якi належать до рiзниць цих класiв. Отримано ствердну вiдповiдь на проблему 4, а саме наведено
достатнi умови того, що нескiнченний добуток є цiлою функцiєю цiлком регулярного зростання порядку \rho , необме-
женого l\rho -iндексу, а його нулi не задовольняють вiдомi умови Левiна (C) та (C\prime ). Також побудовано цiлу функцiю
цiлком регулярного зростання порядку \rho й обмеженого iндексу l\rho , нулi якої не задовольняють вiдомi умови Левiна
(C) i (C\prime ).

На сьогоднi властивостi цiлих функцiй цiлком регулярного зростання є досить повно вивченими
(широку бiблiографiю про цей клас функцiй див. у монографiях [1, 15, 22, 24, 30, 32]). Проте
цей роздiл комплексного аналiзу має багато давнiх проблем. Однiєю з таких цiкавих проблем
є проблема Гольдберга – Островського – Петренка [14] (часто використовується скорочення
ГОП-проблема): Нехай

w(n) + an - 1(z)w
(n - 1) + . . .+ a1(z)w

\prime + a0(z)w = 0 (1)

— задане лiнiйне диференцiальне рiвняння, коефiцiєнти якого aj , 0 \leq j \leq n - 1, — цiлi функцiї
цiлком регулярного зростання. Чи кожний розв’язок w(z) рiвняння (1), який має скiнченний
порядок, буде цiлком регулярного зростання?

В. П. Петренко [31] сформулював цю проблему без припущення, що коефiцiєнти aj(z) —
цiлi функцiї цiлком регулярного зростання. Вiн також дав ствердну вiдповiдь, якщо aj(z) —
многочлени. Пiзнiше А. А. Гольдберг [14] спростував цю проблему у формулюваннi Петренка.
Вiн показав, що якщо f — довiльна цiла функцiї з нулями порядку щонайбiльше n  - 1, то
вона задовольняє деяке лiнiйне диференцiальне рiвняння порядку n вигляду (1), де aj , 0 \leq 
\leq j \leq n - 1, — цiлi функцiї. Тому А. А. Гольдберг i Й. В. Островський уточнили формулювання
Петренка, додавши припущення про цiлком регулярне зростання коефiцiєнтiв aj , 0 \leq j \leq n - 1.

Незважаючи на понад 30 рокiв дослiджень, ця проблема залишається нерозв’язаною [23].
Водночас зазначимо [33], що кожен цiлий розв’язок лiнiйного диференцiального рiвняння

n-порядку зi сталими коефiцiєнтами є функцiєю обмеженого iндексу. А цiлi функцiї обмеженого
l-iндексу мають властивостi, що вказують на їхню подiбнiсть до функцiй цiлком регулярного
зростання. Нехай l : \BbbC \rightarrow \BbbR + — задана додатна неперервна функцiя, де \BbbR + = (0,+\infty ). Цiла
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функцiя f називається функцiєю обмеженого l-iндексу [27], якщо iснує цiле число m, не

залежне вiд z, таке, що
| f (p)(z)| 
lp(z)p!

\leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ 
| f (s)(z)| 
ls(z)s!

: 0 \leq s \leq m

\Biggr\} 
для всiх p i кожного z \in \BbbC .

Найменше таке цiле m називається l-iндексом функцiї f i позначається через N(f ; l). Якщо
l(z) \equiv 1, то функцiя f називається функцiєю обмеженого iндексу [29].

Зокрема, цi функцiї мають такi властивостi [2, 34]: рiвномiрний у деякому сенсi розподiл
своїх нулiв, певну регулярну поведiнку розв’язкiв диференцiального рiвняння, тощо. Бiльш
того, вiдомо [26], що кожен цiлий розв’язок рiвняння (1) з многочленними коефiцiєнтами aj(z)

має обмежений l-iндекс з l(z) = | z| s + 1, де s = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}j\in \{ 0,...,n - 1\} 
\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g} aj(z)

j
. Також у працях

[4, 12, 26] отримано достатнi умови обмеженостi l-iндексу цiлих розв’язкiв рiвняння (1), де
aj(z) — цiлi трансцендентнi функцiї. Крiм того, для цiлих функцiй обмеженого l-iндексу в
[27, 34] встановлено такi оцiнки їхнього зростання:

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow \infty 

\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | f(z)| : | z| = r\} \int r
0 l(t)dt

\leq N(f ; l) + 1, (2)

де l = l(| z| ) задовольняє деякi додатковi умови. Визначимо l\rho (z) = | z| \rho  - 1 + 1. Зважаючи на
наведену оцiнку зростання, А. А. Гольдберг [16] неявно сформулював таку проблему.

Проблема 1. Який взаємозв’язок мiж класом цiлих функцiй цiлком регулярного зростання,
скiнченного порядку \rho i класом цiлих функцiй обмеженого l\rho -iндексу?

Ним встановлено такi факти [16]:

1. Нехай 0 < \rho < \infty . Функцiя Мiттаг-Леффлера E\rho (z) =
\sum \infty 

k=0

zk

\Gamma (1 + k/\rho )
має порядок

\rho , обмежений l\rho -iндекс з l\rho (z) = | z| \rho  - 1+1 i цiлком регулярне зростання, де \Gamma — гамма-функцiя,

тобто \Gamma (t) =

\int \infty 

0
xt - 1e - xdx.

2. Iснує цiла функцiя цiлком регулярного зростання i скiнченного порядку \rho \in (0; 1) така,
що вона необмеженого l-iндексу для l(z) = | z| \rho  - 1 + 1.

Остання функцiя побудована Гольдбергом так: для 0 < \rho < \infty позначимо kn = 22
n
, qn =

= 22
n  - 22

n - n = kn(1 - 2 - n), \scrB =
\bigcup \infty 

n=1
[kn, qn+1], \scrA = \{ k1/\rho : k \in \scrB \cap \BbbN \} . Тодi визначимо

g(z) =
\prod 
a\in \scrA 

(1 - z/a). (3)

Зазначимо, що n(r) =
\sum 

a\in \scrA 
| a| <r

1 = (1 + o(1))r\rho при r \rightarrow \infty (див. [16]).

Щоб встановити обмеженiсть l-iндексу функцiї g для деякої функцiї l, ми скористаємося
результатом iз [9]. Нехай Q — клас додатних неперервних функцiй l на [0,+\infty ) таких, що
величина

\lambda (r) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\biggl\{ 
l(t1)

l(t2)
: | t1  - t2| <

r

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ l(t1), l(t2)\} 

\biggr\} 
скiнченна для всiх r \geq 0. Нехай l1(r), l2(r) — додатнi неперервнi функцiї. Запис l1(r) \asymp l2(r)

означає, що iснують \theta 1 > 0 i \theta 2 > 0 такi, що \theta 1l1(r) \leq l2(r) \leq \theta 2l1(r) для всiх r > 0. Наступне
твердження вказує достатнi умови обмеженостi l-iндексу для нескiнченного добутку нульового
роду.
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Твердження 1 [9]. Нехай \pi (z) =
\prod \infty 

n=1

\biggl( 
1 - z

cn

\biggr) 
,
\sum \infty 

n=1

1

| cn| 
< +\infty , n(r, \pi ) =

=
\sum 

| cn| <r
1 i n\gamma /cn \searrow 0 (n \rightarrow \infty ) для деякого \gamma \in (0, 1]. Якщо

\sum \infty 

k=n(r,\pi )

1

| ck| 
=

= O(r - 1n(r, \pi ) \mathrm{l}\mathrm{n}n(r, \pi )), r \rightarrow \infty , то функцiя \pi (z) має обмежений l-iндекс з функцiєю l \in Q

такою, що l(r) \asymp r - 1n(r, \pi ) \mathrm{l}\mathrm{n}n(r, \pi ) (r \rightarrow \infty ).

Також вiдомi iншi результати [10, 37, 38] про обмежений iндекс нескiнченного добутку
нульового роду. З огляду на твердження 1 функцiя g(z) має обмежений l-iндекс з l(r) \asymp 
\asymp r\rho  - 1 \mathrm{l}\mathrm{n} r.

Щоб розглянути докладнiше проблему 1, нам потрiбнi деякi факти з [30]. Нехай f — цiла
функцiя, cn — її нулi, \rho (r) — уточнений порядок функцiї f. Б. Я. Левiн [30, с. 107] видiлив два
пiдкласи цiлих функцiй цiлком регулярного зростання. Вiн припустив, що виконується одна з
наступних умов:

(C) Iснує число d > 0 таке, що кола радiусiв rn = d| cn| 1 - 
\rho (| cn| )

2 з центрами у точках cn не
перетинаються.

(C\prime ) Точки cn лежать в серединi кутiв зi спiльною вершиною в початку координат, якi не
мають iнших спiльних точок i є такими, що якщо пiсля впорядкування за зростанням модулiв
точки множини \{ cn\} лежать в одному з цих кутiв, то всi точки з цього кута задовольняють
нерiвнiсть | ck+1|  - | ck| > d| ck| 1 - \rho (| ck| ) для деякого d > 0.

Функцiя g(z), побудована А. А. Гольдбергом, задовольняє умову (C\prime ).

Наразi ми не можемо дати вичерпну вiдповiдь на проблему Гольдберга. У цiй статтi ми
розглянемо деякi частковi проблеми, пов’язанi з проблемою 1.

У [18] отримано наведенi нижче оцiнки логарифмiчної похiдної цiлої функцiї f цiлком
регулярного зростання, нулi cn якої задовольняють умову (C).

Твердження 2 [18]. Нехай f(z) — цiла функцiя порядку \rho , цiлком регулярного зростання
вiдносно уточненого порядку \rho (r) \rightarrow \rho (r \rightarrow \infty ), а її нулi задовольняють умову (C). Нехай
\Delta (\psi ) — кутова щiльнiсть послiдовностi нулiв функцiї f(z), E — множина точок розриву
функцiї \Delta (\psi ), M — довiльна замкнена множина, а M \subset [0, 2\pi ] \setminus E, U визначено вище. Тодi
для z = rei\varphi \in \BbbC \setminus U рiвномiрно щодо \varphi , \varphi \in M справджується рiвнiсть

f \prime (z)/f(z) = \scrH (\varphi )r\rho (r) - 1 + o(r\rho (r) - 1), r \rightarrow \infty , (4)

де

\scrH (\varphi ) =

\left\{           
 - \pi \rho 

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi \rho 

\int 2\pi 

0
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\{ i[ - \psi + (\rho  - 1)(| \varphi  - \psi |  - \pi )\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\varphi  - \psi )]\} d\Delta (\psi ), \rho \not \in \BbbZ +,

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(i(\rho  - 1)\varphi )

\biggl\{ 
\delta + i

\int 2\pi 

0
[\varphi  - \psi  - \pi \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\varphi  - \psi )]e - i\rho \psi d\Delta (\psi )

\biggr\} 
, \rho \in \BbbZ +,

\delta = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}r\rightarrow \infty r\rho  - \delta (r)\delta (r) i \delta (r) = c+
1

\rho 

\sum 
| ck| \leq r

| cn|  - \rho .

Отже, за твердженням 2 цiла функцiя f(z) скiнченного порядку \rho > 0 i цiлком регулярного
зростання з нулями, що задовольняють умову (C), допускає оцiнку
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\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq Pl\rho (z) (5)

для всiх z, що лежать ззовнi множини U =
\bigcup 

k
\{ z : | z  - cn| < q| cn| 1 - \rho /2\} .

Нижче у доведеннi теореми 1 скористаємося вiдомим логарифмiчним критерiєм обмеже-
ностi l-iндексу. Це твердження 4. Нерiвнiсть (5) — необхiдна умова обмеженостi l\rho -iндексу
цiлих функцiй iз твердження 4, якщо вона виконується для всiх z \in \BbbC \setminus Gq(f), де Gq(f) =

=
\bigcup 

n

\biggl\{ 
z : | z  - cn| <

q

l\rho (cn)

\biggr\} 
. Оскiльки \BbbC \setminus U \subset \BbbC \setminus Gq(f), це приводить до такого питання.

Проблема 2. Чи iснує цiла функцiя f порядку \rho i цiлком регулярного зростання, нулi якої
задовольняють умову (C) i такi, що f — функцiя необмеженого l\rho -iндексу?

Iснують функцiї обмеженого l\rho -iндексу, порядку \rho i цiлком регулярного зростання, нулi
яких задовольняють умову (C) (див. приклади у доведеннi теореми 4 з [8]).

Зважаючи на описанi властивостi функцiї Мiттаг-Леффлера i функцiї g(z), природною
виглядає така проблема.

Проблема 3. Чи iснує цiла функцiя порядку \rho i обмеженого l\rho -iндексу така, що f має не
цiлком регулярне зростання?

Зазначимо, що iснує цiла функцiя порядку \rho i обмеженого l\rho -iндексу така, що f має цiлком
регулярне зростання, а її нулi задовольняють умову (C). Прикладом функцiї з такими властиво-
стями є \sigma -функцiя Вейєрштрасса. Вiдомо, що це цiла функцiя порядку 2 з множиною простих
нулiв на цiлочисловiй ґратцi, а тому вона задовольняє умову (C). Цiлком регулярне зростан-
ня цiєї функцiї встановлено у [20, 25] (також див. [18]). Натомiсть обмеженiсть l-iндексу цiєї
функцiї з l(r) = r (так звану гiпотезу Шеремети) доведено у статтi [6].

Зокрема, умови (C) i (C\prime ) не вичерпують усi функцiї цiлком регулярного зростання. Також
вiдомим є великий клас цiлих функцiй цiлком регулярного зростання, нулi яких не задоволь-
няють умови (C) i (C\prime ). Тому наступне питання виглядає цiкавим.

Проблема 4. Чи iснує цiла функцiя f порядку \rho , цiлком регулярного зростання i обмеже-
ного l\rho -iндексу з простими нулями, якi не задовольняють умови (C) та (C\prime )?

Наступне твердження дає ствердну вiдповiдь на питання з проблеми 4.

Твердження 3. Iснує цiла функцiя з простими нулями, порядку \rho , цiлком регулярного зро-
стання i обмеженого l\rho -iндексу, нулi якої не задовольняють умови (C) i (C\prime ).

Доведення. Розглянемо функцiю

g(z) =
\infty \prod 
n=1

\Bigl( 
1 - z

n1/\rho 

\Bigr) 
,

де \rho \in (0, 1). Цiла функцiя g(z) (див. [8], теорема 4) має порядок \rho , цiлком регулярне зростання
i обмежений l\rho -iндекс. Її нулi не задовольняють умову (C) i задовольняють умову (C\prime ). Справдi,
маємо

(n+ 1)1/\rho  - n1/\rho > dn1/\rho  - 1 \leftrightarrow (1 + 1/n)1/\rho  - 1 >
d

n
.

Але (1 + 1/n)1/\rho  - 1 \sim 1

n\rho 
при n\rightarrow \infty , тобто для d <

1

\rho 
умова (C\prime ) справджується.
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Подiбним чином вiдстань мiж нулями поводиться як (n+ 1)1/\rho  - n1/\rho \sim n1/\rho 
1

n\rho 
=
n1/\rho  - 1

\rho 
при n \rightarrow \infty . Але для радiуса виконується рiвнiсть (n1/\rho )1 - \rho /2 = n1/\rho  - 1/2. Вiдповiдно, радiус
бiльший за вiдстань мiж двома колами. Звiдси робимо висновок, що нулi функцiї g(z) не
задовольняють умову (C).

Виберемо a \in (0, \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}n\in \BbbN \{ 1, (n + 1)1/\rho  - n1/\rho \} ). Тодi цiла функцiя g1(z) = g(z + a) також
має порядок \rho , цiлком регулярне зростання й обмежений l\ast -iндекс, де l\ast (z) = | z + a| \rho  - 1 + 1.

Розглянемо g2(z) = g(z)g1(z) = g(z)g(z + a). Функцiя g2(z) також цiла функцiя порядку
\rho . Позначимо через n(r, f) число нулiв функцiї f у крузi | z| < r. Зважаючи на вибiр a, маємо
n(r, g) \leq n(r + a, g) \leq n(r, g) + 1, тобто n(r, g2) = n(r, g) + n(r, g1) = n(r, g) + n(r + a, g) \leq 
\leq 2n(r, g) + 1. Тому за твердженням 5 функцiя g2 має цiлком регулярне зростання.

Варто зауважити, що l\ast (z) \sim l\rho (z) при z \rightarrow \infty . Тодi за теоремою 3 з [35] g1(z) також є
функцiєю обмеженого l\rho -iндексу. Вiдомо [35] (наслiдок 1), що добуток цiлих функцiй обмеже-
ного l-iндексу також функцiя обмеженого l-iндексу. Звiдси отримуємо, що функцiя g2(z) має
обмежений l\rho -iндекс.

Звiсно, нулi функцiї g2 не задовольняють умову (C), тому що нулi функцiї g мають подiбну
властивiсть. Бiльш того, вiдстань мiж нулями n1/\rho i n/1\rho  - a дорiвнює a. Але для \rho \in (0, 1)

справджується (n1/\rho  - a)1 - \rho > ((n  - 1)1/\rho )1 - \rho = (n  - 1)1/\rho  - 1 \rightarrow +\infty при n \rightarrow +\infty . Таким
чином, умова (C\prime ) не виконується.

Твердження 3 доведено.

Позначимо через n(r, z, 1/f) =
\sum 

| ak - z| <r
1 лiчильну функцiю нулiв, де (ak)k\in \BbbN — послi-

довнiсть нулiв функцiї f, а z — фiксована точка.

Зауваження 1. Використовуючи iдею доведення твердження 3, ми можемо побудувати цiлу
функцiю f порядку \rho , цiлком регулярного зростання i необмеженого l\rho -iндексу з простими
нулями, якi не задовольняють умови (C) i (C\prime ). Досить розглянути функцiю f(z) = g(z)g(z +

+ a), де g — функцiя, подбудована Гольдбергом у [16] (див. також (3)), а величина a визначена
так само, як у доведеннi твердження 3. Зазначимо, що функцiя Гольдберга не задовольняє умову
1 твердження 4 (див. вiдповiднi мiркування у [15]), тобто нерiвнiсть | g\prime (z)| /| g(z)| \leq Pl\rho (| z| )
не виконується. А це означає, що вона є функцiєю необмеженого l\rho -iндексу.

За твердженням 4 обмеженiсть l-iндексу означає справедливiсть деякої оцiнки логарифмiч-
ної похiдної через функцiю l\rho (умова 1 у твердженнi 4) i рiвномiрний розподiл нулiв у деякому
сенсi (умова 2 у твердженнi 4).

Тому цiкаво з’ясувати, чи iснує цiла функцiя f порядку \rho , цiлком регулярного зростання з
простими нулями, якi не задовольняють умови (C) i (C\prime ) i до того ж \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}z\in \BbbC n(r, z, 1/f) = +\infty .

Iншими словами, функцiя не повинна задовольняти умову 2 твердження 4. Її нулi повиннi
лежати досить близько, щоб умови (C), (C\prime ) й умова 2 з твердження 4 не справджувалися. З
iншого боку, її нулi повиннi лежати на такiй вiдстанi один вiд одного, щоб не порушилося
цiлком регулярне зростання.

Використовуючи приклад з [28, с. 75, 76], ми побудуємо таку функцiю.

Далi запис [a] означатиме цiлу частину числа a \in \BbbR .
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Теорема 1. Нехай \alpha \geq 1, (xn)n\in \BbbN — додатна необмежена послiдовнiсть, що строго

зростає i така, що xn+1  - xn \geq 1,
\sum \infty 

n=1

n\alpha 

xpn
< +\infty ,

\sum \infty 

n=1

n\alpha 

xp - 1
n

= +\infty для деякого

p \in \BbbN \setminus \{ 1\} .

Нехай \rho = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\biggl\{ 
\beta \geq 1 :

\sum \infty 

n=1

n\alpha 

x\beta n
< \infty 

\biggr\} 
, m1 = 1, mk+1 = mk + [k\alpha ], k \in \BbbN , \lambda mk

= xk i

\lambda j = \lambda mk
+

j  - mk

mk+1  - mk
\lambda 1 - \rho mk для mk \leq j < mk+1. Тодi нескiнченний добуток

f(z) =
\infty \prod 
k=1

\biggl( 
1 - zp

\lambda pk

\biggr) 
(6)

має такi властивостi:

1) f — цiла функцiя порядку \rho ;

2) нулi функцiї f не задовольняють умову (C); якщо до того ж n - \alpha x
1 - \rho /2
n \rightarrow 0 при n\rightarrow \infty ,

то вони не задовольняють умову (C\prime );
3) f має необмежений l\rho -iндекс;
4) якщо \alpha = 1 i xn = n\gamma , \gamma \in [1, 2], то функцiя f має цiлком регулярне зростання.

Доведення. Зрозумiло, що

\infty \sum 
n=1

1

\lambda pn
=

\infty \sum 
k=1

mk+1 - 1\sum 
j=mk

1

\lambda pj
\leq 

\infty \sum 
k=1

[k\alpha ]\lambda  - pmk
\leq 

\infty \sum 
k=1

k\alpha 

xpk
< +\infty ,

тобто функцiя f є цiлою. Також для mk \leq j < mk+1 справджується \lambda mk
\leq \lambda j \leq \lambda mk

+ 1.

Звiдси xk \leq \lambda j \leq xk + 1 для mk \leq j < mk+1. Пiдсумовуючи вiдповiднi вирази, отримуємо

[k\alpha ]

x\beta k
\leq 

mk+1 - 1\sum 
j=mk

1

\lambda \beta j
\leq [k\alpha ]

(xk + 1)\beta 
.

Тому

\rho = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\Biggl\{ 
\beta \geq 1 :

\infty \sum 
k=1

k\alpha 

x\beta k
<\infty 

\Biggr\} 
= \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

\left\{   \beta \geq 1 :
\infty \sum 
j=1

1

\lambda \beta j
<\infty 

\right\}   .

Отже, функцiя f має порядок \rho .
Для доведення необмеженостi l\rho -iндексу нам потрiбне допомiжне твердження.
Твердження 4 [34, 35]. Нехай l \in Q. Цiла функцiя f має обмежений l-iндекс тодi й

тiльки тодi, коли:

1) для будь-якого r > 0 iснує P = P (r) > 0 таке, що | f \prime (z)/f(z)| \leq Pl(z) для кожного
z \in \BbbC \setminus Gr;

2) для будь-якого r > 0 знайдеться \~n = \~n(r) \in \BbbZ + таке, що n(r/l(z), z, 1/f) \leq \~n для всiх
z \in \BbbC .

Зауваження 2. Слабшi достатнi умови обмеженостi l-iндексу отримано у [3, 5]. Цей кри-
терiй дуже зручний для дослiдження нескiнченних добуткiв [7 – 11, 19, 36 – 38]. Вiн також
застосовний до диференцiальних рiвнянь [4, 26].
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Доведемо, що умова 2 у твердженнi 4 не задовольняється. Дiйсно,

n

\Biggl( 
1

\lambda \rho  - 1
mk

, \lambda mk
,
1

f

\Biggr) 
=

\sum 
| \lambda j - \lambda mk

| \leq \lambda 1 - \rho 
mk

1 = mk+1  - mk = [k\alpha ] \rightarrow +\infty (k \rightarrow \infty ).

Отже, функцiя f має необмежений l\rho -iндекс.
Тепер перевiримо умову (C\prime ). Наприклад, якщо j = mk, то

| \lambda j+1|  - | \lambda j | =
\biggl( 
\lambda mk

+
1

mk+1  - mk
\lambda 1 - \rho mk

\biggr) 
 - \lambda mk

=

=
1

mk+1  - mk
\lambda 1 - \rho mk

=
1

k\alpha 
\lambda 1 - \rho mk

. (7)

Через те, що
1

k\alpha 
\rightarrow 0 при k \rightarrow +\infty , умова (C\prime ) не виконується. Щоб спростувати справедли-

вiсть умови (C), досить показати, що для j = mk виконується

\lambda j + d\lambda 
1 - \rho /2
j > \lambda j+1  - d\lambda 

1 - \rho /2
j+1

або

\lambda j+1  - \lambda j < d(\lambda 
1 - \rho /2
j + \lambda 

1 - \rho /2
j+1 ).

Але з (7) випливає

\lambda j+1  - \lambda j =
\lambda 
1 - \rho /2
mk

k\alpha 
\lambda 1 - \rho /2mk

=
x
1 - \rho /2
k

k\alpha 
\lambda 1 - \rho /2mk

.

За припущенням цiєї теореми маємо
x
1 - \rho /2
k

k\alpha 
\rightarrow 0 при k \rightarrow \infty . Отже, умова (C) є хибною для

нулiв функцiї f.
Щоб довести властивiсть 4, нам потрiбнi деякi факти з [30] (гл. 2).
Твердження 5 [30, с. 158]. Для того щоб цiла функцiя f(z) уточненого порядку \rho (r) була

функцiєю цiлком регулярного зростання, необхiдно й достатньо, щоб її нулi були регулярно
розподiленi, тобто для всiх, крiм злiченної множини, значень \nu i \theta (0 < \nu < \theta < 2\pi ) iснує

скiнченна границя \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}r\rightarrow \infty 
n(r, \nu , \theta )

r\rho (r)
, а якщо до того ж \rho — цiле число, то iснує скiнченна

границя \delta f = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}r\rightarrow \infty 
\delta f (r)

r\rho (r) - r

\biggl( 
\delta f (r) = c\rho +

1

\rho 

\sum 
| an| \leq r

a - \rho n

\biggr) 
, де c\rho — коефiцiєнт при доданку

з найбiльшим степенем в експоненцiальному множнику на початку канонiчного добутку.

Нехай \alpha = 1, xn = n\gamma , \gamma \in [1; 2]. Тодi \rho =
2

\gamma 
, p =

\biggl[ 
2

\gamma 

\biggr] 
+ 1. Звiдси mk+1 = mk + k,

\lambda mk
= xk = k\gamma i

\lambda j = \lambda k +
j  - mk

mk+1  - mk
\lambda 1 - \rho mk

= k\gamma +
j  - mk

k
(k\gamma )1 - 2/\gamma = k\gamma + (j  - mk)k

\gamma  - 3

для mk \leq j < mk+1.

Нулi функцiї f(z) =
\prod \infty 

k=1

\biggl( 
1 - zp

\lambda pk

\biggr) 
симетрично розподiленi на p променях. Досить

розглянути один промiнь. Нехай n(r, 0) — число нулiв на променi \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}z = 0 в серединi круга
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| z| < r. Тодi верхню оцiнку кутової щiльностi можна отримати з рiвностей

\lambda mk+1 - 1 = k\gamma + k \cdot k\gamma  - 3 = k\gamma + k\gamma  - 2 = r,

n(r, 0) = 1 + 2 + . . .+ k =
k(k + 1)

2
.

Звiдси

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow \infty 

n(r, 0)

r\rho 
= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

k\rightarrow +\infty 

(k2 + k)/2

(k\gamma + k\gamma  - 2)2/\gamma 
=

1

2
.

Для нижньої оцiнки виберемо \lambda mk
= k\gamma = r, тобто k = r1/\gamma . Тодi n(r, 0) = 1 + 2 + . . .+ (k  - 

 - 2) + k  - 1 + 1 =
k(k  - 1)

2
+ 1 =

r1/\gamma (r1/\gamma  - 1)

2
+ 1. Звiдси

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow \infty 

n(r, 0)

r\rho 
= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

r\rightarrow \infty 

r1/\gamma (r1/\gamma  - 1)/2 + 1

r2/\gamma 
=

1

2
.

Згiдно з твердженням 5 функцiя f має цiлком регулярне зростання, якщо 2/\gamma не цiле, а це
можливо, якщо \gamma /\in \{ 1, 2\} .

Якщо ж 2/\gamma — цiле число, то згiдно з твердженням 5 нам потрiбно довести iснування

границi \delta f = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}r\rightarrow \infty 
\delta f (r)

r\rho (r) - r
. У цьому випадку c\rho = 0. Для \rho (r) = \rho \in \{ 1, 2\} маємо

\delta f = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow \infty 

1

\rho 

\sum 
| \lambda k| <r

p - 1\sum 
j=0

\lambda  - \rho k e
2\pi ij
p = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

r\rightarrow \infty 

1

\rho 

\sum 
| \lambda k| <r

\lambda  - \rho k

p - 1\sum 
j=0

e
2\pi ij
p =

= \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow \infty 

1

\rho 

\sum 
| \lambda k| <r

\lambda  - \rho k
1 - e

2\pi ip
p

1 - e
2\pi i
p

= 0.

Звiдси випливає для \gamma \in \{ 1, 2\} функцiя f також має цiлком регулярне зростання.

Теорему 1 доведено.

Зведемо всi наведенi факти в таблицю:

Зростання Умова l\rho ��l\rho 
ц.р. (C) \sigma -функцiя Вейєрштрасса [6, 20, 25] ? (проблема 2)
ц.р. (C\prime ) функцiя Мiттаг-Леффлера [16] Гольдберг [16]

Бордуляк, Шеремета [8]
ц.р. �

�(C\prime ) ��(C) Бандура, Скаскiв Бандура, Скаскiв
(твердження 3) (зауваження 1, теорема 1)

��ц.р. ? (проблема 3) тривiально

З огляду на проблему 3, можна сформулювати таке елементарне зауваження.

Зауваження 3. Кожна цiла функцiя з простими нулями, порядку \rho , цiлком регулярного зро-
стання i максимального типу є функцiєю необмеженого l\rho -iндексу. Це безпосередньо випливає
з нерiвностi (2).
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Функцiї скiнченного порядку i не цiлком регулярного зростання з [17] мають необмеже-
ний l\rho -iндекс. Безпосереднiми обчисленнями можна перевiрити, що їхнi логарифмiчнi похiднi
не задовольняють (5). Якщо вiдповiдь на проблему 3 є негативною, то проблема Гольдбер-
га – Островського – Петренка стає розв’язною для диференцiального рiвняння (1), коефiцiєнти
якого є функцiями обмеженого l\rho -iндексу i задовольняють деякi природнi обмеження (див.,
наприклад, [4, 12, 26]).
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