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НЕРIВНОСТI ТИПУ КОЛМОГОРОВА ДЛЯ НОРМ ДРОБОВИХ ПОХIДНИХ
ФУНКЦIЙ, ВИЗНАЧЕНИХ НА ДОДАТНIЙ ПIВОСI

We obtain new Kolmogorov type sharp inequalities that estimate the norm of the Marchaud fractional derivative
\bigm\| \bigm\| Dk

 - f
\bigm\| \bigm\| 
\infty 

of a function f defined on the positive half-line in terms of \| f\| p, 1 < p < \infty , and \| f \prime \prime \| 1. In addition, we solve
the following related problems: the Stechkin problem on the best approximation of the operator Dk

 - by linear bounded
operators and the problem on the best recovery of the operator Dk

 - by using a class of elements given with an error.

Отримано деякi новi нерiвностi типу Колмогорова, що оцiнюють норму дробової похiдної в сенсi Маршо
\bigm\| \bigm\| Dk

 - f
\bigm\| \bigm\| 
\infty 

функцiї f, визначеної на додатнiй пiвосi, через \| f\| p, 1 < p < \infty , i \| f \prime \prime \| 1. Також розв’язано спорiдненi задачi: за-
дачу Стєчкiна про найкраще наближення оператора Dk

 - лiнiйними обмеженими операторами i задачу про найкраще
вiдновлення оператора Dk

 - на класi, елементи якого вiдомi з похибкою.

1. Вступ та постановка задач. Нехай G — дiйсна вiсь \BbbR або пiввiсь \BbbR + = [0,+\infty ), 1 \leq 
\leq p, q, s \leq \infty , k \in \BbbZ + i r \in \BbbN , r > k. Нехай також Lp(G) — простiр вимiрних функцiй f :
G \rightarrow \BbbR зi стандартною нормою

\| f\| Lp(G) :=

\left\{       
\biggl( \int 

G

\bigm| \bigm| f(t)\bigm| \bigm| p dt\biggr) 1/p

, 1 \leq p < \infty ,

\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bigl\{ \bigm| \bigm| f(t)\bigm| \bigm| : t \in G

\bigr\} 
, p = \infty .

Позначимо через Lr
p,s(G) простiр функцiй f \in Lp(G), для яких f (r - 1) локально абсолютно

неперервна на G i f (r) \in Ls(G).

Нехай \lambda , \mu \in \BbbR . Нерiвнiсть вигляду\bigm\| \bigm\| f (k)
\bigm\| \bigm\| 
Lq(G)

\leq K\| f\| \mu Lp(G)

\bigm\| \bigm\| f (r)
\bigm\| \bigm\| \lambda 
Ls(G)

, (1)

яка виконується для будь-якої функцiї f \in Lr
p,s(G) з деякою сталою K > 0, що не залежить

вiд f, називається мультиплiкативною нерiвнiстю типу Колмогорова (нерiвнiстю Колмогорова –
Надя у випадку k = 0). Вiдомо [1] (див. також [2], § 4), що стала K в нерiвностi (1) скiнченна
тодi i тiльки тодi, коли одночасно виконуються такi умови:

1) \mu = 1 - \lambda i \lambda =
k  - 1/q + 1/p

r  - 1/s+ 1/p
\in [0, 1];

2)
r

q
\leq r  - k

p
+

k

s
.

Уперше нерiвностi вигляду (1) з’явилися на початку ХХ столiття в роботах [3 – 5]. Для
функцiй, визначених на \BbbR , точна стала K вiдома для всiх значень k, r у таких випадках:

1) p = q = s = \infty [3] (r = 2), [6] (r = 3, 4; r = 5 i k = 2) i [7] (r \geq 5);

2) p = q = s = 2 [8];
3) p = q = s = 1 [9];
4) q = \infty i p = s = 2 [10];

а для функцiй, визначених на \BbbR +, — у випадках:
5) p = q = s = +\infty [3] (r = 2), [11] (r = 3) i [12] (r \geq 4);
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6) p = q = s = 2 [5] (r = 2), [13, 14] (r \geq 3);

7) q = \infty i p = s = 2 [15 – 17].

Детальний огляд iнших вiдомих результатiв щодо нерiвностей вигляду (1) та подальшi посилан-
ня можна знайти в оглядовiй статтi [18] та книзi [2].

Останнiм часом все бiльше застосувань потребують дослiдження похiдних дробових по-
рядкiв (див. [19 – 22]). Тому важливим є дослiдження нерiвностей типу Колмогорова i для норм
дробових похiдних:\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bfD kf

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
Lq(G)

\leq K\| f\| 1 - \lambda 
Lp(G)

\bigm\| \bigm\| f (r)
\bigm\| \bigm\| \lambda 
Ls(G)

, \lambda =
k  - 1/q + 1/p

r  - 1/s+ 1/p
, (2)

де k \in \BbbR + \setminus \BbbZ +, \bfD k — оператор дробового диференцiювання порядку k, f \in Lr
p,s(G) i

стала K > 0 не залежить вiд f. У данiй роботi ми розглянемо один з операторiв дробового
диференцiювання — дробову похiдну в сенсi Маршо [23] (див. також [20]). Нагадаємо (див. [20],
роздiл 5.6), що правосторонньою дробовою похiдною Dk

 - f у сенсi Маршо порядку k функцiї f :
G \rightarrow \BbbR в точцi x \in G називається функцiя

Dk
 - f (x) =

1

\kappa (k, n)

+\infty \int 
0

(\Delta n
uf) (x)

u1+k
du,

де n \in \BbbN , n > k (означення не залежить вiд вибору n) i

(\Delta n
uf) (x) :=

n\sum 
m=0

( - 1)m
\biggl( 
n

m

\biggr) 
f(x+mu), \kappa (k, n) := \Gamma ( - k)

n\sum 
m=0

( - 1)m
\biggl( 
n

m

\biggr) 
mk.

Перелiчимо випадки, в яких точна стала K в нерiвностi (2) є вiдомою:

1) G = \BbbR , p = q = s = \infty , r = 2, k \in (0, 1), \bfD k = Dk
 - [24];

2) G = \BbbR +, p = q = s = \infty , k \in (0, 1], r \in (k, 2], \bfD k — оператор дробового диференцiю-
вання в сенсi Рiмана – Лiувiлля [25];

3) G = \BbbR +, p = q = s = \infty , k \in (0, 2) \setminus \{ 1\} , r = 2, \bfD k — оператор дробового диференцi-
ювання в сенсi Рiмана – Лiувiлля [25];

4) G = \BbbR або G = \BbbR +, p = s = 2, q = \infty , r \in \BbbR ,  - 1

2
< k < r  - 1

2
, \bfD k — оператор

дробового диференцiювання в сенсi Вейля [26, 27];

5) G = \BbbR або G = \BbbR +, p = q = \infty , 1 \leq s \leq \infty , r = 1, k \in 
\biggl( 
0, 1 - 1

s

\biggr) 
, \bfD k = Dk

 - [28, 29];

6) G = \BbbR або G = \BbbR +, p = q = s = \infty , r = 1, k \in (0, 1), \bfD k — оператор дробового
диференцiювання в сенсi Рiса [29, 30];

7) G = \BbbR , p = q = \infty , 1 \leq s \leq \infty , r = 1, 2 i k \in 
\biggl( 
0, r  - 1

s

\biggr) 
, \bfD k = Dk

 - [31, 32];

8) G = \BbbR , p = q = s = 1, r = 1, k \in (0, 1), \bfD k = Dk
 - [33];

9) G = \BbbR або G = \BbbR +, p = q = \infty , 1 \leq s \leq \infty , r = 2, k \in 
\biggl( 
0, 2 - 1

s

\biggr) 
, \bfD k = Dk

 - [33].
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Огляд iнших вiдомих нерiвностей для норм дробових похiдних можна знайти в моногра-
фiї [34]. В данiй роботi отримано нову точну нерiвнiсть вигляду (2) у випадку G = \BbbR +,

1 < p < \infty , q = \infty , s = 1, r = 2 та k \in (0, 1) (див. теорему 1 та наслiдок 1). Як застосування
цiєї нерiвностi розглянемо спорiдненi задачi про найкраще наближення необмежених опера-
торiв лiнiйними обмеженими операторами та задачу про найкраще вiдновлення операторiв на
класi, елементи якого заданi неточно.

Задача Стєчкiна. Наведемо постановку С. Б. Стєчкiна [35] задачi про найкраще наближення
необмежених операторiв лiнiйними обмеженими. Нехай X,Y — банаховi простори; A : X \rightarrow 
\rightarrow Y — оператор з областю визначення \scrD (A); Q \subset \scrD (A) — деяка множина. Функцiя

\Omega (\delta ) = \Omega (\delta , A,Q) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bigl\{ 
\| Af\| Y : f \in Q, \| f\| X \leq \delta 

\bigr\} 
, \delta \geq 0,

називається модулем неперервностi оператора A на множинi Q.

Через \scrL = \scrL (X,Y ) позначимо простiр лiнiйних обмежених операторiв S : X \rightarrow Y. Позна-
чимо вiдхилення оператора A вiд оператора S \in \scrL на множинi Q:

U(A,S;Q) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
x\in Q

\| Ax - Sx\| Y

та для N \geq 0 означимо похибку найкращого наближення оператора A лiнiйними обмеженими
операторами на множинi Q:

EN (A;Q) := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
S\in \scrL : \| S\| \leq N

U(A,S;Q). (3)

Задача Стєчкiна про найкраще наближення оператора A лiнiйними обмеженими операторами
на множинi Q полягає в обчисленнi величини (3) та знаходженнi екстремальних операторiв
S\ast \in \scrL , на яких досягається iнфiмум у правiй частинi (3), якщо такi оператори iснують.

Теорема А [35]. Нехай A — однорiдний (зокрема, лiнiйний) оператор, Q \subset \scrD (A) —
центрально-симетрична опукла множина. Тодi для будь-яких N \geq 0 i \delta \geq 0

EN (A;Q) \geq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\delta \geq 0

\bigl\{ 
\Omega (\delta , A,Q) - N\delta 

\bigr\} 
= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

x\in Q

\bigl\{ 
\| Ax\| Y  - N\| x\| X

\bigr\} 
,

\Omega (\delta , A,Q) \leq \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
N\geq 0

\bigl( 
EN (A;Q) +N\delta 

\bigr) 
.

Крiм того, якщо iснують елемент x0 \in Q i оператор S0 \in \scrL такi, що

\| Ax0\| Y = U(A,S0;Q) + \| S0\| \| x0\| X , (4)

то \Omega 
\bigl( 
\| x0\| X , A,Q

\bigr) 
= \| Ax0\| Y i E\| S0\| (A;Q) = U(A,S0;Q) = \| Ax0\| Y  - \| S0\| \| x0\| X . Отже,

S0 — екстремальний оператор у задачi (3) для N = \| S0\| , а елемент x0 реалiзує супремум у
правiй частинi означення величини \Omega (\delta , A,Q) для \delta = \| x0\| X .

Задача про найкраще вiдновлення оператора на класi (див. [2], § 7.1). Нехай A : X \rightarrow 
\rightarrow Y — оператор з областю визначення \scrD (A), значення якого на елементах класу Q \subset \scrD (A)

необхiдно вiдновити за умови, що елементи класу Q вiдомi з деякою похибкою. Для вiдновлен-
ня оператора A будемо використовувати множину \scrR операторiв (однозначних вiдображень) S :
X \rightarrow Y. В якостi \scrR , як правило, розглядають одну iз множин: множину \scrO = \scrO (X,Y ) усiх
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вiдображень, множину \scrL = \scrL (X,Y ) усiх лiнiйних операторiв, множину \scrB = \scrB (X,Y ) усiх
лiнiйних обмежених операторiв.

Для числа \delta \geq 0 та оператора S \in \scrR означимо

U\delta (A,S;Q) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bigl\{ 
\| Ax - S\eta \| Y : x \in Q, \eta \in X, \| x - \eta \| X \leq \delta 

\bigr\} 
.

Тодi величина

\scrE \delta (\scrR ;A;Q) := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
S\in \scrR 

U\delta (A,S;Q) (5)

називається найкращим вiдновленням оператора A за допомогою множини вiдображень (ме-
тодiв вiдновлення) \scrR на елементах класу Q, якi задано з похибкою \delta .

Наступне твердження встановлює взаємозв’язок задачi (5) iз задачами про обчислення мо-
дуля неперервностi оператора та найкращого наближення оператора лiнiйними обмеженими
операторами.

Теорема Б ([2], теорема 7.1.2). Нехай A — однорiдний оператор, Q — центрально-симет-
рична опукла множина. Тодi для кожного \delta \geq 0

\Omega (\delta , A,Q) \leq \scrE \delta (\scrO ;A;Q) \leq \scrE \delta (\scrB ;A;Q) = \scrE \delta (\scrL ;A;Q) \leq \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
N\geq 0

\bigl( 
EN (A;Q) +N\delta 

\bigr) 
.

Бiльше того, якщо iснують елемент x0 \in Q та оператор S0 \in \scrB , для яких виконується
рiвнiсть (4), то

\| Ax0\| Y = \Omega (\delta , A,Q) = \scrE \delta (\scrO ;A;Q) = \scrE \delta (\scrB ;A;Q) = \scrE \delta (\scrL ;A;Q), \delta = \| x0\| X .

Дана робота має таку структуру. Основнi результати наведено у другому пунктi, а їхньому
доведенню присвячено четвертий пункт. У третьому пунктi доведено допомiжне твердження
про iснування розв’язку спецiальної нелiнiйної системи рiвнянь.

2. Основнi результати. Для зручностi далi будемо використовувати скорочення: Lp =

= Lp(\BbbR +), \| \cdot \| p = \| \cdot \| Lp(\BbbR +), Lr
p,s = Lr

p,s(\BbbR +). Нехай 1 < p < \infty . Розглянемо множину
T =

\bigl\{ 
(a, b, c) \in \BbbR 3 : 0 < a < b \leq c < 1

\bigr\} 
i для довiльної трiйки чисел (a, b, c) \in T означимо

функцiї

\mu a,b,c(u) :=

\left\{                       

u - a

b - a

1

1 - c

\biggl( 
k(1 - k)

c1+k

\biggr) 1
p - 1\Bigl( 

b
\bigl( 
1 - c

1+k
p - 1
\bigr) 
 - 
\bigl( 
1 - c

1+ 1+k
p - 1
\bigr) \Bigr) 

, u \in [0, b],

1

1 - c

\biggl( 
k(1 - k)

c1+k

\biggr) 1
p - 1\Bigl( 

u
\bigl( 
1 - c

1+k
p - 1
\bigr) 
 - 
\bigl( 
1 - c

1+ 1+k
p - 1
\bigr) \Bigr) 

, u \in [b, 1],

( - 1)

\biggl( 
k(1 - k)

u1+k

\biggr) 1
p - 1

, u \in (1,+\infty ),

i \omega a,b,c := | \mu a,b,c| p - 1\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}\mu a,b,c. Для r \in \BbbN через g[r] позначимо первiсну функцiї g \in L1 порядку
r, для якої g[r](0) = 0, тобто

g[r](\cdot ) =
(\cdot )\int 
0

g[r - 1](u) du, де g[0] = g.

Графiки функцiй \mu a,b,c i \omega [2]
a,b,c при p = 2 зображено на рисунку.
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0 1
a b c

μa,b,c(u)

− k(1− k)
u1+ k

1
p− 1( ) 0 1

a b c

ω[2]
a,b,c(u)

u1− k

Має мiсце допомiжне твердження, доведенню якого присвячено третiй пункт.
Лема 1. Нехай 1 < p < \infty i k \in (0, 1). Тодi система рiвнянь

\omega 
[1]
a,b,c(b) = (1 - k)b - k,

\omega 
[1]
a,b,c(1) = 1 - k,

\omega 
[2]
a,b,c(b) + \omega 

[2]
a,b,c(1) = 1 + b1 - k

(6)

має хоча б один розв’язок в T.

Нехай (a\ast , b\ast , c\ast ) \in T — деякий розв’язок системи (6). Через \omega i \mu позначимо функцiї
\omega a\ast ,b\ast ,c\ast i \mu a\ast ,b\ast ,c\ast вiдповiдно. Нескладно бачити, що \mu \not \in L2

p,1 i для будь-якого h > 0 викону-
ється рiвнiсть

\bigm\| \bigm\| Dk
 - \mu 
\bigm\| \bigm\| 
\infty =

\| \omega \| p\prime 
\Gamma (2 - k)hk+1/p

\| \mu \| p +
h1 - k

\bigm\| \bigm\| \omega [2](u) - u1 - k
\bigm\| \bigm\| 
\infty 

\Gamma (2 - k)
\| \mu \prime \| V , (7)

де \| g\| V позначає варiацiю функцiї g : \BbbR + \rightarrow \BbbR .
Теорема 1. Нехай k \in (0, 1), h > 0, 1 < p < \infty i p\prime = p/(p - 1). Тодi для будь-якої функцiї

f \in L2
p,1 виконується адитивна нерiвнiсть

\bigm\| \bigm\| Dk
 - f
\bigm\| \bigm\| 
\infty \leq 

\| \omega \| p\prime 
\Gamma (2 - k)hk+1/p

\| f\| p +
h1 - k

\bigm\| \bigm\| \omega [2](u) - u1 - k
\bigm\| \bigm\| 
\infty 

\Gamma (2 - k)
\| f \prime \prime \| 1. (8)

Бiльше того, iснує така множина функцiй \{ f\varepsilon \} \varepsilon >0 \subset L2
p,1, що для довiльного \varepsilon > 0

\bigm\| \bigm\| Dk
 - f\varepsilon 
\bigm\| \bigm\| 
\infty >

\| \omega \| p\prime 
\Gamma (2 - k)hk+1/p

\| f\varepsilon \| p +

\Biggl( 
h1 - k

\bigm\| \bigm\| \omega [2](u) - u1 - k
\bigm\| \bigm\| 
\infty 

\Gamma (2 - k)
 - \varepsilon 

\Biggr) \bigm\| \bigm\| f \prime \prime 
\varepsilon 

\bigm\| \bigm\| 
1
.

Мiнiмiзуючи нерiвнiсть (8) за параметром h > 0, отримуємо точну мультиплiкативну не-
рiвнiсть вигляду (2).
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Наслiдок 1. Нехай k \in (0, 1) i 1 < p < \infty . Тодi для довiльної функцiї f \in L2
p,1 виконується

точна нерiвнiсть

\bigm\| \bigm\| Dk
 - f
\bigm\| \bigm\| 
\infty \leq 

\| Dk
 - \mu \| \infty 

\| \mu \| 1 - \lambda 
p \| \mu \prime \| \lambda V

\| f\| 1 - \lambda 
p \| f \prime \prime \| \lambda 1 , \lambda =

k + 1/p

1 + 1/p
. (9)

Позначимо W 2
p,1 :=

\bigl\{ 
f \in L2

p,1 : \| f \prime \prime \| 1 \leq 1
\bigr\} 

i розглянемо лiнiйний оператор FN : Lp \rightarrow L\infty ,

N > 0, визначений спiввiдношенням

FNf(\cdot ) = hk+1

\Gamma (2 - k)

+\infty \int 
0

\omega (ht)f(\cdot + t) dt, f \in Lp, (10)

де

h =
\Bigl( 
N\Gamma (2 - k)\| \omega \|  - 1

p\prime 

\Bigr) 1
k+1/p

. (11)

Нескладно бачити, що оператор FN є обмеженим i \| FN\| = N. Наступнi твердження дають
розв’язок задачi Стєчкiна про найкраще наближення оператора Dk

 - на класi W 2
p,1 та задачi про

найкраще вiдновлення оператора Dk
 - на класi W 2

p,1, елементи якого задано з похибкою.

Теорема 2. Нехай k \in (0, 1), N > 0 i 1 < p < \infty . Тодi

EN

\bigl( 
Dk

 - ;W
2
p,1

\bigr) 
= U

\bigl( 
Dk

 - , FN ;W 2
p,1

\bigr) 
=

= \lambda (1 - \lambda )
\lambda 

1 - \lambda 

\Biggl( \bigm\| \bigm\| Dk
 - \mu 
\bigm\| \bigm\| 
\infty 

\| \mu \| 1 - \lambda 
p \| \mu \prime \| \lambda V

\Biggr) 1
\lambda 

N
1
\lambda 
 - 1, \lambda =

k + 1/p

1 + 1/p
.

Теорема 3. Нехай k \in (0, 1), 1 < p < \infty i \delta \geq 0. Тодi

\scrE \delta 
\bigl( 
\scrO ;Dk

 - ;W
2
p,1

\bigr) 
= \scrE \delta 

\bigl( 
\scrB ;Dk

 - ;W
2
p,1

\bigr) 
= \scrE \delta 

\bigl( 
\scrL ;Dk

 - ;W
2
p,1

\bigr) 
=

\| Dk
 - \mu \| \infty \delta 1 - \lambda 

\| \mu \| 1 - \lambda 
p \| \mu \prime \| \lambda V

, \lambda =
k + 1/p

1 + 1/p
.

Бiльше того, екстремальним є оператор FN , де

N = (1 - \lambda )

\bigm\| \bigm\| Dk
 - \mu 
\bigm\| \bigm\| 
\infty 

\| \mu \| 1 - \lambda 
p \| \mu \prime \| \lambda V

\delta  - \lambda .

Зауваження 1. Нехай V — простiр функцiй f : \BbbR + \rightarrow \BbbR обмеженої варiацiї та Lr
p,V , r \in \BbbN ,

1 < p < \infty , — простiр функцiй f \in Lp, якi мають локально абсолютно неперервну похiдну
f (r) \in V. Вiдомо, що L2

p,1 \subset L1
p,V i \| f \prime \prime \| 1 = \| f \prime \| V для всiх f \in L2

p,1. Теорема 1 i наслiдок 1
залишаються правильними, якщо простiр L2

p,1 замiнити бiльш широким простором L1
p,V , а

норму \| f \prime \prime \| 1 — нормою \| f \prime \| V . Також теореми 2 i 3 залишаються правильними, якщо клас

W 2
p,1 замiнити класом W 1

p,V :=
\Bigl\{ 
f \in L1

p,V : \| f \prime \| V \leq 1
\Bigr\} 
.

3. Доведення леми 1. Цей пункт присвячено доведенню допомiжної леми 1. Запишемо (6)
у виглядi
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G1 (a, b, c) :=

b\int 
0

\omega a,b,c(u) du - (1 - k)b - k = 0,

G2 (a, b, c) :=

1\int 
b

\omega a,b,c(u) du+ (1 - k)(b - k  - 1) = 0,

G3 (a, b, c) :=

b\int 
0

u\omega a,b,c(u) du+

1\int 
0

u\omega a,b,c(u) du+ k
\Bigl( 
b1 - k + 1

\Bigr) 
= 0.

(12)

Розглянемо множину T \prime =
\bigl\{ 
(a, b, c) \in \BbbR 3 : 0 < a < b \leq c \leq 1

\bigr\} 
, яка мiстить T, а функцiї

G1, G2, G3 довизначимо на T \prime за неперервнiстю. Покажемо, що система (12) має хоча б один
розв’язок у T \prime .

Неважко бачити, що функцiя G1 та її частиннi похiднi неперервнi на T \prime . Для довiльних
b0 \in (0, 1] i c0 \in [b0, 1] функцiя G1(a, b0, c0) зростає за змiнною a. Оскiльки G1(0, b0, c0) < 0 та
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}a\rightarrow b+0

G1(a, b0, c0) = +\infty , то iснує таке a0 \in (0, b0), що G1(a0, b0, c0) = 0. За теоремою про

неявну функцiю (див. теорему 1\prime в [36], § 7.15) в деякому околi точки (a0, b0, c0) iснує i непе-
рервна функцiя \xi (b, c), для якої G1

\bigl( 
\xi (b, c), b, c

\bigr) 
= 0. Отже, функцiя \xi визначена i неперервна

на множинi \Xi =
\bigl\{ 
(b, c) : b \in (0, 1], c \in [b, 1]\} , причому G1(\xi (b, c), b, c) = 0 i 0 < \xi (b, c) < b для

всiх (b, c) \in \Xi .

Враховуючи, що G2 не залежить вiд змiнної a, означуємо функцiї F1, F2 : \Xi \rightarrow \BbbR :

F1(b, c) := G2(\xi (b, c), b, c), F2(b, c) := G3 (\xi (b, c), b, c) , (b, c) \in \Xi .

Доведемо iснування розв’язку на \Xi системи рiвнянь

F1(b, c) = 0,

F2(b, c) = 0,
(13)

звiдки випливатиме, що система (12) має розв’язок у T \prime .

Зауважимо, що функцiї F1, F2 є композицiями неперервних функцiй G2, G3 : T \prime \rightarrow \BbbR 
вiдповiдно, з функцiєю \Upsilon : \Xi \rightarrow T \prime , яка визначена правилом \Upsilon (b, c) = (\xi (b, c), b, c). Тому F1 i
F2 неперервнi на \Xi . Зафiксуємо \varepsilon \in (0, 1), означимо \Xi \varepsilon :=

\bigl\{ 
(b, c) : b \in [\varepsilon , 1], c \in [b, 1]

\bigr\} 
, яка є

пiдмножиною \Xi , i розглянемо неперервне векторне поле F = (F1, F2) : \Xi \varepsilon \rightarrow \BbbR 2. Припустимо
супротивне, тобто що рiвняння (13) не має розв’язку. Отже, векторне поле F не обертається в
нуль на \Xi \varepsilon .

Далi нам буде потрiбно поняття обертання векторного поля. Нагадаємо (див. [37]), що
обертанням векторного поля \Phi : \Gamma \rightarrow \BbbR 2, яке не обертається в нуль, на кривiй \Gamma , яка задана
параметрично з параметром t \in [\alpha , \beta ], називається величина

\gamma (\Phi ,\Gamma ) :=
1

2\pi 
(\theta (\beta ) - \theta (\alpha )) =

1

2\pi 
\theta (\beta ),

де \theta (t) — кутова функцiя поля \Phi на кривiй \Gamma , тобто функцiя, яка вимiрює кут (у радiанах) мiж
векторами \Phi (t) та \Phi (\alpha ), вiдрахований вiд вектора \Phi (\alpha ) проти годинникової стрiлки. Нехай
\Omega \subset \BbbR 2 — замкнена множина з непорожньою однозв’язною внутрiшнiстю \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\Omega , межею якої є
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крива \Gamma . Особливими точками поля \Phi : \Omega \subset \BbbR 2 називаються такi точки множини \Omega , в яких \Phi 

або не визначене, або розривне, або обертається в нуль. За теоремою 3.2 [37] число особливих
точок векторного поля \Phi : \Omega \rightarrow \BbbR 2, яке не обертається в нуль на \Gamma , на областi \Omega дорiвнює
обертанню векторного поля \Phi на межi \Omega — кривiй \Gamma .

Оскiльки поле F : \Xi \varepsilon \rightarrow \BbbR 2 неперервне i за припущенням не обертається в нуль, то за
теоремою 3.2 [37] \gamma (F, \partial \Xi \varepsilon ) = 0.

З iншого боку, обчислимо обертання векторного поля F на \partial \Xi \varepsilon безпосередньо. Зрозумiло,
що множина \partial \Xi \varepsilon — трикутник iз вершинами A\varepsilon = (\varepsilon , \varepsilon ), B = (1, 1) i C\varepsilon = (\varepsilon , 1).

1. Розглянемо першу компоненту F1 поля F. На сторонi A\varepsilon B = \{ (b, b) : b \in [\varepsilon , 1]\} для
кожного b \in [\varepsilon , 1) маємо

\omega \xi (b,b),b,b(u) > k(1 - k)u - 1 - k, u \in (b, 1),

звiдки

F1(b, b) =

1\int 
b

\omega \xi (b,b),b,b(u) du+ (1 - k)(b - k  - 1) < 0.

Також F1(1, 1) = 0. Отже, на сторонi A\varepsilon B функцiя F1 набуває недодатних значень i обертається
в нуль лише в точцi B.

На сторонi BC\varepsilon =
\bigl\{ 
(b, 1) : b \in [\varepsilon , 1]

\bigr\} 
для кожного b \in [\varepsilon , 1) маємо

\omega \xi (b,1),b,1(u) < k(1 - k)u - 1 - k, u \in (b, 1),

звiдки випливає, що F1 (b, 1) > 0. Отже, на сторонi BC\varepsilon функцiя F1 набуває невiд’ємних
значень i обертається в нуль лише в точцi B.

Нарештi, на сторонi C\varepsilon A\varepsilon = \{ (\varepsilon , c) : c \in [\varepsilon , 1]\} функцiя F1(\varepsilon , c) зростає за змiнною c \in [\varepsilon , 1]

i за вищенаведеними мiркуваннями F1(\varepsilon , \varepsilon ) < 0 i F1(\varepsilon , 1) > 0. Отже, за теоремою Больцано –
Кошi iснує єдине c\varepsilon \in (\varepsilon , 1) таке, що F1

\bigl( 
\varepsilon , c\varepsilon 

\bigr) 
= 0.

Таким чином, F1 обертається в нуль на межi \partial \Xi \varepsilon лише в точках B та D\varepsilon = (\varepsilon , c\varepsilon ). Тому
для обчислення величини \gamma (F, \partial \Xi \varepsilon ) достатньо знайти \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}F2 в точках B та D\varepsilon . При цьому
якщо \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}F2(1, 1) = \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}F2

\bigl( 
\varepsilon , c\varepsilon 

\bigr) 
, то \gamma (F, \partial \Xi \varepsilon ) = 0; в iншому випадку \gamma (F, \partial \Xi \varepsilon ) =  - 1, якщо

\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}F2(1, 1) = 1, i \gamma (F, \partial \Xi \varepsilon ) = 1, якщо \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}F2(1, 1) =  - 1.

2. Визначимо знак числа F2(1, 1). Нехай \alpha = \xi (1, 1). Тодi

G1(\alpha , 1, 1) =

\alpha \int 
0

k(1 - k)(\alpha  - u)p - 1

(1 - \alpha )p - 1 du - 
1\int 

\alpha 

k(1 - k)(u - \alpha )p - 1

(1 - \alpha )p - 1 du - (1 - k) =

=
\alpha pk(1 - k)

p(1 - \alpha )p - 1  - (1 - \alpha )pk(1 - k)

p(1 - \alpha )p - 1  - (1 - k) =

=
\alpha pk(1 - k)

p(1 - \alpha )p - 1

\Biggl( 
1 - 

\biggl( 
1

\alpha 
 - 1

\biggr) p

 - p

k

1

\alpha 

\biggl( 
1

\alpha 
 - 1

\biggr) p - 1
\Biggr) 
.

За означенням функцiї \xi параметр \alpha \in (0, 1) i G1(\alpha , 1, 1) = 0. Пiдставляючи q =
1

\alpha 
 - 1 \in 

\in (0,+\infty ) i враховуючи попереднiй вираз для G1(\alpha , 1, 1), отримуємо рiвнiсть
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qp - 1

\biggl( 
q +

p

k
(1 + q)

\biggr) 
= 1. (14)

Покажемо, що F2(1, 1) > 0. Дiйсно,

F2(1, 1) = 2

\left(  k +

\alpha \int 
0

u
k(1 - k)(\alpha  - u)p - 1

(1 - \alpha )p - 1 du - 
1\int 

\alpha 

u
k(1 - k)(u - \alpha )p - 1

(1 - \alpha )p - 1 du

\right)  =

= 2

\Biggl( 
k +

k(1 - k)

(1 - \alpha )p - 1

\Biggl( 
\alpha p+1

p(p+ 1)
 - (1 - \alpha )p+1

p+ 1
 - \alpha (1 - \alpha )p

p

\Biggr) \Biggr) 
=

= C

\biggl( 
p(p+ 1)

1 - k
(1 + q)2qp - 1 + 1 - pqp+1  - (p+ 1)qp

\biggr) 
,

де C =
2k(1 - k)\alpha p+1

p(p+ 1)(1 - \alpha )p - 1
> 0. Пiдставивши qp - 1 з рiвностi (14), отримаємо

F2(1, 1) =
C

q +
p

k
(1 + q)

\biggl( 
p(p+ 1)

1 - k
(1 + q)2 + q +

p

k
(1 + q) - pq2  - (p+ 1)q

\biggr) 
=:

=:
CM(q)

q +
p

k
(1 + q)

.

Множник
C

q +
p

k
(1 + q)

додатний, тому знак F2(1, 1) визначається знаком множника M(q),

який можна записати у виглядi

M(q) = q2
\biggl( 
p(p+ 1)

1 - k
 - p

\biggr) 
+ q

\biggl( 
2p(p+ 1)

1 - k
+

p

k
 - p

\biggr) 
+

\biggl( 
p(p+ 1)

1 - k
+

p

k

\biggr) 
.

Вочевидь, кожний доданок у виразi для M(q) додатний, а тому M(q) > 0. Отже,
\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}F2(1, 1) = 1.

3. Визначимо знак числа F2

\bigl( 
\varepsilon , c\varepsilon 

\bigr) 
для достатньо малих \varepsilon > 0. Для цього дослiдимо

асимптотичну поведiнку F2

\bigl( 
\varepsilon , c\varepsilon 

\bigr) 
при \varepsilon \rightarrow 0+. Нехай \alpha \varepsilon = \xi 

\bigl( 
\varepsilon , c\varepsilon 

\bigr) 
\in (0, \varepsilon ) та для зручностi

позначимо \mu \varepsilon := \mu \xi (\varepsilon ,c\varepsilon ),\varepsilon ,c\varepsilon i A\varepsilon :=  - \mu \varepsilon (\varepsilon ). Тодi

\mu \varepsilon (u) =  - A\varepsilon +
u - \varepsilon 

1 - \varepsilon 

\Bigl( 
 - 
\bigl( 
k(1 - k)

\bigr) 1
p - 1 +A\varepsilon 

\Bigr) 
, u \in [\varepsilon , 1].

Пiдставляючи цей вираз у рiвняння F1(\varepsilon , c\varepsilon ) = 0, отримуємо

1 - \varepsilon 

 - 
\bigl( 
k(1 - k)

\bigr) 1
p - 1 +A\varepsilon 

\bigl( 
k(1 - k)

\bigr) p
p - 1  - Ap

\varepsilon 

p
+ (1 - k)

\bigl( 
\varepsilon  - k  - 1

\bigr) 
= 0.

Переходячи в останнiй рiвностi до границi при \varepsilon \rightarrow 0+, переконуємося, що A\varepsilon \rightarrow +\infty i, бiльше
того,

Ap - 1
\varepsilon = (1 - k)p\varepsilon  - k + o(\varepsilon  - k), \varepsilon \rightarrow 0+. (15)
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Далi, для u \in [0, \varepsilon ] маємо

\mu \varepsilon (u) =  - A\varepsilon 
u - \alpha \varepsilon 

\varepsilon  - \alpha \varepsilon 
.

Пiдставляючи цей вираз у рiвняння G1 (\alpha \varepsilon , \varepsilon , c\varepsilon ) = 0, одержуємо

Ap - 1
\varepsilon 

p

\alpha p
\varepsilon  - (\varepsilon  - \alpha \varepsilon )

p

(\varepsilon  - \alpha \varepsilon )
p - 1  - (1 - k)\varepsilon  - k = 0.

Пiдставивши \alpha \varepsilon = \varepsilon \beta \varepsilon , \beta \varepsilon \in (0, 1), в останнє рiвняння, матимемо

\beta p
\varepsilon  - (1 - \beta \varepsilon )

p = (1 - k)p
\varepsilon  - k - 1

Ap - 1
\varepsilon 

(1 - \beta \varepsilon )
p - 1.

Подiлимо обидвi частини отриманого спiввiдношення на \beta p
\varepsilon i виконаємо пiдстановку

1

\beta \varepsilon 
 - 1 =

= q\varepsilon \in (0,+\infty ):

1 - qp\varepsilon = (1 - k)p
\varepsilon  - k - 1

Ap - 1
\varepsilon 

qp - 1
\varepsilon 

\bigl( 
q\varepsilon + 1

\bigr) 
.

Переходячи в останнiй рiвностi до границi при \varepsilon \rightarrow 0+, нескладно бачити, що q\varepsilon \rightarrow 0, бiльше

того, q\varepsilon = \varepsilon 
1

p - 1 + o
\Bigl( 
\varepsilon 

1
p - 1

\Bigr) 
, \beta \varepsilon = 1 - \varepsilon 

1
p - 1 + o

\Bigl( 
\varepsilon 

1
p - 1

\Bigr) 
i

\alpha \varepsilon = \varepsilon  - \varepsilon 
p

p - 1 + o
\Bigl( 
\varepsilon 

p
p - 1

\Bigr) 
, \varepsilon \rightarrow 0+. (16)

Дослiдимо асимптотичну поведiнку F2(\varepsilon , c\varepsilon ). За означенням

F2

\bigl( 
\varepsilon , c\varepsilon 

\bigr) 
= I1\varepsilon + I2\varepsilon + I3\varepsilon + k

\bigl( 
1 + \varepsilon 1 - k

\bigr) 
,

де

I1\varepsilon := 2

\alpha \varepsilon \int 
0

u | \mu \varepsilon (u)| p - 1 du =
2\alpha p+1

\varepsilon Ap - 1
\varepsilon 

p(p+ 1)(\varepsilon  - \alpha \varepsilon )p - 1
,

I2\varepsilon :=  - 2

\varepsilon \int 
\alpha \varepsilon 

u | \mu \varepsilon (u)| p - 1 du =  - 2Ap - 1
\varepsilon 

(\varepsilon  - \alpha \varepsilon )p - 1

\biggl( 
(\varepsilon  - \alpha \varepsilon )

p+1

p+ 1
+

\alpha \varepsilon (\varepsilon  - \alpha \varepsilon )
p

p

\biggr) 
,

I3\varepsilon :=  - 
1\int 

\varepsilon 

u | \mu \varepsilon (u)| p - 1 du =

=
(1 - \varepsilon )

\Bigl( \bigl( 
k(1 - k)

\bigr) p
p - 1  - Ap

\varepsilon 

\Bigr) 
p
\Bigl( 
A\varepsilon  - 

\bigl( 
k(1 - k)

\bigr) 1
p - 1

\Bigr) +

(1 - \varepsilon )2
\biggl( 
Ap+1

\varepsilon  - 
\bigl( 
k(1 - k)

\bigr) p+1
p - 1

\biggr) 
p(p+ 1)

\Bigl( 
A\varepsilon  - 

\bigl( 
k(1 - k)

\bigr) 1
p - 1

\Bigr) 2 .

Використовуючи асимптотичнi рiвностi (16) i (15), переконуємося, що при \varepsilon \rightarrow 0+
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I1\varepsilon =
2(1 - k)

p+ 1
\varepsilon 1 - k + o

\bigl( 
\varepsilon 1 - k

\bigr) 
, I2\varepsilon = o

\bigl( 
\varepsilon 1 - k

\bigr) 
, I3\varepsilon =  - (1 - k)p

p+ 1
\varepsilon  - k + o

\bigl( 
\varepsilon  - k
\bigr) 
.

Тому F2

\bigl( 
\varepsilon , c\varepsilon 

\bigr) 
=  - (1 - k)p

p+ 1
\varepsilon  - k + o

\bigl( 
\varepsilon  - k
\bigr) 
, \varepsilon \rightarrow 0+, i, отже, iснує достатньо мале \varepsilon 0 \in (0, 1),

для якого \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}F2(\varepsilon , c\varepsilon ) =  - 1. Це означає, що \gamma 
\bigl( 
F, \partial \Xi \varepsilon 0

\bigr) 
=  - 1, що суперечить припущенню

про вiдсутнiсть розв’язкiв системи рiвнянь (13). Тобто iснує трiйка чисел (a\ast , b\ast , c\ast ) \in T \prime ,

яка буде розв’язком системи (6). Також з попереднього аналiзу нескладно бачити, що поле
F не обертається в нуль на пiвiнтервалi

\bigl\{ 
(b, 1) : b \in (0, 1]

\bigr\} 
, звiдки випливає, що c\ast \not = 1 i

(a\ast , b\ast , c\ast ) \in T.

4. Доведення нерiвностi типу Колмогорова. Доведення теореми 1. Спочатку доведемо
нерiвнiсть (8) у випадку h = 1. За властивостями (6) для будь-якої функцiї f \in L2

p,1 можна
записати таку рiвнiсть:

Dk
 - f (0) - 1

\Gamma (2 - k)

+\infty \int 
0

\omega (u)f(u) du =
1

\Gamma (2 - k)

+\infty \int 
0

\bigl( 
u1 - k  - \omega [2](u)

\bigr) 
f \prime \prime (u) du. (17)

Оскiльки \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}\rho \rightarrow 0+
\bigm\| \bigm\| (\cdot )1 - k\chi (0,\rho )(\cdot )

\bigm\| \bigm\| 
\infty = 0, де \chi (0,\rho )(x) — характеристична функцiя, тобто

\chi (0,\rho )(x) :=

\left\{   1, x \in (0, \rho ),

0, x /\in (0, \rho ),

\omega [1] локально абсолютно неперервна на \BbbR + i (\cdot )1 - k  - \omega [2](\cdot ) \in L\infty , то за теоремою 4 [33]
отримаємо \bigm\| \bigm\| Dk

 - f
\bigm\| \bigm\| 
\infty \leq 1

\Gamma (2 - k)

\Bigl( 
\| \omega \| p\prime \| f\| p +

\bigm\| \bigm\| (\cdot )1 - k  - \omega [2](\cdot )
\bigm\| \bigm\| 
\infty \| f \prime \prime \| 1

\Bigr) 
. (18)

Обґрунтуємо точнiсть нерiвностi (8) у випадку h = 1. Для iнших значень h точнiсть (8)
можна довести за аналогiєю. За побудовою виконуються рiвнiсть (7) i рiвностi\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

+\infty \int 
0

\omega (u)\mu (u) du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = \| \mu \| p\| \omega \| p\prime ,
+\infty \int 
0

\bigl( 
u1 - k  - \omega [2](u)

\bigr) 
d\mu \prime (u) =

\bigm\| \bigm\| (\cdot )1 - k  - \omega [2](\cdot )
\bigm\| \bigm\| 
\infty \| \mu \prime \| V .

Для \lambda > 0 розглянемо усереднення \mu \lambda за Стєкловим функцiї \mu , тобто

\mu \lambda (\cdot ) :=
1

\lambda 

\lambda \int 
0

\mu (\cdot + u) du.

Нескладно бачити, що \mu \lambda \in L2
p,1 i на пiдставi рiвностi (17) виконуються граничнi рiвностi

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\lambda \rightarrow 0+

Dk
 - \mu \lambda (0) = Dk

 - \mu (0), \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\lambda \rightarrow 0+

\bigm\| \bigm\| \mu \prime \prime 
\lambda 

\bigm\| \bigm\| 
1
= \| \mu \prime \| V , \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

\lambda \rightarrow 0+
\| \mu \lambda \| p = \| \mu \| p.

З урахуванням вищенаведених граничних рiвностей, рiвностi (17) i неперервностi дробової
похiдної Dk

 - f функцiї f \in L2
p,1 (див. [33], твердження 4) маємо

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2020, т. 72, № 10



НЕРIВНОСТI ТИПУ КОЛМОГОРОВА ДЛЯ НОРМ ДРОБОВИХ ПОХIДНИХ ФУНКЦIЙ, ВИЗНАЧЕНИХ . . . 1383

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\lambda \rightarrow 0+

\bigm\| \bigm\| Dk
 - \mu \lambda 

\bigm\| \bigm\| 
\infty  - \| \omega \| p\prime \| \mu \lambda \| p\bigm\| \bigm\| \mu \prime \prime 

\lambda 

\bigm\| \bigm\| 
1

\geq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\lambda \rightarrow 0+

Dk
 - \mu \lambda (0) - \| \omega \| p\prime \| \mu \lambda \| p\bigm\| \bigm\| \mu \prime \prime 

\lambda 

\bigm\| \bigm\| 
1

=

=
Dk

 - \mu (0) - \| \omega \| p\prime \| \mu \| p
\| \mu \prime \| V

=

\bigm\| \bigm\| (\cdot )1 - k  - \omega [2](\cdot )
\bigm\| \bigm\| 
\infty 

\Gamma (2 - k)
,

що завершує доведення у випадку h = 1. У випадку довiльного h > 0 нерiвнiсть (8) можна
отримати з нерiвностi (18), пiдставивши замiсть функцiї f функцiю h - kf (h(\cdot )) . Точнiсть
нерiвностi (8) для довiльного h > 0 доводиться за аналогiєю до випадку h = 1.

Теорему 1 доведено.
Доведення теореми 2. За лемою 4 [38], використовуючи мiркування, аналогiчнi тим, що

були застосованi при доведеннi теореми 2 [38], отримуємо

EN

\bigl( 
Dk

 - ;W
2
p,1

\bigr) 
= \lambda (1 - \lambda )

\lambda 
1 - \lambda 

\Biggl( \bigm\| \bigm\| Dk
 - \mu 
\bigm\| \bigm\| 
\infty 

\| \mu \| 1 - \lambda 
p \| \mu \prime \| \lambda V

\Biggr) 1
\lambda 

N
1
\lambda 
 - 1. (19)

Залишилося переконатися в екстремальностi оператора FN . Нехай h визначено рiвнiстю (11) i

x \in \BbbR +. Пiдставляючи в рiвнiсть (17) замiсть функцiї f(\cdot ) функцiю hkg

\biggl( 
x+

(\cdot )
h

\biggr) 
i виконуючи

замiну змiнної, неважко бачити, що

Dk
 - g(x) - FNg(x) =

1

\Gamma (2 - k)

+\infty \int 
0

\Bigl( 
(hu)1 - k  - \omega [2](hu)

\Bigr) 
g\prime \prime (u) du.

Отже,

U
\bigl( 
Dk

 - , FN ;W 2
p,1

\bigr) 
\leq 
\bigm\| \bigm\| (\cdot )1 - k  - \omega [2](\cdot )

\bigm\| \bigm\| 
\infty 

\Gamma (2 - k)
= \lambda (1 - \lambda )

\lambda 
1 - \lambda 

\Biggl( \bigm\| \bigm\| Dk
 - \mu 
\bigm\| \bigm\| 
\infty 

\| \mu \| 1 - \lambda 
p \| \mu \prime \| \lambda V

\Biggr) 1
\lambda 

N
1
\lambda 
 - 1.

Спiвставляючи останню нерiвнiсть з рiвнiстю (19), переконуємося в екстремальностi операто-
ра FN .

Теорему 2 доведено.
Доведення теореми 3. З леми 4 [38] випливає, що

EN

\bigl( 
Dk

 - ;W
2
p,1

\bigr) 
= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\delta \geq 0

\biggl\{ 
\Omega 

\biggl( 
\delta ,Dk

 - ,W
2
p,1

\biggr) 
 - N\delta 

\biggr\} 
.

Звiдси, а також з теореми 3.2 [18] випливає, що

\scrE \delta 
\bigl( 
\scrO ;Dk

 - ;W
2
p,1

\bigr) 
= \scrE \delta 

\bigl( 
\scrL ;Dk

 - ;W
2
p,1

\bigr) 
= \scrE \delta 

\bigl( 
\scrB ;Dk

 - ;W
2
p,1

\bigr) 
= \Omega 

\bigl( 
\delta ,Dk

 - ,W
2
p,1

\bigr) 
.

При цьому для \delta > 0 екстремальним оператором є оператор FN , де

N = (1 - \lambda )

\bigm\| \bigm\| Dk
 - \mu 
\bigm\| \bigm\| 
\infty 

\| \mu \| 1 - \lambda 
p \| \mu \prime \| \lambda V

\delta  - \lambda .

Теорему 3 доведено.
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