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КУСКОВО-ПОЛIНОМIАЛЬНI НАБЛИЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ
IМПУЛЬСНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

On the basis of V. Dzyadyk’s approximation method, we consider the problems of construction and theoretical substantiation
of high-precision numerical-analytic algorithms for the piecewise polynomial approximation of the solutions of problems
with pulsed action.

Розглядаються питання конструювання i теоретичного обґрунтування високоточних чисельно-аналiтичних алго-
ритмiв кусково-полiномiальної апроксимацiї розв’язкiв задач з iмпульсним впливом на основi апроксимацiйного
методу В. К. Дзядика.

1. Вступ. Постановка задачi. Математичною моделлю алгебраїчно нелiнiйної системи з iм-
пульсним впливом у загальному випадку [1 – 8] є система диференцiальних рiвнянь

A(x, u)
du

dx
= f(x, u), x \not = xi, x \in [0, H], u = (u1, . . . , ur) \in D \subset \BbbR r, (1)

де компоненти матрицi A(x, u) i вектора f(x, u) — кусково-полiномiальнi функцiї вiдповiдного
числа змiнних iз фiксованими умовами перемикання типу „interface condition”

\Delta u | x=xi = Ii(u) = u(xi + 0) - u(xi  - 0).

Особливий практичний iнтерес становлять задачi з невiдомими моментами iмпульсної дiї.
В роботi розглядається питання побудови, обґрунтування та комп’ютерної реалiзацiї алго-

ритму кусково-полiномiальної апроксимацiї розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь ви-
гляду (1).

Цей алгоритм ґрунтується на апроксимацiйному методi В. К. Дзядика, наведеному в робо-
тах [9 – 11]. Важливими властивостями i перевагами цього алгоритму над iншими методами й
алгоритмами є його оптимальнiсть у сенсi найкращих наближень та ненасиченiсть (алгоритм
без насичення точностi [12] або алгоритм iнтелектуального моделювання [13]). Це особливо
важливо при необхiдностi уникнення явища «вибуху похибок» для iмпульсних задач [14].

Актуальнiсть таких питань обумовлена зростаючими вимогами до трьох основних харак-
теристик обчислювальних алгоритмiв: точностi, швидкодiї та iнформацiйної складностi [12].
Насамперед це потрiбно у зв’язку з необхiднiстю забезпечення високої точностi та надiйностi
математичного i комп’ютерного моделювання екстремальних динамiчних процесiв, систем i
технологiй, пов’язаних iз ризиком для життя людей.

Зокрема, iмпульснi диференцiальнi рiвняння являють собою математичнi моделi рiзних
явищ i процесiв в аерокосмонавтицi (оптимальне управлiння та безпека лiтальних апара-
тiв), ядернiй фiзицi, супрамолекулярних структурах, наноелектронних i надпровiдних систе-
мах, хiмiчнiй кiнетицi, теорiї еволюцiйних процесiв та iн. [13, 15]. Значну роль у розширеннi
можливостей апроксимацiйних методiв В. К. Дзядика вiдiграли вiдомi вiдкриття Нобелiвських
лауреатiв у галузi нанофiзики [15, 16] зi створення скануючого тунельного i скануючого атомно-
силового мiкроскопiв.
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2. Алгоритм. Розглянемо iдею вказаного вище алгоритму, використавши результати ро-
бiт [11, 17, 18].

1. Зведемо аналогiчно [17 – 20] задачу (1) (у випадку одного рiвняння, матрицi A(x, u) =
= A(x) i компонент вектора f(x, u) з алгебраїчною нелiнiйнiстю вiдносно розв’язку) до еквi-
валентного iнтегрального рiвняння типу Вольтерра третього роду

A(x)u(x) = u(0) +

x\int 
0

F (t, u(t)) dt, (2)

де F (x, u) — алгебраїчний многочлен двох змiнних, що знаходиться в результатi еквiвалентного
переходу (див. [17]).

2. Отриманому iнтегральному рiвнянню поставимо у вiдповiднiсть на кожному вiдрiзку
[xi, xi+1], i = 0,m, наближене iнтегро-функцiональне рiвняння

A(x)un,i(x) = un,i - 1(xi) +

x\int 
xi

F (t, un,i(t)) dt+ \varepsilon N,i(x), (3)

де un,i(x) — розв’язок рiвняння, що є алгебраїчним многочленом степеня не вищого за n на
вiдрiзку [xi, xi+1], одного з виглядiв

un,i(x) =
n\sum 

k=0

\alpha kix
k, un,i(x) =

n\sum 
k=0

\beta kiTk

\biggl( 
2(x - xi)

hi
 - 1

\biggr) 
, hi = xi+1  - xi, (4)

з невiдомими коефiцiєнтами \alpha ki (або \beta ki). У рiвняннi (3) \varepsilon N,i(x) — нев’язка-многочлен степеня
N, що залежить вiд степенiв многочленiв un,i(x) та F [11]:

\varepsilon N,i(x) =
N\sum 

k=n+1

\tau kiTk

\biggl( 
2(x - xi)

hi
 - 1

\biggr) 
, (5)

де Tk(z) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(k \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} z) — многочлен Чебишова першого роду, \tau ki — невiдомi допомiжнi
параметри.

3. Для знаходження коефiцiєнтiв \alpha ki (або \beta ki) i \tau ki можна використати iтерацiйну схему

A(x)un,i,\nu (x) = un,i - 1,\nu (xi) +

x\int 
xi

F
\bigl( 
t, un,i,\nu  - 1(t)

\bigr) 
dt+ \varepsilon N,i,\nu (x), (6)

де \nu = 1, 2, . . . — номер кроку iтерацiйного процесу; un,i,\nu (E) i \varepsilon N,i,\nu (x) — многочлени вiдпо-
вiдного вигляду (4) i (5) з коефiцiєнтами \alpha ki (або \beta ki) i \tau ki на \nu -му кроцi iтерацiй.

Прирiвнюючи в (6) при кожному \nu = 1, 2, . . . коефiцiєнти з однаковими степенями, одер-
жуємо для \alpha k\nu (або \beta k\nu ) i \tau k\nu деяку систему (N + 1)-го лiнiйного алгебраїчного рiвняння.

3. Теоретичне обґрунтування. Перед тим як перейти до вивчення питання обґрунтування
запропонованого алгоритму, введемо необхiднi позначення.

Через C[\cdot ] i L2
p[\cdot ] будемо позначати вiдповiдно простiр неперервних функцiй i сумовних iз

квадратом при чебишовськiй вазi
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pi(x) = 1

\Bigg/ \sqrt{} 
1 - 

\biggl( 
2
x - xi
hi

 - 1

\biggr) 2

(7)

на вiдрiзку [xi, xi+1] функцiй з загальновiдомими нормами \| \cdot \| C[xi,xi+1], \| \cdot \| L2
p[xi,xi+1]. При

дослiдженнi похибок розв’язування рiвнянь припустимо, що

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
x\in [0,H]

A(x) \geq a\ast > 0. (8)

На основi результатiв робiт [11, 17] має мiсце таке твердження про вiдхилення наближено-
го кусково-полiномiального розв’язку \^un(x) =

\bigl\{ 
un,i(x), i = 0,m

\bigr\} 
вiд точного розв’язку u(x)

рiвняння (1).
Теорема 1. Нехай числа H > 0 i n = 1, 2, . . . такi, що в кулi

\sigma (\rho ) =
\bigl\{ 
\psi \in C[0, H] : \| \psi \| C[0,H] \leq \rho 

\bigr\} 
iснують єдиний розв’язок u(x) рiвняння (1) i єдинi розв’язки un,i(x) рiвнянь (3) на промiжках
[xi, xi+1] такi, що

\bigm\| \bigm\| un,i(x)\bigm\| \bigm\| X \leq \rho . Тодi для кожного i = 0,m виконуються нерiвностi

\bigm\| \bigm\| u(x) - \^un(x)
\bigm\| \bigm\| 
X

\leq M1m

a\ast 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq i\leq m

\bigm\| \bigm\| \varepsilon N,i(x)
\bigm\| \bigm\| 
X[xi,xi+1]

, (9)

\| u(x) - \^un(x)\| L2
p
\leq m

a\ast 

\Biggl( 
1 +

h
\surd 
N

n+ 1
M2

\Biggr) 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq i\leq m

\| \varepsilon N,i(x)\| L2
p[xi,xi+1]

. (10)

При виконаннi нерiвностi

\theta n(H, p) =
1

a\ast 

\Biggl( 
1 - \pi h

\surd 
N

2(n+ 1)
M1

\Biggr) 
\geq 0 (11)

справедливою є оцiнка

\bigm\| \bigm\| u(x) - \^un(x)
\bigm\| \bigm\| 
X

\leq \lambda N (X[0, H])

a\ast \theta n(H, p)

\Biggl( 
1 +

h
\surd 
N

n+ 1
M2

\Biggr) 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq i\leq m

\bigl( 
EN,i(u)X[xi,xi+1]

\bigr) 
, (12)

де h = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i hi, M1, M2 — деякi сталi, що не залежать вiд n. Простiр X[\cdot ] є простором
C[\cdot ] неперервних функцiй або простором L2

p[\cdot ] сумовних iз квадратом при чебишовськiй вазi (7)
функцiй; En(u)X[\cdot ] — величина найкращого наближення многочленами функцiї u(x) в X[\cdot ],
\lambda N (X[\cdot ]) = 1 для простору L2

p[\cdot ] i \lambda N (X[\cdot ]) =
\surd 
2N для простору C[\cdot ].

Доведення ґрунтується на результатах робiт [9 – 11]. Розглянемо спочатку похибку на iн-
тервалi [x0, x1]. Згiдно з (8) подiлимо обидвi частини рiвнянь (2) i (3) на A(x) i отримаємо

u(x) - un,0(x) =
1

A(x)

x\int 
x0

F (t, y(t)) - F
\bigl( 
t, un,0(t)

\bigr) 
dt+

\varepsilon N,0(x)

A(x)
. (13)

З виразу (13), враховуючи вигляд A(x), f(x, u) i F (t, u(t)), одержуємо
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u(x) - un,0(x) =

=
1

A(x)

x\int 
x0

\left(  S\sum 
l=0

J\sum 
j=0

bljt
l\mu j,n,0(t) +

r\sum 
k=1

kakt
k - 1

\right)  \bigl( u(t) - un,0(t)
\bigr) 
dt+

\varepsilon N,0(x)

A(x)
, (14)

де

\mu j,n,0(t) =

j - 1\sum 
p=0

upn,0(t)u
j - p - 1(t). (15)

Внаслiдок лiнiйностi рiвняння (15) вiдносно рiзницi u(x) - un,0(x) справджується рiвнiсть

u(x) - un,0(x) =
\varepsilon N,0(x)

A(x)
+

x\int 
x0

Rn,0(x, t)
\varepsilon N,0(t)

A(t)
dt, (16)

де Rn,0(x, t) — резольвента ядра

Gn,0(x, t) =
1

A(x)

\left(  S\sum 
l=0

J\sum 
j=0

bljt
l\mu j,n,0(t) +

r\sum 
k=1

kakt
k - 1

\right)  (17)

рiвняння (14).
Звiдси, на основi нерiвностi Гронуолла – Белмана [21, 22], згiдно з (8) i (14) з урахуванням

того, що u, \^un \in \sigma (\rho ), отримуємо оцiнку (9) для X[x0, x1] = C[x0, x1].

Якщо застосувати рiвнiсть (16) та нерiвнiсть Буняковського для оцiнювання резольвенти
Rn,0(x, t) згiдно з (17), то можна пересвiдчитись у справедливостi оцiнки (9) при X[x0, x1] =

= L2
p0[x0, x1]:

\bigm\| \bigm\| u(x) - un,0(x)
\bigm\| \bigm\| 
L2
p
\leq 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon N,0(x)

A(x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2
p0

+

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
x\int 

x0

Rn,0(x, t)
\varepsilon N,0(t)

A(t)
dt

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2
p0

\leq 

\leq 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon N,0(x)

A(x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2
p

\left[       1 +
\left(      

x1\int 
x0

x\int 
x0

R2
n,0(x, t)

\sqrt{}        
1 - 

\biggl( 
2
t - x0
h0

 - 1

\biggr) 2

1 - 
\biggl( 
2
x - x0
h0

 - 1

\biggr) 2 dt dx

\right)      
1/2
\right]       \leq 

\leq 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon N,0(x)

A(x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2
p

\biggl[ 
1 +

H\pi 

2a\ast 
M1,0(h0, \rho ) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(HM1,0(H, \rho )/a\ast )

\biggr] 
. (18)

Таким чином, на iнтервалi [x0, x1] у просторi L2
p[x0, x1] нерiвнiсть (9) встановлено.

Далi, для простору L2
p[x0, x1] на пiдставi теореми про диференцiйовнiсть за параметром,

вимоги якої задовольняються, виконуємо замiну z = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
2
t - x0
h0

 - 1

\biggr) 
й iнтегруємо части-

нами iнтеграл, що мiститься у правiй частинi (14). Iз урахуванням (2) отримуємо
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x\int 

x0

Rn,0(x, t)
\varepsilon N,0(t)

A(t)
dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
=

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x\int 

x0

Rn,0(x, t)
N\sum 

k=n+1

\tau k0Tk

\biggl( 
2
t - x0
h0

 - 1

\biggr) 
1

A(t)
dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
= h0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
N\sum 

k=n+1

\tau k0
n+ k

\Biggl[ 
Rn,0(x, h0 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} z) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n+ k)z

A(h0 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} z)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| arccos
\Bigl( 
2
t - x0
h0

 - 1
\Bigr) 

\pi /2

 - 

 - 
arccos(x)\int 
\pi /2

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n+ k)z
\partial 

\partial z

\biggl( 
Rn,0(x, h0 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} z) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z

A(h0 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} z)

\biggr) 
dz

\Biggr] \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq h0c0(h0, \rho )

N\sum 
k=n+1

| \tau k0| 
n+ k

\leq h0\| \tau 0\| 
\surd 
N

n+ 1
c0(h0, \rho ), (19)

де

\| \tau 0\| =

\Biggl( 
N\sum 
l=1

\tau 2l0

\Biggr) 
. (20)

A0(h0, \rho ) — деяка стала, що не залежить вiд n.
Якщо тепер скористатися тим, що внаслiдок ортогональностi полiномiв Чебишова

Tk

\biggl( 
2
t - x0
h0

 - 1

\biggr) 
на [x0, x1] iз вагою \rho 0 виконуються, аналогiчно [11], нерiвностi

\| \tau 0\| =

\left[      2

\pi h0

xi+1\int 
xi

\varepsilon 2N,0(x)dx\sqrt{} 
1 - 

\biggl( 
2 \cdot t - x0

h0
 - 1

\biggr) 2

\right]      
1/2

\leq \| A(x)\| C
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon N,0(x)

A(x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2
p

, (21)

то з (16) з урахуванням (17) отримаємо нерiвнiсть (9).
Далi, внаслiдок лiнiйностi i проекцiйностi полiномiальних операторiв Фур’є – Чебишова,

при виконаннi умови (11) одержимо, аналогiчно [11], оцiнку

\| \tau 0\| \leq 
En(u)L2

pi

\theta n(h0, \rho )
.

Звiдси, врахувавши попередню оцiнку та нерiвнiсть (18), отримаємо (12).
Теорему на вiдрiзку [x0, x1] доведено.
На вiдрiзку [x1, x2] вираз (13) набирає вигляду

u(x) - un,1(x) =
u0  - un,0(x1)

A(x)
+
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+
1

A(x)

x\int 
x1

\bigl[ 
F (t, u(t)) - F (t, un,1(t))

\bigr] 
dt+

\varepsilon N,1(x)

A(x)
.

За допомогою мiркувань, аналогiчних попереднiм, iз використанням резольвенти на вiдрiзку
[x1, x2] отримаємо

u(x) - un,1(x) =
\varepsilon N,1(x)

A(x)
+
u0  - un,0(x1)

A(x)
+

+

x\int 
x1

Rn,1(x, t)

\biggl( 
\varepsilon N,1(t)

A(t)
+
u0  - un,0(x1)

A(t)

\biggr) 
dt,

де Rn,1(x, t) — резольвента вiдповiдного ядра Gn,1, вигляд якого подiбний до (17).
Оцiнка (9) на даному iнтервалi матиме вигляд

\| u(x) - u1,0(x)\| L2
p
\leq 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \varepsilon N,1(x)

A(x)
+
u0  - un,0(x1)

A(x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2
p

+

+

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
x\int 

x1

Rn,1(x, t)

\biggl( 
\varepsilon N,1(t)

A(t)
+
u0  - un,0(x1)

A(t)

\biggr) 
dt

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2
p

\leq 

\leq 
\| \varepsilon N,0(x)\| L2

p
+ \| \varepsilon N,1(x)\| L2

p

a\ast 

\biggl[ 
1 +

h1\pi 

2a\ast 
M1,1(h1, \rho ) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(HM1,1(h1, \rho )/a\ast )

\biggr] 
.

Оцiнки (10), (12) на цьому iнтервалi одержимо у виглядi\bigm\| \bigm\| u(x) - \^un(x)
\bigm\| \bigm\| 
X[0,H]

\leq 2

a\ast 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq i\leq m

\bigl( 
\| \varepsilon N,0(x)\| X[x0,x1]

, \| \varepsilon N,1(x)\| X[x1,x2]

\bigr) 
,\bigm\| \bigm\| u(x) - un,1(x)

\bigm\| \bigm\| 
L2
p[0,H]

\leq 

\leq 2

a\ast 

\Biggl( 
1 +

h1
\surd 
N

n+ 1
M2,1

\Biggr) 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq i\leq m

\bigl( 
\| \varepsilon N,0(x)\| L2

p[x0,x1], \| \varepsilon N,1(x)\| L2
p[x1,x2]

\bigr) 
,

\bigm\| \bigm\| u(x) - un,1(x)
\bigm\| \bigm\| 
X[0,H]

\leq 
\biggl( 
\lambda N (X[0, H])

a\ast \theta n(h1, \rho )

\biggr) \Biggl( 
1 +

h1
\surd 
N

n+ 1
M2,1

\Biggr) 
\times 

\times \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq i\leq m

\Bigl( 
\| EN,0(u)\| X[x0,x1], \| EN,1(u)\| X[x1,x2]

\Bigr) 
.

Звiдси методом iндукцiї легко переконатись у виконаннi нерiвностей (9), (10), (12) для i =

= 1, . . . ,m, якщо покласти

M1 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq i\leq m

M1,i, M2 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq i\leq m

M2,i.

Теорему доведено.
Таким чином, iз нерiвностей (9) – (12) можна зробити висновок, що алгоритм буде оптималь-

ним за порядком у сенсi найкращих наближень, ненасичуваним за точнiстю, а отже, ефектив-
ним у випадку задач з iмпульсним впливом за неповної iнформацiї щодо гладкостi початкових
функцiй.
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4. Обчислювальний експеримент. Для реалiзацiї запропонованого алгоритму було вибра-
но такi iмпульснi диференцiальнi рiвняння.

Приклад 1:

y\prime = y, y(0) = 1,

y(\xi ) =
\surd 
e, x \in [0; 1].

Наближений розв’язок можна шукати у виглядi полiномa:

y1(x) =

\left\{   C0 + C1x, якщо 0 \leq x \leq \xi ,

C2 + C3x, якщо \xi \leq x \leq 1.

Розглянемо два випадки: 1) \xi =
1

2
— фiксований момент, 2) \xi — невiдомий момент iмпульс-

ної дiї.
Наближенi рiвняння для знаходження C0, C1 i C2, C3 згiдно з алгоритмом матимуть вигляд

C0 + C1x = 1 +

x\int 
0

(C0 + C1t) dt+ \tau 1T2

\biggl( 
2x - \xi 

\xi 

\biggr) 
,

C2 + C3x =
\surd 
e+

x\int 
\xi 

(C2 + C3t) dt+ \tau 2T2

\biggl( 
2x - (1 + \xi )

1 - \xi 

\biggr) 
,

де \tau 1, \tau 2 — невiдомi допомiжнi параметри, T2

\biggl( 
2x - \xi 

\xi 

\biggr) 
i T2

\biggl( 
2x - (1 + \xi )

1 - \xi 

\biggr) 
— многочлени

Чебишова другого степеня, змiщенi з вiдрiзка [ - 1; 1] на вiдрiзки [0; \xi ] i [\xi ; 1] вiдповiдно.
Пiсля пiдстановки виразiв для многочленiв Чебишова у наближенi рiвняння отримуємо

системи

C0  - \tau 1 = 1,

 - \xi C0 + \xi C1 + 8\tau 1 = 0,

\xi 2

2
C1 + 8\tau 1 = 0

i

(1 + \xi )C2 +
\xi 2

2
C3  - 

\xi 2 + 6\xi + 1

(1 - \xi )2
\tau 2 =

\surd 
e,

 - C2 + C3 +
8(1 + \xi )

(1 - \xi )2
\tau 2 = 0,

C3

2
+

8

(1 - \xi )2
\tau 2 = 0

для знаходження невiдомих C0, C1, \tau 1 i C2, C3, \tau 2 у першому випадку. У другому випадку до
першої з систем додається умова для пошуку невiдомого моменту C0 + \xi C1 =

\surd 
e.
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Рис. 1

В результатi розв’язання цих систем було отримано:

у першому випадку, коли \xi =
1

2
— фiксований момент iмпульсної дiї (рис. 1),

y1(x) =

\left\{         
48/49 + (64/49)x, 0 \leq x \leq 1/2,

(16/49)e1/2 + (64/49)e1/2x, 1/2 \leq x \leq 1,

\tau 1 =  - 1/49, \tau 2 =  - (1/49)e1/2,

або

y1(x) =

\left\{         
0,9795918367 + 1,306122449x, якщо 0 \leq x \leq 1/2,

0,5383579660 + 2,53431864x, якщо 1/2 \leq x \leq 1,

\varepsilon \approx 0,367435460;

у першому випадку, коли \xi — невiдомий момент iмпульсної дiї (рис. 2),
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Рис. 2

y1(x) =

\left\{                       

0,786376715 + 1,13679471x, якщо 0 \leq x \leq \xi ,

0,237555411 + 2,38134182x, якщо \xi \leq x \leq 1,

\xi \approx 0,100815032,

\tau 1 =  - 0,21362328, \tau 2 =  - 0,3207470482,

\varepsilon \approx 0,5639210366.

Приклад 2:

y\prime =
1

1 + x
, y(0) = 0,

y(\xi ) = \mathrm{l}\mathrm{n}(3/2), x \in [0; 1].

За допомогою мiркувань, аналогiчних наведеним у прикладi 1, було отримано:

у першому випадку, коли \xi =
1

2
— фiксований момент iмпульсної дiї,
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y1(x) =

\left\{         
1/80 + (4/5)x, 0 \leq x \leq 1/2,

( - 47/168) + \mathrm{l}\mathrm{n}(3/2) + (4/7)x, 1/2 \leq x \leq 1,

\tau 1 = 1/80, \tau 2 = 1/112,

або

y1(x) =

\left\{         
0,125 + 0,x, якщо 0 \leq x \leq 1/2,

0,257032033 + 0,714285714x, якщо 1/2 \leq x \leq 1,

\varepsilon \approx 0,125;

у другому випадку, коли \xi — невiдомий момент iмпульсної дiї,

y1(x) =

\left\{                       

0,120427671 + 0,032888300x, якщо 0 \leq x \leq \xi ,

0,310383111 + 0,731045773x, якщо \xi \leq x \leq 1,

\xi \approx 0,89764485,

\tau 1 = 0,120427671, \tau 2 = 0,09325137835,

\varepsilon \approx 0,1212549162.

Проведенi обчислювальнi експерименти на тестових задачах iлюструють теоретично про-
гнозованi властивостi ненасичуваностi й оптимальностi в сенсi найкращих наближень побу-
дованого алгоритму. Зазначимо також, що вже при малих степенях многочлена алгоритм дає
достатньо високу точнiсть як для наближеного розв’язку рiвняння, так i для наближених невi-
домих моментiв iмпульсної дiї.
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