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НАБЛИЖЕННЯ ОБМЕЖЕНИХ ГОЛОМОРФНИХ
I ГАРМОНIЧНИХ ФУНКЦIЙ СЕРЕДНIМИ ФЕЙЄРА

We compute the exact values of the exact upper bounds on the classes of bounded holomorphic and harmonic functions
in a unit disk for the remainders in a Voronovskaya-type formula in the case of approximation by Fejér means. We also
present some consequences that are of independent interest.

Обчислено значення точних верхнiх меж на класах обмежених голоморфних i гармонiчних функцiй в одиничному
крузi для залишкових членiв у формулi типу Вороновської у випадку наближень середнiми Фейєра. Наведено ряд
наслiдкiв, що мають самостiйний iнтерес.

1. Нехай f — функцiя, голоморфна у крузi \BbbD := \{ z \in \BbbC : | z| < 1\} , i

f(z) =

\infty \sum 
k=0

\widehat fkzk, \widehat fk := f (k)(0)

k!
,

— її розклад у ряд Тейлора.
Середнiми Фейєра \sigma n(f) степеня n - 1, n \in \BbbN , функцiї f називається многочлен

\sigma n(f)(z) =

n - 1\sum 
k=0

\biggl( 
1 - k

n

\biggr) \widehat fkzk.
Покладемо \sigma 0(f) = 0.

Нехай r \geq 0. Розглянемо клас Br, який складається з голоморфних у \BbbD функцiй f вигляду

f(z) = P[r] - 1(z) + z[r]
\infty \sum 
k=0

\Gamma (k  - \{ r\} + 1)

(k + [r])!
\widehat gkzk, (1)

де P[r] - 1 — алгебраїчний многочлен степеня [r]  - 1 (P - 1 := 0), [r] i \{ r\} — вiдповiдно цiла i

дробова частини числа r, а g(z) =
\sum \infty 

k=0
\widehat gkzk — функцiя, голоморфна в \BbbD , для якої

\| g\| \infty := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
z\in \BbbD 

| g(z)| \leq 1.

Функцiя g в зображеннi (1) при дробових r є дробовою похiдною в розумiннi Рiмана –
Лiувiлля функцiї f, тобто

g(z) = f (r)(z) :=

\infty \sum 
k=[r]

k!

\Gamma (k  - r + 1)
\widehat fkzk - [r],

а при натуральних r — звичайною r-ю похiдною.
Позначимо B = B0.
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С. Б. Стєчкiн [1] показав, що при натуральних r \geq 2 для функцiй iз класу Br спiввiдношення

f(z) - \sigma n(f)(z) =
z

n
f \prime (z) +O

\biggl( 
1

nr

\biggr) 
(2)

справджується для всiх n \geq r  - 1 рiвномiрно вiдносно z \in \BbbD i рiвномiрно вiдносно всього
класу Br.

У роботi [2] показано, що спiввiдношення

f(z) - \sigma n(f)(z) =
z

n
f \prime (z) +O

\biggl( 
| z| n

n

\biggr) 
(3)

справджується для всiх n \in \BbbN рiвномiрно вiдносно z \in \BbbD i рiвномiрно вiдносно всього
класу B1.

Спiввiдношення (2) i (3), по сутi, є твердженнями типу теореми Вороновської для методу
наближення Фейєра (див., наприклад, [3, с. 452; 4, с. 206]). Їх також можна розглядати як асим-
птотичнi розклади першого порядку для f  - \sigma n(f) вiдносно параметра n на класi Br, r \in \BbbN ,
при z \in \BbbD . У випадку, коли | z| = 1, спiввiдношення (3) вже не може бути асимптотичним
розкладом i формально перетворюється в нерiвнiсть

| f(z) - \sigma n(f)(z)| \leq C
| z| 
n
, (4)

яка справджується для всiх f \in B1, n \in \BbbN i z \in \BbbD з абсолютною сталою C.

А. Зигмунд [5] уперше встановив цей факт, показавши, що (4) справджується зi значенням
C = \pi + 2/\pi . Згодом С. Б. Стєчкiн [1] показав, що (4) має мiсце при C = 3, а в [6] показано,
що в (4) можна покласти C = 2.

Зрозумiло також, що C \geq 1 (у цьому легко переконатися, взявши, наприклад, функцiю
f(z) = z). У роботах [2, 7] описано пiдкласи функцiй з B1, для яких спiввiдношення (4)
справджується зi сталою C = 1 для всiх z \in \BbbD i n \in \BbbN . Зокрема, в [7] показано, що для всiх
натуральних r \geq 2

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
f\in Br

\theta 

| f(z) - \sigma n(f)(z)| =
| z| 
n

\forall z \in \BbbD , n \in \BbbN ,

де Br
\theta — клас голоморфних у \BbbD функцiй f, для яких

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
z\in \BbbD 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial r\partial \theta r f(\rho ei\theta )
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1, z = \rho ei\theta .

З’ясуємо тепер, яку максимальну похибку наближення мають середнi Фейєра на класi B.
Для цього розглянемо клас K голоморфних у \BbbD функцiй f, якi зображуються iнтегралами типу
Кошi вздовж одиничного кола \BbbT := \{ t \in \BbbC : | t| = 1\} 

f(z) =

\int 
\BbbT 

\varphi (t)

1 - tz
dm(t), (5)
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зi щiльностями \varphi : \BbbT \rightarrow \BbbC , для яких \| \varphi \| L\infty (\BbbT ) := \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \BbbT | \varphi (t)| \leq 1.

Нескладно зрозумiти, що B \subset K.

В роботi [8] доведено, що для будь-яких z \in \BbbD i n \in \BbbN 

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
f\in K

| f(z) - \sigma n(f)(z)| =
2| z| 
\pi n

1 - | z| 2n

1 - | z| 2
\bfK (| z| n), (6)

де

\bfK (\rho ) =

\pi /2\int 
0

dx\sqrt{} 
1 - \rho 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 x

— повний елiптичний iнтеграл першого роду.
Хоча, як показано у [8], екстремальна функцiя f\ast , тобто та, для якої досягається максимум

у лiвiй частинi (6), є єдиною з точнiстю до унiмодулярного множника i належить K \setminus B, при
фiксованому z \in \BbbD i n\rightarrow \infty спiввiдношення (6) є асимптотично точним i на пiдкласi B \subset K.

Справдi, скориставшись розкладом

2

\pi 
\bfK (\rho ) = 1 +

\infty \sum 
k=1

\biggl( 
(2k  - 1)!!

(2k)!!

\biggr) 2

\rho 2k \forall \rho \in [0, 1),

з рiвностi (6) одержимо спiввiдношення

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in B

| f(z) - \sigma n(f)(z)| \leq 
| z| 
n

1 - | z| 2n

1 - | z| 2
+O

\bigl( 
| z| 2n

\bigr) 
, z \in \BbbD , n\rightarrow \infty , (7)

в якому залишковий член є рiвномiрно обмеженим вiдносно n, але необмеженим при | z| \rightarrow 1 - .
Переконаємося, що у спiввiдношеннi (7) при n \rightarrow \infty насправдi має мiсце знак рiвностi.

Для цього зафiксуємо z \in \BbbD i розглянемо функцiю

f(t) =
t - z

1 - tz
,

яка, очевидно, належить класу B.
Нескладно перевiрити, що для будь-якого n \in \BbbN 

f(z) - \sigma n(f)(z) =  - \sigma n(f)(z) =

= z  - z(1 - | z| 2)
n - 1\sum 
k=1

\biggl( 
1 - k

n

\biggr) 
| z| 2(k - 1) =

z

n

1 - | z| 2n

1 - | z| 2
.

Отже, у спiввiдношеннi (7) строгої нерiвностi бути не може.
Основна мета цiєї роботи — знайти точне значення величини

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in K

\bigm| \bigm| \bigm| f(z) - \sigma n(f)(z) - 
z

n
f \prime (z)

\bigm| \bigm| \bigm| 
для кожного фiксованого натурального n i z \in \BbbD .
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У п. 2, як наслiдки з основного результату — теореми 1, одержано аналог спiввiдношення
(2) для функцiй класу Br при всiх r \geq 0. До того ж дано конструктивну характеристику класу
B1 у термiнах наближення середнiми Фейєра.

Також отримано асимптотичний розклад першого порядку вiдносно n для величини

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in Br

| f(z) - \sigma n(f)(z)| , r \geq 0, z \in \BbbD .

Зокрема, з’ясовано, що залишковий член у (7) можна замiнити величиною, рiвномiрно обме-
женою вiдносно z у замкненому крузi \BbbD .

Ми показали (теорема 2), що нерiвнiсть (4) при значеннях | z| \leq (3 - 
\surd 
3)/2 виконується зi

сталою C = 1 для всiх функцiй iз класу B1 i всiх натуральних n.
Запропонований метод доведення результатiв п. 2, який базується на лемi 1, є цiлiсним

i має певну унiверсальнiсть. Iз вiдповiдним пристосуванням вiн є ефективним i у випадку
наближення обмежених гармонiчних функцiй середнiми Фейєра їхнiх рядiв Фур’є.

З цiєї причини, як пiдтвердження слiв про цiлiснiсть методу в комплексному i дiйсному ви-
падках, у п. 3 наведено аналоги результатiв iз п. 2 для дiйснозначних гармонiчних у \BbbD функцiй.
Результати п. 3 мають також самостiйний iнтерес. Вони є новими i з точки зору наближен-
ня класiв згорток неперервних 2\pi -перiодичних функцiй (на дiйснiй осi \BbbR ) з ядром Пуассона
середнiми Фейєра їхнiх рядiв Фур’є.

Найновiшi огляди результатiв за цiєю тематикою можна знайти в [9, 10] (див. також [11],
гл. XII).

2. Результати цього пункту — це наслiдки теореми 1, яка має самостiйний iнтерес також з
точки зору екстремальних задач на класах K i B.

Теорема 1. Нехай n \in \BbbN i z \in \BbbD . Тодi

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
f\in K

\bigm| \bigm| \bigm| f(z) - \sigma n(f)(z) - 
z

n
f \prime (z)

\bigm| \bigm| \bigm| = | z| n+1

n(1 - | z| 2)
(8)

i

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
f\in B

\bigm| \bigm| (1 - | z| 2n)f(z) - \sigma n(f)(z)
\bigm| \bigm| = | z| 

n

1 - | z| 2n

1 - | z| 2
. (9)

При z \not = 0 максимуми у (8) i (9) досягаються для єдиних з точнiстю до унiмодулярного
множника функцiй

f1(t) = tn
z  - t

1 - tz

i

f2(t) =
t - z

1 - tz

вiдповiдно.
Зауваження 1. Оскiльки B \subset K, а екстремальна у (8) функцiя f1 належить B, максимум

у лiвiй частинi (8) по класу K можна замiнити максимумом по класу B, не порушивши при
цьому рiвнiсть.
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Нехай, як зазвичай, H\infty позначає банахiв простiр обмежених голоморфних у \BbbD функцiй iз
нормою \| \cdot \| \infty . За теоремою Фату (див., наприклад, [12, с. 74]) кожна функцiя f iз простору H\infty 

має майже скрiзь на колi \BbbT кутовi граничнi значення, що утворюють вимiрну iстотно обмежену
функцiю, яку позначатимемо теж f. За принципом максимуму для будь-якої функцiї f \in H\infty 

норма \| f\| \infty реалiзується на її кутових граничних значеннях, тобто \| f\| \infty = \| f\| L\infty (\BbbT ). Таким
чином, H\infty можна розглядати як пiдпростiр простору L\infty (\BbbT ) вимiрних iстотно обмежених на
\BbbT функцiй, надiленого нормою \| \cdot \| L\infty (\BbbT ).

Зауваження 2. Для даної функцiї \varphi : \BbbT \rightarrow \BbbC , \| \varphi \| L\infty (\BbbT ) \leq 1, фактор-клас \varphi + H
\infty 
0 , де

H
\infty 
0 = \{ h : h \in H\infty , h(0) = 0\} , породжує за формулою (5) одну i ту ж функцiю f iз класу K. В

доведеннi теореми 1 буде показано, що екстремальна функцiя f1 єдина не лише у класi K, але й
єдина (з точнiстю до унiмодулярного множника) у фактор-просторi L\infty (\BbbT )/H\infty 

0 екстремальна
функцiя з нормою не бiльшою нiж 1.

Зауваження 3. Рiвнiсть (9) справджується i при z \in \BbbT , а саме, набирає вигляду

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
f\in B

| \sigma n(f)(z)| = 1 \forall z \in \BbbT ,

що збiгається зi знаменитим результатом Л. Фейєра i Е. Ландау (див., наприклад, [13]).

Доведення теореми 1 спирається на двi леми, перед формулюванням яких нагадаємо такий
факт.

Кожна голоморфна функцiя f iз простору Гардi Hq, q \geq 1, тобто така, що

\| f\| q := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\rho \in [0,1)

\left(  \int 
\BbbT 

| f(\rho t)| q dm(t)

\right)  1/q

<\infty ,

де dm(t) = dt/(2\pi it) — нормована мiра Лебега на колi \BbbT , має майже скрiзь на \BbbT кутовi граничнi
значення f, якi утворюють функцiю з лебегового простору Lq(\BbbT ), i до того ж

\| f\| q = \| f\| Lq(\BbbT ) :=

\left(  \int 
\BbbT 

| f | qdm

\right)  1/q

.

Лема 1. Нехай f \in H1, n \in \BbbZ + i z \in \BbbD . Тодi:

1) для будь-яких k \in \BbbZ +, k \leq n, i будь-якої функцiї g \in H1

n(f(z) - \sigma n(f)(z)) - zf \prime (z) =  - zn+1

\int 
\BbbT 

\Bigl( 
tkg(t) + f(t)

\Bigr) 
t
n t - z

1 - tz

1

| 1 - tz| 2
dm(t); (10)

2) справджується рiвнiсть

n
\bigl( 
(1 - | z| 2n)f(z) - \sigma n(f)(z)

\bigr) 
= z

\int 
\BbbT 

f(t)
t - z

1 - tz

| 1 - t
n
zn| 2

| 1 - tz| 2
dm(t). (11)
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Доведення. Твердження є тривiальним при z = n = 0. Тому далi вважаємо, що z \not = 0 i
n \not = 0.

Виберемо довiльну функцiю g \in H1 i розглянемо функцiю

Gk(t) := g(t)tn - k
t - z

1 - tz
.

Зрозумiло, що Gk \in H1 i Gk(z) = 0. Тому за формулою Пуассона

0 =
Gk(z)

1 - | z| 2
=

\int 
\BbbT 

Gk(t)
dm(t)

| 1 - tz| 2
=

=

\int 
\BbbT 

t
k
g(t)tn

t - z

1 - tz

dm(t)

| 1 - tz| 2
. (12)

Отже, iнтеграл у правiй частинi (10) не залежить нi вiд k, нi вiд g.
Далi, нехай

Sl(f)(z) =

l - 1\sum 
j=0

\widehat fjzj
— частинна сума порядку l  - 1, l \in \BbbN , ряду Тейлора функцiї f. Оскiльки

\sigma n(f)(z) =
1

n

n\sum 
l=1

Sl(f)(z)

i за формулою Кошi

f(z) - Sl(f)(z) = zl
\int 
\BbbT 

f(t)
t
l

1 - tz
dm(t),

то

f(z) - \sigma n(f)(z) =
1

n

n\sum 
l=1

(f(z) - Sl(f)(z)) =

=
1

n

\int 
\BbbT 

f(t)
n\sum 
l=1

zlt
l dm(t)

1 - tz
=
z

n

\int 
\BbbT 

f(t)t
1 - znt

n

(1 - tz)2
dm(t), z \in \BbbD . (13)

Врахувавши, що

f \prime (z) =

\int 
\BbbT 

f(t)
t

(1 - tz)2
dm(t) \forall z \in \BbbD , (14)

i
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t

(1 - tz)2
=

t - z

1 - tz

1

| 1 - tz| 2
\forall t \in \BbbT , z \in \BbbD ,

iз формул (13), (12) одержимо рiвнiсть (10).
Для доведення рiвностi (11) достатньо застосувати формулу (13) до функцiї F (t) = f(t)(1 - 

 - zntn) i врахувати, що \sigma n (F ) = \sigma n(f).

Нехай тепер n = 0 i z \in \BbbD \setminus \{ 0\} . Тодi рiвнiсть (11) є тривiальною, а (10) з урахуванням
спiввiдношень (12), (14) набирає вигляду

zf \prime (z) = z

\int 
\BbbT 

\Bigl( 
g(t) + f(t)

\Bigr) t - z

1 - tz

1

| 1 - tz| 2
dm(t).

Функцiя I : \BbbD \rightarrow \BbbD називається внутрiшньою, якщо вона є голоморфною в \BbbD , а її радiальнi
граничнi значення на колi \BbbT породжують функцiю (за якою залишаємо те саме позначення I )
таку, що | I| = 1 майже скрiзь на \BbbT . Функцiя p : \BbbT \rightarrow \BbbR називається знакосталою на \BbbT , якщо
p \leq 0 або p \geq 0 майже скрiзь на \BbbT .

Позначимо

Hq
0 := \{ f \in Hq : f(0) = 0\} .

Лема 2. Нехай функцiя p є знакосталою на \BbbT i I — внутрiшня функцiя. Тодi

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
h\in H1

0

\bigm\| \bigm\| Ip+ h
\bigm\| \bigm\| 
L1(\BbbT ) = \| p\| L1(\BbbT ),

а мiнiмум досягається для єдиної функцiї h \equiv 0.

Це твердження є компiляцiєю двох тверджень з роботи [14] (див. теорему 1 i нерiвнiсть (14)
у [14]).

Доведення теореми 1. Зауважимо спочатку, що K \subset UH2, де UH2 — одинична куля у
просторi H2. Справдi, нехай функцiя f належить K i має вигляд (5). Тодi

\widehat fk = \int 
\BbbT 

\varphi (t)t
k
dm(t), k = 0, 1, . . . ,

i, як наслiдок цього, за рiвнiстю Парсеваля

\| f\| 22 = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\rho \in [0,1)

\infty \sum 
k=0

\bigm| \bigm| \bigm| \widehat fk\bigm| \bigm| \bigm| 2 \rho 2k \leq \| \varphi \| 2L2(\BbbT ) \leq \| \varphi \| 2L\infty (\BbbT ) \leq 1.

Отже, функцiя f iз класу K має майже скрiзь на \BbbT кутовi граничнi значення f \in L2(\BbbT ).
До цього зауважимо, що для iнтеграла типу Кошi функцiї g := \varphi  - f \in L2(\BbbT ) справджуються
рiвностi \int 

\BbbT 

g(t)

1 - tz
dm(t) =

\left\{   
\sum \infty 

k=1
\widehat \varphi  - kz

k, | z| < 1,

0, | z| > 1,

де
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\widehat \varphi  - k :=

\int 
\BbbT 

\varphi (t)tkdm(t).

Отже, за теоремою Голубєва – Привалова функцiя g збiгається майже скрiзь на \BbbT з кутовими
граничними значеннями деякої функцiї з UH2.

Тому до функцiї f можна застосувати формулу (10), в якiй k = 0 i g = \varphi  - f + h, а h —
довiльна функцiя з H\infty 

0 . На основi такої формули (10) одержимо низку нерiвностей\bigm| \bigm| \bigm| f(z) - \sigma n(f)(z) - 
z

n
f \prime (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \leq | z| n+1

n

\int 
\BbbT 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \Bigl( \varphi (t) + h(t)
\Bigr) 
t
n t - z

1 - tz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1

| 1 - zt| 2
dm(t) \leq 

\leq 
\bigm\| \bigm\| \varphi + h

\bigm\| \bigm\| 
L\infty (\BbbT )

| z| n+1

n

\int 
\BbbT 

1

| 1 - zt| 2
dm(t) =

\bigm\| \bigm\| \varphi + h
\bigm\| \bigm\| 
L\infty (\BbbT )

| z| n+1

n(1 - | z| 2)
\forall z \in \BbbD .

Мiнiмiзуючи праву частину останньої нерiвностi вiдносно h по множинi H\infty 
0 , а потiм мак-

симiзуючи її вiдносно \varphi по класу UL\infty (\BbbT ) := \{ \varphi \in L\infty (\BbbT ) : \| \varphi \| L\infty (\BbbT ) \leq 1\} , отримуємо
спiввiдношення\bigm| \bigm| \bigm| f(z) - \sigma n(f)(z) - 

z

n
f \prime (z)

\bigm| \bigm| \bigm| \leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\varphi \in UL\infty (\BbbT )

d(\varphi ;H\infty 
0 )

| z| n+1

n(1 - | z| 2)
\forall z \in \BbbD ,

де

d(\varphi ;H\infty 
0 ) := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

h\in H\infty 
0

\| \varphi + h\| L\infty (\BbbT ) .

З iншого боку, при фiксованому z \in \BbbD для функцiї f1 маємо зображення (5), в якому \varphi = f1
i

f1(z) - \sigma n(f1)(z) - 
z

n
f \prime 1(z) =

zn+1

n

\int 
\BbbT 

tn
t - z

1 - tz
t
n t - z

1 - tz

1

| 1 - zt| 2
dm(t) =

=
zn+1

n

\int 
\BbbT 

1

| 1 - zt| 2
dm(t) =

zn+1

n(1 - | z| 2)
.

Отже,

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\varphi \in UL\infty (\BbbT )

d(\varphi ;H\infty 
0 ) = \| f1\| L\infty (\BbbT ) = 1,

що й доводить рiвнiсть (8) i екстремальнiсть функцiї f1.
Доведемо тепер єдинiсть екстремальної функцiї f1. Для цього зафiксуємо z \in \BbbD , \theta \in \BbbR i

означимо на \BbbT функцiю

k(t) =  - ei\theta tn t - z

1 - tz

1

| 1 - zt| 2
= ei\theta f1(t)

1

| 1 - zt| 2
.

Для норми функцiонала
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Fk(f) =

\int 
\BbbT 

f(t)k(t)dm(t)

на просторi H\infty , породженого функцiєю k, маємо рiвнiсть

\| Fk\| := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in B

| Fk(f)| = e - i\theta Fk(f1).

З iншого боку, за спiввiдношенням двоїстостi (див., наприклад, [15, с. 138])

\| Fk\| = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
h\in H1

0

\| k + h\| L1(\BbbT ).

Оскiльки функцiя e - i\theta f1 є внутрiшньою, а e - i\theta kf1 \geq 0 скрiзь на \BbbT , то за лемою 2 iнфiмум у
правiй частинi останньої рiвностi досягається для єдиної функцiї h \equiv 0. Тому всi екстремальнi
для функцiонала Fk функцiї f\ast повиннi задовольняти рiвняння f\ast (t)k(t) = ei\eta | k(t)| для майже
всiх t \in \BbbT при деякому \eta \in \BbbR , що рiвносильно рiвностi

f\ast (t) = ei\eta 
| k(t)| 
k(t)

=
ei(\eta  - \theta )

f1(t)
= ei(\eta  - \theta )f1(t).

Отже, f1 — єдина з точнiстю до унiмодулярного множника екстремальна функцiя в класi B
для функцiонала Fk. Але оскiльки згiдно з (10)

 - z
n+1

n
Fk(f) = f(z) - \sigma n(f)(z) - 

z

n
f \prime (z),

то f1 — єдина екстремальна функцiя в класi B i для рiвностi (8).
Припустимо тепер, що \psi — iнша екстремальна функцiя в класi UL\infty (\BbbT ), тобто та щiль-

нiсть в iнтегралi типу Кошi, що породжує голоморфну функцiю класу K, для якої досягається
максимум у лiвiй частинi (8). Тодi, аналогiчно щойно встановленим фактам про функцiю f1,

повинна виконуватися рiвнiсть

(\psi + h\ast )k = ei\theta | k| майже скрiзь на \BbbT ,

де h\ast — функцiя, яка є єдиним елементом найкращого наближення з H\infty 
0 функцiї \psi при деякому

\theta \in \BbbR (iснування та єдинiсть такої функцiї забезпечує теорема 1.3 з [15, с. 139]).
Отже,

\psi = ei\theta f1  - h\ast майже скрiзь на \BbbT . (15)

Покажемо, що | \psi | = 1 майже скрiзь на \BbbT . Цей факт можна отримати, використавши теорему
Адамяна, Арова i Крейна (див., наприклад, [15, с. 154]), а можна отримати безпосередньо зi
спiввiдношення двоїстостi, наприклад, таким чином.

Згiдно зi спiввiдношенням двоїстостi, норма функцiонала F\psi на просторi H1, породженого
функцiєю \psi , є такою:
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\| F\psi \| = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
g\in H1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 
\BbbT 

g\psi dm

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
h\in H\infty 

0

\| \psi + h\| L\infty (\BbbT ).

Iз доведення леми 1 (див. рiвнiсть (12)) випливає, що k належить H1. Тому

1 \geq \| F\psi \| \geq e - i\theta 

\| k\| 1

\int 
\BbbT 

k\psi dm = 1.

Таким чином,

e - i\theta 

\| k\| 1

\int 
\BbbT 

k\psi dm = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
h\in H\infty 

0

\| \psi + h\| L\infty (\BbbT ) = 1,

а це згiдно з теоремою 1.3 [15, с. 139] забезпечує те, що елементом найкращого наближення \psi 
є функцiя h = 0 i до того ж | \psi | = 1 майже скрiзь на \BbbT .

Покажемо тепер, що рiвностi (15) i | \psi | = 1 майже скрiзь на \BbbT одночасно можливi лише
тодi, коли h\ast = 0.

Справдi, за лемою 2

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
h\in H1

0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| ei\theta f1 \cdot 1 + h
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L1(\BbbT )

= \| 1\| L1(\BbbT ) = 1,

а iнфiмум досягається для єдиної функцiї h \equiv 0. Але разом iз цим внаслiдок того, що h\ast \in 
\in H\infty 

0 \subset H1
0 , маємо спiввiдношення

1 = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
h\in H1

0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| ei\theta f1 \cdot 1 + h
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L1(\BbbT )

\leq 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| ei\theta f1  - h\ast 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L1(\BbbT )

= | \psi | = 1.

Отже, функцiя h\ast також є елементом найкращого наближення в метрицi простору L1(\BbbT )
для функцiї ei\theta f1, що можливо лише тодi, коли h\ast = 0 майже скрiзь на \BbbT .

Це завершує доведення єдиностi екстремальної функцiї f1 i першої частини теореми 1.
Друга частина теореми доводиться аналогiчно. А саме, рiвнiсть (9) випливає з оцiнки

\bigm| \bigm| (1 - | z| 2n)f(z) - \sigma n(f)(z)
\bigm| \bigm| \leq | z| 

n

\int 
\BbbT 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f(t) t - z

1 - tz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| | 1 - t
n
zn| 2

| 1 - tz| 2
dm(t) \leq 

\leq | z| 
n

\int 
\BbbT 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - t
n
zn

1 - tz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 2 dm(t) =
| z| 
n

1 - | z| 2n

1 - | z| 2
,

яка ґрунтується на формулi (11) i екстремальностi функцiї f2, яка реалiзує рiвностi у цих спiв-
вiдношеннях. Єдинiсть функцiї f2 у класi B встановлюється дослiвним повторенням мiркувань
iз доведення єдиностi функцiї f1 у класi B з використанням позначення

k(t) = ei\theta 
t - z

1 - tz

| 1 - t
n
zn| 2

| 1 - tz| 2
.

Теорему 1 доведено.
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Наслiдок 1. Нехай функцiя f має вигляд (5), де \varphi належить L\infty (\BbbT ), i

Rn(f)(z) :=

\biggl( 
z

| z| 

\biggr) n+1 \int 
\BbbT 

\varphi (t)t
n t - z

1 - tz

1 - | z| 2

| 1 - zt| 2
dm(t) (0/0 = 1) .

Тодi для будь-якого n \in \BbbN i z \in \BbbD 

f(z) - \sigma n(f)(z) =
z

n
f \prime (z) - Rn(f)(z)

| z| n+1

n(1 - | z| 2)
, (16)

а для величини Rn(f)(z) справджується точна оцiнка

\| Rn(f)\| \infty \leq \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
h\in H\infty +\scrP n

\| \varphi + h\| L\infty (\BbbT ), (17)

де \scrP n — множина алгебраїчних многочленiв степеня не вищого за n.

Доведення. Оскiльки f належить H2 (див. доведення теореми 1), то рiвнiсть (16) випливає
з формули (10), в якiй k = 0 i g(t) = \varphi (t) - f(t) + tnh(t), а h — довiльна функцiя з H\infty .

Для встановлення оцiнки (17) зауважимо, що згiдно з (12) для будь-якої функцiї h \in H\infty 

Rn(f)(z) =

\biggl( 
z

| z| 

\biggr) n+1 \int 
\BbbT 

\Bigl( 
\varphi (t) + tnh(t)

\Bigr) 
t
n t - z

1 - tz

1 - | z| 2

| 1 - zt| 2
dm(t),

а також tnh(1/t) =
\sum n

k=0
akt

k +O(1/t), t\rightarrow \infty , i тому tnh(t)
\bigm| \bigm| 
t\in \BbbT \in H\infty + \scrP n.

Отже,

| Rn(f)(z)| \leq 
\int 
\BbbT 

\bigm| \bigm| \bigm| \varphi (t) + tnh(t)
\bigm| \bigm| \bigm| 1 - | z| 2

| 1 - zt| 2
dm(t) \leq 

\leq \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
h\in H\infty +\scrP n

\| \varphi + h\| L\infty (\BbbT ) \forall z \in \BbbD ,

що й доводить (17).
Знак рiвностi в (17) досягається, наприклад, для функцiї

f\ast (t) = tn
t - z

1 - tz
,

де z — деяка точка в \BbbD . Справдi, за теоремою 1

1 = | Rn(f\ast )(z)| \leq \| Rn(f\ast )\| \infty .

З iншого боку, оскiльки f\ast зображується у виглядi (5) з \varphi = f\ast , то

\| Rn(f\ast )\| \infty \leq \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
h\in H\infty +\scrP n

\| f\ast + h\| L\infty (\BbbT ) \leq \| f\ast \| L\infty (\BbbT ) = 1,

що й потрiбно було довести.
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Нехай

En(f) := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
P\in \scrP n - 1

\| f  - P\| \infty , n \in \BbbN ,

— найкраще наближення функцiї f алгебраїчними многочленами степеня не вищого за n  - 1

у просторi H\infty i \varepsilon = \{ \varepsilon k\} \infty k=r — послiдовнiсть невiд’ємних чисел, монотонно спадних до нуля
при k \rightarrow \infty , r \in \BbbZ +.

Розглянемо клас Br(\varepsilon ) обмежених голоморфних у \BbbD функцiй f, для яких

En(f) \leq \varepsilon n \forall n \geq r.

Наслiдок 2. Спiввiдношення

f(z) - \sigma n(f)(z) =
z

n
f \prime (z) +O

\biggl( 
\varepsilon n| z| n+1

n(1 - | z| 2)

\biggr) 
(18)

справджується для всiх натуральних n \geq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}([r], 1) рiвномiрно вiдносно z \in \BbbD i рiвномiрно
вiдносно класу Br(\varepsilon ).

Справдi, використовуючи формулу (16) i оцiнку (17), отримуємо

\| Rn(f)\| \infty \leq \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
h\in H\infty +\scrP n

\| f + h\| L\infty (\BbbT ) \leq En+1(f) \leq \varepsilon n,

що й потрiбно було довести.
Наведемо один важливий приклад. Нехай r \geq 0 i

\varepsilon =

\biggl\{ 
\Gamma (k  - r + 1)

k!

\biggr\} \infty 

k=r

.

Тодi Br \subset B[r](\varepsilon ). Цей факт випливає з рiвностi

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in Br

En(f) =
\Gamma (n - r + 1)

n!
\forall n \geq [r],

доведеної в [16] при натуральних r i в [17, 18] при дробових r.
Оскiльки (див., наприклад, [19, с. 35])

\Gamma (n - r + 1)

n!
\leq 1

(n - [r])r
= O

\biggl( 
1

nr

\biggr) 
\forall n > [r],

то з (18) випливає спiввiдношення

f(z) - \sigma n(f)(z) =
z

n
f \prime (z) +O

\biggl( 
| z| n+1

nr+1(1 - | z| 2)

\biggr) 
, (19)

яке справджується для всiх натуральних n \geq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}([r], 1) рiвномiрно вiдносно z \in \BbbD i рiвно-
мiрно вiдносно класу Br.

Спiввiдношення (19) при натуральних r \geq 2 не є наслiдком спiввiдношення Стєчкiна (2),
оскiльки при фiксованому z \in \BbbD залишковий член у (19) має бiльший порядок мализни,
нiж залишковий член у (2). Однак при фiксованому n другий доданок у правiй частинi (19)
необмежено зростає при | z| \rightarrow 1 - .
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Наслiдок 3. Нехай функцiя f є голоморфною в \BbbD i z належить \BbbD . Рiвнiсть

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

n| f(z) - \sigma n(f)(z)| = 0,

виконується тодi i тiльки тодi, коли f \prime (z) = 0.

Справдi, при будь-якому \rho \in (0, 1) функцiя t \rightarrow f(\rho t)/\| f(\rho \cdot )\| \infty належить класу B i тому
для неї, згiдно з (19),

n(f(\rho t) - \sigma n(f)(\rho t)) = \rho tf \prime (\rho t) +O

\biggl( 
| t| n+1

1 - | t| 2
\| f(\rho \cdot )\| \infty 

\biggr) 
.

Звiдси при \rho =
\sqrt{} 
| z| i t = ei arg z

\sqrt{} 
| z| маємо спiввiдношення

n(f(z) - \sigma n(f)(z)) = zf \prime (z) +O

\Biggl( 
| z| 

n+1
2

1 - | z| 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| f \Bigl( \sqrt{} | z| \cdot 
\Bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

\infty 

\Biggr) 
,

яке справджується для всiх n \in \BbbN рiвномiрно вiдносно z \in \BbbD , звiдки й випливає наслiдок 3.
Наслiдок 4. Нехай функцiя f є голоморфною в \BbbD . Для того щоб функцiя f належала B1,

необхiдно i достатньо, щоб рiвномiрно всерединi круга \BbbD 

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\rightarrow \infty 

n| f(z) - \sigma n(f)(z)| \leq 1. (20)

Нагадаємо, що пiд рiвномiрною збiжнiстю всерединi круга \BbbD розумiється рiвномiрна збiж-
нiсть на будь-яких компактах, якi лежать в \BbbD .

Доведення. Необхiднiсть. Нехай E — замкнена пiдмножина у крузi \BbbD . Тодi з (10) випливає
нерiвнiсть

n| f(z) - \sigma n(f)(z)| \leq 1 +
(1 - d(E,\BbbT ))n+1

d(E,\BbbT )
\forall z \in E, n \in \BbbN ,

де d(E,\BbbT ) — евклiдова вiдстань вiд E до кола \BbbT . Оскiльки другий доданок у правiй частинi
нерiвностi прямує до нуля при n\rightarrow \infty або ж є нулем, якщо E = \{ 0\} , то внаслiдок довiльностi
E останнє спiввiдношення доводить, що (20) справджується рiвномiрно всерединi \BbbD .

Достатнiсть. Нехай z належить E. Розглянемо функцiю g(t) := f(tz)/M, де M :=

:= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}t\in \BbbT | f(tz)| . Зрозумiло, що g належить B. Тому, згiдно з наслiдком 1, для будь-якого
натурального n

| tg\prime (t)| \leq n| g(t) - \sigma n(g)(t)| +
| t| n+1

1 - | t| 2
\forall t \in \BbbD . (21)

Оскiльки для будь-якої замкненої пiдмножини E\prime \subset \BbbD i будь-якого \varepsilon > 0 iснує такий номер
N = N(E\prime , \varepsilon ), що

| t| n+1

1 - | t| 2
\leq \varepsilon \forall t \in E\prime , n \geq N,

то з нерiвностi (21) випливає, що
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| tg\prime (t)| \leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\geq N

n| g(t) - \sigma n(g)(t)| + \varepsilon \forall t \in E\prime . (22)

Але якщо виконується (20) рiвномiрно всерединi круга \BbbD , то

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
N\rightarrow \infty 

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\geq N

n| g(t) - \sigma n(g)(t)| 

\Biggr) 
\leq M - 1 \forall t \in E\prime .

Тому, оскiльки лiва частина (22) не залежить вiд N,

| tg\prime (t)| \leq M - 1 + \varepsilon \forall t \in E\prime .

Внаслiдок довiльностi \varepsilon , E i E\prime , а також згiдно з рiвнiстю g\prime (t) =M - 1zf \prime (tz) це означає, що
| zf \prime (z)| \leq 1 для всiх z \in \BbbD .

Отже, за лемою Шварца | zf \prime (z)| \leq | z| для всiх z \in \BbbD , тобто f належить B1.

Наслiдок 5. Нехай n \in \BbbN . Тодi:

1) для будь-якого z \in \BbbD 

| z| 
n

1 - | z| 2n

1 - | z| 2
\leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in B
| f(z) - \sigma n(f)(z)| \leq 

| z| 
n

1 - | z| 2n

1 - | z| 2
+ | z| 2n; (23)

2) \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}f\in B \| f  - \sigma n(f)\| \infty = 2.

Перша частина цього твердження є безпосереднiм наслiдком рiвностi (11), а друга випливає
з першої (оцiнки зверху) i таких мiркувань. Зафiксуємо z \in \BbbT i розглянемо сiм’ю функцiй
\{ fa\} 0\leq a<1,

fa(t) =
zt - a

1 - zta
=  - a+ (1 - a2)

\infty \sum 
k=1

ak - 1(zt)k.

Зрозумiло, що fa належить B. Тому згiдно з (23)

2 \geq | fa(z) - \sigma n(fa)(z)| =
1 - a2

n

n - 1\sum 
k=1

kak - 1 + (1 - a2)
an

1 - a
>

> (1 + a)a\rightarrow 2, a\rightarrow 1,

що й потрiбно було довести.

Об’єднуючи наслiдки 2 i 5, одержуємо твердження, в якому йдеться про асимптотичний
розклад першого порядку для точної верхньої межi похибки наближення середнiми Фейєра на
класi Br при всiх r \geq 0 i z \in \BbbD . В термiнологiї О. I. Степанця знайти такий розклад — означає
розв’язати задачу Колмогорова – Нiкольського [20, с. 198] для класу Br i середнiх Фейєра.
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Наслiдок 6. Нехай r \geq 0. Тодi спiввiдношення

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in Br

| f(z) - \sigma n(f)(z)| =

\left\{                   

| z| 
n

1 - | z| 2n

1 - | z| 2
+O

\bigl( 
| z| 2n

\bigr) 
, r = 0,

| z| 
n

+O

\biggl( 
| z| n+1

n2(1 - | z| 2)

\biggr) 
, r = 1,

| z| 
n

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in Br

\bigm| \bigm| f \prime (z)\bigm| \bigm| +O

\biggl( 
| z| n+1

nr+1(1 - | z| 2)

\biggr) 
, r \not = 1,

(24)

справджується для всiх натуральних n \geq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}([r], 1) рiвномiрно вiдносно z \in \BbbD .
Зауважимо, що у випадку, коли r > 0, лiва частина (24) є обмеженою при | z| \rightarrow 1, тодi як

залишковий член у правiй частинi необмежено зростає. Це наштовхує на думку, що наявнiсть
множника 1/(1 - | z| 2) в залишковому членi у правiй частинi (24) не викликана суттю питання.
Бiльше того, виявляється, що у випадку, коли r = 1, залишковий член у правiй частинi (24)
при достатньо малих значеннях | z| дорiвнює нулю. А саме, справедливою є така теорема.

Теорема 2. Нехай n \in \BbbN i

\rho n :=

\left\{     
1, n = 1,

n+ 1 - 
\surd 
n+ 1

n
, n \geq 2,

— єдиний корiнь на промiжку [0, 1] рiвняння n+ 1 - 2(n+ 1)x+ nx2 = 0 при n \geq 2. Тодi для
всiх z таких, що | z| \leq \rho n, справджується рiвнiсть

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
f\in B1

| f(z) - \sigma n(f)(z)| =
| z| 
n
. (25)

Рiвнiсть (25) справджується для будь-яких n \in \BbbN i z таких, що | z| \leq 3 - 
\surd 
3

2
.

При z \not = 0 максимум у (25) досягається лише для функцiй вигляду f(t) = at + b, a, b \in \BbbC ,
| a| = 1.

Доведення. За теоремою 3 з роботи [2] рiвнiсть (25) при даному n \in \BbbN i z \in \BbbD справджу-
ється тодi i тiльки тодi, коли

Kn,z(t) := 1 + 2\mathrm{R}\mathrm{e}

\Biggl( 
n - 1\sum 
k=1

| z| ktk +
\infty \sum 
k=n

n

k + 1
| z| ktk

\Biggr) 
\geq 0 \forall t \in \BbbD , (26)

де сума вигляду
\sum m

k=l
при l > m покладається рiвною нулю.

Таким чином, для доведення теореми 2 достатньо перевiрити виконання умови (26) при
зазначених обмеженнях на | z| .

З цiєю метою позначимо

\lambda k,n(z) :=

\left\{     
2| z| k, k = 0, 1, . . . , n - 1,

2n

k + 1
| z| k, k = n, n+ 1, . . . ,
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i запишемо Kn,z(e
ix) у виглядi суми тригонометричного ряду

Kn,z(e
ix) =

\lambda 0,n(z)

2
+

\infty \sum 
k=1

\lambda k,n(z) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(kx), x \in [0, 2\pi ].

Нескладно переконатися, що для других рiзниць

\Delta 2\lambda k,n(z) := \lambda k+2,n(z) - 2\lambda k+1,n(z) + \lambda k,n(z)

послiдовностей \{ \lambda k,n(z)\} \infty k=0, n = 1, 2, . . . , справджуються рiвностi

\Delta 2\lambda k,n(z) =

\left\{                 

2| z| k(1 - \rho )2, k = 0, 1, . . . , n - 3, n \geq 3,

2
| z| n - 2

n+ 1

\bigl( 
n+ 1 - 2| z| (n+ 1) + n| z| 2

\bigr) 
, k = n - 2, n \geq 2,

2n| z| k
\biggl( 

1

k + 1
 - 2

| z| 
k + 2

+
| z| 2

k + 3

\biggr) 
, k = n - 1, n, . . . , n \geq 1.

Тому нерiвностi

\Delta 2\lambda k,n(z) \geq 0

виконуються для всiх k = 0, 1, . . . i z \in \BbbD у випадках, коли n = 1, та для всiх k = 0, 1, . . . i
z, | z| \leq \rho n, при n \geq 2.

Отже, послiдовностi \{ \lambda k,n(z)\} \infty k=0 при | z| \leq \varrho n є опуклими i спадними до нуля при k \rightarrow 
\rightarrow \infty для кожного натурального n. Тому за вiдомою теоремою (див., наприклад, [21, с. 100])
Kn,z(e

ix) \geq 0 для всiх x \in [0, 2\pi ], а отже, виконується (26).
Опишемо тепер екстремальнi функцiї в рiвностi (25). Безпосередньою перевiркою можна

переконатись, що має мiсце формула

f(z) - \sigma n(f)(z) =
z

n

\int 
\BbbT 

f \prime (t)Kn,z(t)dm(t), z \in \BbbD , n \in \BbbN ,

з якої за допомогою спiввiдношень двоїстостi (див., наприклад, [15, с. 138]) випливають рiвностi

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in B1

| f(z) - \sigma n(f)(z)| =

=
| z| 
n

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
g\in B

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 
\BbbT 

g(t)Kn,z(t)dm(t)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = | z| 
n

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
h\in H1

0

\| Kn,z + h\| L1(\BbbT ) ,

причому iснують єдинi функцiї g\ast \in B i h\ast \in H1
0 , для яких\int 

\BbbT 

g\ast (t)Kn,z(t)dm(t) = \| Kn,z + h\ast \| L1(\BbbT ) . (27)
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Оскiльки функцiя t \mapsto \rightarrow Kn,z(t) при | z| \leq \rho n є невiд’ємною на колi \BbbT , то за лемою 2 h\ast \equiv 0 i

\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
h\in H1

0

\| Kn,z(t) + h\| L1(\BbbT ) = \| Kn,z\| L1(\BbbT ) = 1.

Тому функцiя g\ast \equiv 1 єдина екстремальна у (27), а вiдтак функцiя

f\ast (z) =

az\int 
b

g\ast (t)dt = az + b, a, b \in \BbbC , | a| = 1,

що породжується функцiєю g\ast , — єдина екстремальна функцiя у (25).
3. Для обмежених гармонiчних функцiй у крузi \BbbD мають мiсце твердження, аналогiчнi

наслiдкам 2 – 6.
Наведемо необхiднi означення i нагадаємо деякi факти.
Якщо дiйснозначна функцiя f є обмеженою гармонiчною в крузi \BbbD , то (див., наприклад,

[12, с. 12]) iснує дiйснозначна функцiя \varphi , вимiрна на колi \BbbT , \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \BbbT | \varphi (t)| <\infty , така, що

f(z) =

\int 
\BbbT 

\varphi (t)
1 - | z| 2

| 1 - tz| 2
dm(t) \forall z \in \BbbD .

За теоремою Фату (див., наприклад, [12, с. 27]) така функцiя f має майже скрiзь на \BbbT радiальнi
(навiть кутовi) граничнi значення

f\ast (t) := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\rho \rightarrow 1 - 

f(\rho t), t \in \BbbT ,

причому f\ast = \varphi майже скрiзь на \BbbT .
Таким чином, обмежена гармонiчна функцiя f однозначно визначається своїми радiальними

граничними значеннями на \BbbT .
На основi розкладу

1 - | z| 2

| 1 - tz| 2
=
\sum 
k\in \BbbZ 

ek(z)ek(t), ek(z) :=

\left\{   z
| k| , k \leq  - 1,

zk, k \geq 0,

який збiгається абсолютно i рiвномiрно вiдносно (z, t) в областi \BbbD \times \BbbT , функцiю f можна
зобразити у виглядi суми ряду

f(z) =
\sum 
k\in \BbbZ 

\widehat fkek(z) \forall z \in \BbbD ,

де

\widehat fk = \widehat \varphi k = \int 
\BbbT 

\varphi ek dm.

Гармонiчна функцiя
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\widetilde f(z) = \sum 
k\in \BbbZ \setminus \{ 0\} 

( - i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} k) \widehat fkek(z)
називається гармонiчно спряженою до f.

Нехай r \geq 0. Позначимо через f (r) дробову похiдну в розумiннi Вейля за аргументом
z = \rho eix функцiї f (див., наприклад, [22, с. 263]), тобто

f (r)(z) =
\sum 
k\in \BbbZ 

ei
\pi r
2

sign k| k| r \widehat fkek(z).
Розглянемо класи hBr i \widetilde hBr, якi складаються з гармонiчних функцiй у крузi \BbbD , для яких

\| f (r)\| \infty \leq 1 i
\bigm\| \bigm\| \widetilde f (r)\bigm\| \bigm\| \infty \leq 1 вiдповiдно. Позначимо hB = hB0 i \widetilde hB = \widetilde hB0.

Середнiми Фейєра порядку n гармонiчної функцiї f називається гармонiчний многочлен

\sigma n(f)(z) =
\sum 

| k| \leq n - 1

\biggl( 
1 - | k| 

n

\biggr) \widehat fkek(z).
Нехай функцiя f є гармонiчною в \BbbD i має майже скрiзь на \BbbT кутовi граничнi значення

f \in L1(\BbbT ). Розглянемо двi функцiї, визначенi у крузi \BbbD :

f+(z) :=

\int 
\BbbT 

f(t)

1 - tz
dm(t), f - (z) :=

\int 
\BbbT 

f(t)tz

1 - tz
dm(t), z \in \BbbD .

Тодi за формулами Сохоцького майже скрiзь на \BbbT 

f - + f+ = f, if -  - if+ + i \widehat f0 = \widetilde f. (28)

Наступне твердження є основним у цьому пунктi. Воно є аналогом теореми 1.

Теорема 3. Нехай \frakH — один iз класiв hB або \widetilde hB, n \in \BbbN i z \in \BbbD . Тодi

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
f\in \frakH 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f(z) - \sigma n(f)(z) - 
1

n
\widetilde f \prime (z)\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = 4| z| n+1

\pi n(1 - | z| 2)
. (29)

При z \not = 0 максимум досягається для єдиної з точнiстю до унiмодулярного множника функцiї

f3(t) =

\left\{           
2

\pi 
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}

1 + iBn(t)e
 - i(n+1) arg z

1 - iBn(t)e - i(n+1) arg z
, якщо \frakH = hB,

2

\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 +Bn(t)e
 - i(n+1) arg z

1 - Bn(t)e - i(n+1) arg z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| , якщо \frakH = \widetilde hB,
де

Bn(t) := tn
t - z

1 - tz
.
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Зауваження 4. Якщо записати рiвнiсть (29) у виглядi

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
f\in \frakH 

\bigm| \bigm| \bigm| n(f(z) - \sigma n(f)(z)) - \widetilde f \prime (z)\bigm| \bigm| \bigm| = 4| z| n+1

\pi (1 - | z| 2)
,

то вона буде справедливою i при n = 0:

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
f\in \frakH 

\bigm| \bigm| \bigm| \widetilde f \prime (z)\bigm| \bigm| \bigm| = 4| z| 
\pi (1 - | z| 2)

.

Це спiввiдношення вперше знайдено, мабуть, у [23]. Його можна також отримати з результа-
тiв [24].

Доведення теореми 3. При z = 0 рiвнiсть (29) є тривiальною. Тому скрiзь далi в доведеннi
вважаємо, що z \not = 0.

Нехай \frakH = hB. Оскiльки\bigm\| \bigm\| f - \bigm\| \bigm\| 22 + \| f+\| 22 = \| f\| 22 \leq \| f\| 2\infty <\infty ,

то f - \in H1
0 i f+ \in H1.

Тому, застосувавши до функцiї f+ формулу (10), одержимо

f+(z) - \sigma n(f+)(z) - 
z

n
f \prime +(z) =  - z

n+1

n

\int 
\BbbT 

(f - (t) + f+(t))t
n t - z

1 - tz

1

| 1 - tz| 2
dm(t) =

=  - | z| n+1

n

\int 
\BbbT 

f(t)\omega n,z(t)
1

| 1 - tz| 2
dm(t), (30)

де

\omega n,z(t) := t
n t - z

1 - tz
ei(n+1) arg z.

Позначимо

f \prime  - (t) :=
d

dt
f - (t) =

\infty \sum 
k=1

\widehat f - kktk - 1
.

Оскiльки функцiя f дiйснозначна, то f+ = f - + \widehat f0, i тому

f - (z) - \sigma n(f - )(z) - 
z

n
f \prime  - (z) =  - | z| n+1

n

\int 
\BbbT 

f(t)\omega n,z(t)
1

| 1 - tz| 2
dm(t). (31)

Додаючи рiвностi (30) i (31), одержуємо формулу

f(z) - \sigma n(f)(z) - 
1

n
\widetilde f \prime (z) =  - 2| z| n+1

n

\int 
\BbbT 

f(t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\theta n,z(t))
1

| 1 - tz| 2
dm(t),

в якiй
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\theta n,z(t) := \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\omega n,z(t).

Звiдси випливає оцiнка\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f(z) - \sigma n(f)(z) - 
1

n
\widetilde f \prime (z)\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 2| z| n+1

n

\int 
\BbbT 

| \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\theta n,z(t))| 
1

| 1 - tz| 2
dm(t). (32)

Доведемо її точнiсть.
Оскiльки функцiя f3 є уявною частиною голоморфної в \BbbD функцiї

F (t) =
2

\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1 + iBn(t)e
 - i(n+1) arg z

1 - iBn(t)e - i(n+1) arg z

i \| f3\| \infty = 1, то f3 \in hB. З рiвностi

f3(t) =
2

\pi 
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

2| Bn(t)| \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\theta n,z(t))
1 - | Bn(t)| 2

\forall t \in \BbbD 

випливає, що для радiальних граничних значень функцiї f\ast справджується рiвнiсть

f\ast 3 (t) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\rho \rightarrow 1 - 

f3(\rho t) =

\left\{       
1, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\theta n,z(t)) > 0,

0, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\theta n,z(t)) = 0,

 - 1, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\theta n,z(t)) < 0

\right\}       = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\theta n,z(t))) .

Отже, за теоремою єдиностi для гармонiчних функцiй f3 — єдина з точнiстю до унiмоду-
лярного множника екстремальна функцiя, для якої має мiсце знак рiвностi у (32).

З’ясуємо тепер, який вигляд матиме лiва частина (32) для функцiї f3.

Оскiльки Bn(t) = O(tn) i \mathrm{l}\mathrm{n}
1 + t

1 - t
= O(t) при t \rightarrow 0, то f3(t) = O(F (t)) = O(tn). Це

означає, що \widehat (f3)k = 0, | k| \leq n - 1,

i внаслiдок цього \sigma n(f3)(t) = 0 для всiх t \in \BbbD .
Нескладно переконатися, що \widetilde f \prime 3(t) = \mathrm{I}\mathrm{m}(tF \prime (t)) i

F \prime (t) = i
4

\pi 

e - i(n+1) arg zB\prime 
n(t)

1 + e - i2(n+1) arg zB2
n(t)

.

Тому

\widetilde f \prime 3(z) = \mathrm{I}\mathrm{m}(zF \prime (z)) = \mathrm{I}\mathrm{m}

\biggl( 
i

4| z| n+1

\pi (1 - | z| 2)

\biggr) 
=

4| z| n+1

\pi (1 - | z| 2)
.

Легко бачити також, що f3(z) = \sigma n(f3)(z) = 0.

Отже, \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f3(z) - \sigma n(f3)(z) - 
1

n
\widetilde f \prime 3(z)\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = 1

n
\widetilde f \prime 3(z) =
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=
2| z| n+1

n

\int 
\BbbT 

| \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\theta n,z(t))| 
1

| 1 - tz| 2
dm(t) =

4| z| n+1

\pi n(1 - | z| 2)
.

Нехай тепер \frakH = \widetilde hB. Тодi за допомогою (28) аналогiчно попередньому випадку доводиться
рiвнiсть

\widetilde f(z) - \sigma n( \widetilde f)(z) + 1

n
f \prime (z) =

2| z| n+1

n

\int 
\BbbT 

f(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\theta n,z(t))
1

| 1 - tz| 2
dm(t).

Оскiльки
\widetilde \Bigl( \widetilde f \Bigr) =  - f, то пiдставляючи в останню рiвнiсть \widetilde f замiсть f, отримуємо

f(z) - \sigma n(f)(z) - 
1

n
\widetilde f \prime (z) =  - 2| z| n+1

n

\int 
\BbbT 

\widetilde f(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\theta n,z(t)) 1

| 1 - tz| 2
dm(t).

Звiдси випливає оцiнка\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f(z) - \sigma n(f)(z) - 
1

n
\widetilde f \prime (z)\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 2| z| n+1

n

\int 
\BbbT 

| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\theta n,z(t))| 
1

| 1 - tz| 2
dm(t).

Функцiя f3 є уявною частиною функцiї

F (t) =
2i

\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1 +Bn(t)e
 - i(n+1) arg z

1 - Bn(t)e - i(n+1) arg z
.

Оскiльки для спряженої функцiї \widetilde f3 справджується рiвнiсть

\widetilde f3(t) = 2

\pi 
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

2| Bn(t)| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\theta n,z(t))
1 - | Bn(t)| 2

\forall t \in \BbbD ,

то f3 належить \widetilde hB.
Для радiальних граничних значень функцiї \widetilde f3\ast справджується рiвнiсть

\widetilde f3\ast (t) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\rho \rightarrow 1 - 

\widetilde f3(\rho t) =
\left\{       
1, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\theta n,z(t)) > 0,

0, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\theta n,z(t)) = 0,

 - 1, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\theta n,z(t)) < 0

\right\}       = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} (\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\theta n,z(t))) .

Оскiльки \widetilde f \prime 3(t) = \mathrm{R}\mathrm{e}(tF \prime (t)) i

F \prime (t) =
4

\pi 

e - i(n+1) arg zB\prime 
n(t)

1 - e - i2(n+1) arg zB2
n(t)

,

то

\widetilde f \prime 3(z) = 4| z| n+1

\pi (1 - | z| 2)
.
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Отже, \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f3(z) - \sigma n(f3)(z) - 
1

n
\widetilde f \prime 3(z)\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = 1

n
\widetilde f \prime 3(z) =

=
2| z| n+1

n

\int 
\BbbT 

| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\theta n,z(t))| 
1

| 1 - tz| 2
dm(t) =

4| z| n+1

\pi n(1 - | z| 2)
.

Теорему 3 доведено.

Позначимо через h\infty простiр обмежених дiйснозначних гармонiчних у \BbbD функцiй iз нормою
\| \cdot \| \infty , i нехай

\widetilde En(f) := \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
ak\in \BbbC 

a - k=ak

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f  - 
\sum 

| k| \leq n - 1

akek

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\infty 

— найкраще наближення функцiї f \in h\infty гармонiчними многочленами у просторi h\infty .

Нехай, як i ранiше, \varepsilon = \{ \varepsilon k\} \infty k=1 — послiдовнiсть невiд’ємних чисел, монотонно спадних до
нуля при k \rightarrow \infty , i hB(\varepsilon ) — клас обмежених гармонiчних у \BbbD функцiй f, для яких

\widetilde En(f) \leq \varepsilon n \forall n \geq r.

Аналогiчно означимо клас \widetilde hB(\varepsilon ) :=
\Bigl\{ 
f гармонiчна в \BbbD : \widetilde f \in hB(\varepsilon )

\Bigr\} 
.

Наслiдок 7. Нехай \frakH — один iз класiв hB(\varepsilon ) або \widetilde hB(\varepsilon ). Тодi спiввiдношення

f(z) - \sigma n(f)(z) =
1

n
\widetilde f \prime (z) +O

\biggl( 
\varepsilon n| z| n+1

n(1 - | z| 2)

\biggr) 
(33)

справджується для всiх натуральних n \geq 1 рiвномiрно вiдносно z \in \BbbD i рiвномiрно вiдносно
класу \frakH .

Доведення. Нехай f належить \frakH = hB(\varepsilon ). Тодi функцiя

F =
f  - Tn
\varepsilon n

,

де Tn =
\sum 

| k| \leq n - 1
a\ast kek — гармонiчний многочлен степеня n - 1 найкращого наближення функ-

цiї f, належить класу hB. Тому з урахуванням тотожностi Tn  - \sigma n(Tn) =
1

n
\widetilde T \prime 
n за теоремою 3

маємо рiвнiсть (33).

Аналогiчно доводиться випадок, коли f \in \frakH = \widetilde hB(\varepsilon ).

Наслiдок 8. Нехай функцiя f є гармонiчною в \BbbD i z \in \BbbD . Рiвнiсть

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

n| f(z) - \sigma n(f)(z)| = 0

виконується тодi i тiльки тодi, коли \widetilde f \prime (z) = 0.
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Це твердження доводиться майже дослiвним повторенням мiркувань iз доведення наслiдку 3
з урахуванням (33).

В роботi [25] (див. також [4, с. 350]) знайдено конструктивну характеристику класу абсо-
лютно неперервних функцiй f : [0, 1] \rightarrow \BbbR , для яких похiдна f \prime задовольняє умову Лiпшиця, в
термiнах наближення многочленами Бернштейна, а в роботi [26] — конструктивну характерис-
тику аналогiчного класу 2\pi -перiодичних функцiй у термiнах наближення тригонометричними
многочленами Валле Пуссена.

Наступне твердження є аналогом цих результатiв для наближень гармонiчних функцiй се-
реднiми Фейєра.

Наслiдок 9. Нехай функцiя f є гармонiчною в \BbbD . Для того щоб f належала \widetilde hB1, необхiдно
i достатньо, щоб рiвномiрно всерединi круга \BbbD 

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\rightarrow \infty 

n| f(z) - \sigma n(f)(z)| \leq 1.

При доведеннi необхiдностi слiд врахувати, що \widetilde hB1 \subset \widetilde hB(\varepsilon ), де \varepsilon =
\Bigl\{ \pi 
2k

\Bigr\} \infty 

k=1
(див.,

наприклад, [11, с. 95]), а потiм скористатися спiввiдношенням (33). Достатнiсть доводиться
так само, як i в доведеннi наслiдку 4.

Розв’язок задачi Колмогорова – Нiкольського для класiв hBr, \widetilde hBr i сум Фейєра дає такий
наслiдок.

Наслiдок 10. Нехай r \geq 0 i \frakH r — один iз класiв hBr або \widetilde hBr. Тодi спiввiдношення

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in \frakH r

| f(z) - \sigma n(f)(z)| =

\left\{                                   

4| z| 
\pi n(1 - | z| 2)

(1 +O (| z| n)) , r = 0,

2

\pi n
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

1 + | z| 
1 - | z| 

+O

\biggl( 
| z| n+1

n2(1 - | z| 2)

\biggr) 
, \frakH r = hBr,

4

\pi n
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n} | z| +O

\biggl( 
| z| n+1

n2(1 - | z| 2)

\biggr) 
, \frakH r = \widetilde hBr

\right\}           , r = 1,

1

n
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in \frakH r

\bigm| \bigm| \bigm| \widetilde f \prime (z)\bigm| \bigm| \bigm| +O

\biggl( 
| z| n+1

nr+1(1 - | z| 2)

\biggr) 
, r \not = 0, 1,

справджується для всiх n \in \BbbN рiвномiрно вiдносно z \in \BbbD .
Доведення. Зауважимо, що спiввiдношення

\widetilde En(f) = O

\biggl( 
1

nr

\biggr) 
справджується рiвномiрно вiдносно n i рiвномiрно вiдносно класу \frakH r (див., наприклад,
[11, с. 86]).

Тому за наслiдком 7 справедливою є формула

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in \frakH r

| f(z) - \sigma n(f)(z)| =
An(\frakH 

r, z)

n
+O

\biggl( 
| z| n+1

nr+1(1 - | z| 2)

\biggr) 
,
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де

An(\frakH 
r, z) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in \frakH r

\bigm| \bigm| \bigm| \widetilde f \prime (z)\bigm| \bigm| \bigm| .
Згiдно iз зауваженням 4 маємо рiвностi

An(B, z) = An

\Bigl( \widetilde B, z\Bigr) =
4| z| 

\pi (1 - | z| 2)
,

якi доводять наслiдок 10 у випадку, коли r = 0.

У випадку, коли r = 1, за лемою Шварца [27] (див. також [28]) маємо рiвностi

An
\bigl( 
hB1, z

\bigr) 
= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

f\in hB,f(0)=0

\bigm| \bigm| \bigm| \widetilde f(z)\bigm| \bigm| \bigm| = 2

\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1 + | z| 
1 - | z| 

i

An

\Bigl( \widetilde hB1, z
\Bigr) 
= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

f\in hB,f(0)=0
| f(z)| = 4

\pi 
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n} | z| .

Прокоментуємо наслiдок 10, зiставивши його з вiдомими результатами про наближення
дiйснозначних неперервних на дiйснiй осi \BbbR 2\pi -перiодичних функцiй iз класiв згорток з ядром
Пуассона.

Нехай 0 \leq q < 1, \beta \in \BbbR i Cq\beta — клас неперервних 2\pi -перiодичних функцiй f : \BbbR \rightarrow \BbbR , якi
мають вигляд

f(x) = a0 +

\pi \int 
 - \pi 

\varphi (x - y)Pq,\beta (y)
dy

\pi 
, x \in \BbbR ,

де a0 \in \BbbR i

Pq,\beta (y) :=

\infty \sum 
k=1

qk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ky  - \beta \pi 

2

\biggr) 
.

Нескладно зрозумiти, що

Cq\beta =

\left\{   hB
\bigm| \bigm| 
| z| =q, \beta \in 2\BbbZ ,\widetilde hB\bigm| \bigm| | z| =q, \beta + 1 \in 2\BbbZ ,

тобто при цiлих \beta функцiя f належить Cq\beta тодi i тiльки тодi, коли функцiя F (eix) := f(x) є

звуженням на коло радiуса q деякої функцiї з класу hB або \widetilde hB.
Нехай

Vn,m(f)(x) =
\sum 

| k| \leq n - 1

\lambda k,n,m \widehat fkeikx, m, n \in \BbbN , m \leq n,

— сума Валле Пусcена неперервної 2\pi -перiодичної функцiї f, де

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2019, т. 71, № 4



540 В. В. САВЧУК, С. О. ЧАЙЧЕНКО, М. В. САВЧУК

\lambda k,n,m =

\left\{     
1, | k| \leq n - m,

1 - | k|  - n+m

m
, n - m+ 1 \leq | k| \leq n - 1,

i

\widehat fk = \pi \int 
 - \pi 

f(x)e - ikx
dx

2\pi 
.

Зрозумiло, що Vn,n(f) = \sigma n(f).

У роботi [29] доведено (див. також [30; 31, с. 217]), що при 0 < q < 1, \beta \in \BbbR , m \rightarrow +\infty i
n - m\rightarrow +\infty справджується асимптотична рiвнiсть

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in Cq

\beta 

\| f  - Vn,m(f)\| C =
4qn - m+1

\pi m(1 - q2)

\biggl( 
1 +O

\biggl( 
qm +

q

(n - m+ 1)(1 - q)2

\biggr) \biggr) 
, (34)

де \| f\| C = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}x\in [ - \pi ,\pi ] | f(x)| , O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно n, q, m i \beta .

Спiввiдношення (34) є правильним i при n = m, але при цьому воно вже не є асимптотич-
ною рiвнiстю. Наслiдок 10 (випадок, коли r = 0) уточнює (34), а саме, показує, що при n = m

i \beta \in \BbbZ другий доданок у залишковому членi у правiй частинi (34) фактично дорiвнює нулю,
що забезпечує справедливiсть асимптотичної рiвностi й у цьому випадку.

Цiкаво зауважити також, як наслiдок 10 узгоджується з вiдомим результатом С. М. Нiколь-
ського [32].

Нехай W 1 — клас абсолютно неперервних 2\pi -перiодичних функцiй f : \BbbR \rightarrow \BbbR , в яких
похiдна f \prime там, де вона iснує, задовольняє умову | f \prime (x)| \leq 1. Тодi

hB1
\bigm| \bigm| 
\BbbT =W 1.

Справдi, якщо f належить W 1, то iнтеграл Пуассона

F (z) =

\pi \int 
 - \pi 

f(x - y)
1 - \rho 2

1 - 2\rho \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y + \rho 2
dy

2\pi 
, z = \rho eix,

породжує гармонiчну функцiю, неперервну в \BbbD (див., наприклад, [21, с. 154]), для похiдної якої
справджується рiвнiсть

F \prime (\rho eix) =
\partial 

\partial x
F (\rho eix) =

\pi \int 
 - \pi 

f \prime (x - y)
1 - \rho 2

1 - 2\rho \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y + \rho 2
dy

2\pi 
.

Отже, F належить hB1 i F | \BbbT = f | [ - \pi ,\pi ].
Навпаки, якщо F належить hB1, то F задовольняє дугову умову Лiпшиця:

| F (\rho eix1) - F (\rho eix2)| \leq \rho | eix1  - eix2 | \forall x1, x2 \in [0, 2\pi ], \rho \in [0, 1).
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Тому радiальнi граничнi значення F \ast на множинi тих точок кола \BbbT , де вони iснують, задоволь-
няють умову Лiпшиця:

| F \ast (eix1) - F \ast (eix2)| \leq | eix1  - eix2 | .

Отже, F можна неперервно продовжити в \BbbD , F | \BbbT = F \ast i за вiдомою теоремою (див.,
наприклад, [21, с. 156]) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial \partial xF \ast 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1 майже скрiзь на \BbbT .

За принципом максимуму i наслiдком 10 маємо спiввiдношення

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in W 1

\| f  - \sigma n(f)\| C = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in hB1

\| f  - \sigma n(f)\| \infty \geq 

\geq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in hB1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f \biggl( 1 - 1

n

\biggr) 
 - \sigma n(f)

\biggl( 
1 - 1

n

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = 2

\pi n
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} n+O

\biggl( 
1

n

\biggr) 
\forall n \in \BbbN .

З iншого боку, за теоремою Нiкольського [32] при n \rightarrow \infty справджується асимптотична
рiвнiсть

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in W 1

\| f  - \sigma n(f)\| C =
2

\pi n
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} n+O

\biggl( 
1

n

\biggr) 
.

Таким чином, ми довели такий наслiдок.
Наслiдок 11. При n\rightarrow \infty справджується асимптотична рiвнiсть

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in hB1

| f(z) - \sigma n(f)(z)| =

\left\{         
2

\pi n
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

1 + | z| 
1 - | z| 

+O

\biggl( 
| z| n+1

n2(1 - | z| 2)

\biggr) 
, z \in \BbbD ,

2

\pi n
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} n+O

\biggl( 
1

n

\biggr) 
, z \in \BbbT .
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4. Bustamente J. Bernstein operators and their properties. – Basel: Birkhäuser, 2017. – 420 p.
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