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СТРУКТУРНА СТIЙКIСТЬ МАТРИЧНИХ В’ЯЗОК I МАТРИЧНИХ ПАР
ВIДНОСНО КОНТРАГРЕДIЄНТНОЇ ЕКВIВАЛЕНТНОСТI

A complex matrix pencil A - \lambda B is called structurally stable if there exists its neighborhood in which all pencils are strictly
equivalent to this pencil. We describe all complex matrix pencils that are structurally stable. It is shown that there are no
pairs (M,N) of m \times n and n \times m complex matrices (m,n \geq 1) that are structurally stable under the contragredient
equivalence (S - 1MR,R - 1NS), in which S and R are nonsingular.

Комплексна матрична в’язка A - \lambda B називається структурно стiйкою, якщо iснує її окiл, що складається зi строго
еквiвалентних їй в’язок. У статтi описано всi структурно стiйкi в’язки. Також доведено неiснування пар (M,N)
комплексних матриць розмiру m \times n та n \times m, m, n \geq 1, структурно стiйких вiдносно контрагредiєнтної еквiва-
лентностi (S - 1MR,R - 1NS), де S i R — невиродженi матрицi.

1. Вступ. Кожна матрична задача \scrM над \BbbC задається множиною n-к \scrM 0 комплексних матриць
i множиною дозволених перетворень \scrM 1 над ними. Матрична n-ка \scrA = (A1, . . . , An) \in \scrM 0

називається структурно стiйкою, якщо кожна достатньо близька до неї n-ка \scrB \in \scrM 0 може
бути зведена до \scrA дозволеними перетвореннями. Таке означення використовується в [6, 7, 15].
Воно визначається по аналогiї з означенням структурної стiйкостi динамiчних систем, яке було
введене в [1] (див. також [12, 14]). Якщо матрична n-ка \scrA \in \scrM 0 вiдома тiльки приблизно (на-
приклад, одержана в результатi вимiрювань), то важливо знати, чи є вона структурно стiйкою.

Матриця розмiру m \times n є структурно стiйкою вiдносно елементарних перетворень тодi i
тiльки тодi, коли її ранг дорiвнює \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(m,n). Кожна квадратна матриця A є структурно нестiй-
кою вiдносно перетворень подiбностi, оскiльки як завгодно малi збурення можуть змiнити її
власнi числа.

У пунктi 2 описано всi пари (A,B) комплексних матриць розмiру m\times n, якi є структурно
стiйкими вiдносно перетворень еквiвалентностi (S - 1AR,S - 1BR), де R i S — невиродженi
матрицi (тобто описано всi структурно стiйкi матричнi в’язки A - \lambda B). У пунктi 3 показано, що
не iснує структурно стiйких пар комплексних матриць (M,N) розмiру m\times n i n\times m вiднос-
но контрагредiєнтної еквiвалентностi (S - 1MR,R - 1NS). Збурення матричних пар вiдносно
еквiвалентностi i контрагредiєнтної еквiвалентностi вивчається в [8, 9, 11].

2. Критерiй структурної стiйкостi для матричних пар вiдносно перетворень еквiвалент-
ностi. У цьому пунктi кожна матрична пара складається з комплексних матриць однакового
розмiру.

Задача класифiкацiї комплексних матричних в’язок A  - \lambda B є задачею класифiкацiї пар
матриць вiдносно перетворень еквiвалентностi

(A,B) \mapsto \rightarrow (S - 1AR,S - 1BR), (1)

де S i R — невиродженi матрицi. Згiдно з теоремою Кронекера для матричних в’язок (див.
[5], роздiл 1.8), пара (A,B) еквiвалентна прямiй сумi, однозначно визначенiй iз точнiстю до
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перестановки доданкiв, пар вигляду

(Ir, Jr(\lambda )), (Jr(0), Ir), (Lr, Rr), (L
T
r , R

T
r ), r = 1, 2, . . . , (2)

де

Jr(\lambda ) :=

\left[     
\lambda 0

1 \lambda 
. . . . . .

0 1 \lambda 

\right]     (розмiру r \times r, \lambda \in \BbbC ),

Lr :=

\left[  1 0 0
. . . . . .

0 1 0

\right]  , Rr :=

\left[  0 1 0
. . . . . .

0 0 1

\right]  (розмiру (r  - 1)\times r). (3)

Зауважимо, що (L1, R1) = (010, 001); через 0mn позначено нульову матрицю розмiру m\times n, де
m,n = 0, 1, 2, . . . . Пряма сума матричних пар визначається таким чином:

(A,B)\oplus (A\prime , B\prime ) := (A\oplus A\prime , B \oplus B\prime ).

Теорема 1. Пара (A,B) комплексних матриць однакового розмiру є структурно стiйкою
вiдносно перетворень еквiвалентностi тодi i тiльки тодi, коли пара (A,B) або (AT , BT )

еквiвалентна парi вигляду

(Lr, Rr)\oplus \cdot \cdot \cdot \oplus (Lr, Rr)\underbrace{}  \underbrace{}  
p разiв

\oplus (Lr+1, Rr+1)\oplus \cdot \cdot \cdot \oplus (Lr+1, Rr+1)\underbrace{}  \underbrace{}  
q разiв

, (4)

де p \geq 1 i q \geq 0.

Доведення. =\Rightarrow Нехай пара (A,B) структурно стiйка i є прямою сумою пар вигляду (2).
Тодi вона не мiстить доданкiв вигляду (Ir, Jr(\lambda )) i (Jr(0), Ir). Крiм того, вона не мiстить
доданкiв вигляду (Lr, Rr) \oplus (LT

s , R
T
s ), оскiльки Lr \oplus Ls — квадратна вироджена матриця,

яка як завгодно малими збуреннями може бути перетворена на невироджену. Отже, (A,B) є
прямою сумою доданкiв вигляду (Lr, Rr) або прямою сумою доданкiв вигляду (LT

r , R
T
r ).

Нехай (A,B) є прямою сумою доданкiв вигляду (Lr, Rr) i не має вигляду (4). Тодi (A,B)

мiстить прямий доданок (Lr, Rr)\oplus (Ls, Rs) з s - r \geq 2. Покрзува [13] (теорема 3) описав усi
вiдношення включення мiж замиканнями класiв еквiвалентностi двох матричних в’язок. Вико-
риставши теорему 2.2 з [2], отримаємо, що як завгодно малими збуреннями пара (Lr, Rr) \oplus 
\oplus (Ls, Rs) може бути зведена до пари, яка еквiвалентна (Lr+1, Rr+1)\oplus (Ls - 1, Rs - 1), що супе-
речить структурнiй стiйкостi (A,B). Отже, пара (A,B) має вигляд (4).

\Leftarrow = Нехай пара (A,B) має вигляд (4). Покажемо, що вона є структурно стiйкою.
Для кожної матричної пари (C,D) позначимо через \scrB (C,D) її пачку, що визначається

таким чином (див. [4]). Нехай

\scrJ r1(\lambda 1)\oplus \cdot \cdot \cdot \oplus \scrJ rk(\lambda k)\oplus \scrL , \lambda 1, . . . , \lambda k \in \BbbC \cup \infty ,

— канонiчна форма Кронекера пари (C,D), де \scrJ r(\lambda ) := (Ir, Jr(\lambda )) при \lambda \in \BbbC , \scrJ r(\infty ) :=

:= (Jr(0), Ir), i \scrL — пряма сума пар вигляду (Lr, Rr) та (LT
r , R

T
r ). Тодi \scrB (C,D) — множина

всiх матричних пар, чиї канонiчнi форми Кронекера мають вигляд
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\scrJ r1(f(\lambda 1))\oplus \cdot \cdot \cdot \oplus \scrJ rk(f(\lambda k))\oplus \scrL , f : \BbbC \cup \infty \rightarrow \BbbC \cup \infty — бiєкцiя.

Зокрема, \scrB := \scrB (A,B) складається зi всiх матричних пар, що еквiвалентнi (A,B).

Щоб отримати суперечнiсть, припустимо, що в кожному околi (A,B) iснує пара, яка не
належить \scrB . Оскiльки множина матричних пар однакового розмiру розкладається на скiнченну
множину пачок, то iснує така пачка \scrC \not = \scrB , що кожний окiл пари (A,B) мiстить пару з \scrC . Це
неможливо для пачки \scrB , згiдно з теоремою 3.3 [4], в якiй описано вiдношення включення для
замикання пачок.

Тому в пачцi \scrB мiститься окiл пари (A,B), всi пари якого еквiвалентнi (A,B).

Теорему 1 доведено.
3. Всi матричнi пари нестiйкi вiдносно контрагредiєнтної еквiвалентностi. У даному

пунктi розглядаються пари комплексних матриць розмiру m \times n та n \times m, m, n = 1, 2, . . . ,

вiдносно перетворень контрагредiєнтної еквiвалентностi

(A,B) \mapsto \rightarrow (S - 1AR,R - 1BS), S i R — невиродженi матрицi.

Зауважимо, що матрицi пари зустрiчних лiнiйних вiдображень U \rightleftarrows V перетворюються
такими перетвореннями.

У статтi [3] описано канонiчну форму пар матриць вiдносно перетворень контрагредiєнтної
еквiвалентностi: кожна пара (A,B) контрагредiєнтно еквiвалентна прямiй сумi, визначенiй з
точнiстю до перестановки доданкiв, пар вигляду

(Ir, Jr(\lambda )), (Jr(0), Ir), (Lr, R
T
r ), (L

T
r , Rr), r = 1, 2, . . . , (5)

де Lr i Rr визначенi в (3).
Iнше доведення цiєї канонiчної форми та її застосування наведено в [10].
Теорема 2. Кожна пара (A,B) комплексних матриць вiдповiдних розмiрiв m\times n i n\times m з

m \geq 1 i n \geq 1 є структурно нестiйкою вiдносно перетворень контрагредiєнтної еквiвалент-
ностi.

Доведення. Достатньо показати, що пари (5) є структурно нестiйкими. Якщо пари (A,B)

i (A\prime , B\prime ) контрагредiєнтно еквiвалентнi, то матрицi AB i A\prime B\prime подiбнi. Позначимо через Epq

матрицю розмiру p \times q, в якiй на мiсцi (1,1) стоїть як завгодно мале комплексне число \varepsilon \not = 0,

а на iнших мiсцях стоять нулi.
Пари (Ir, Jr(\lambda )) i (Ir, Jr(\lambda ) + Err) не контрагредiєнтно еквiвалентнi, оскiльки матрицi

Ir \cdot Jr(\lambda ) = Jr(\lambda ) i Ir(Jr(\lambda ) + Err) = Jr(\lambda ) + Err не подiбнi.
Пари (Lr, R

T
r ) i (Lr, R

T
r + Er,r - 1) не контрагредiєнтно еквiвалентнi, оскiльки матрицi

LrR
T
r = Jr - 1(0) i Lr(R

T
r + Er,r - 1) = Jr - 1(0) + Er - 1,r - 1 не подiбнi.

Тому всi пари (5) структурно нестiйкi.
Автори щиро вдячнi професору Володимиру Васильовичу Сергейчуку за стимулюючi обго-

ворення i кориснi поради.

Лiтература
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