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ПРО НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ КЛАСУ ГЕЛЬДЕРА, ЗАДАНИХ НА ВIДРIЗКУ,
ЇХНIМИ БIГАРМОНIЧНИМИ ОПЕРАТОРАМИ ПУАССОНА

We obtain the exact equality for the upper bounds of deviations of biharmonic Poisson operators on the Hölder classes of
functions continuous on the segment [ - 1; 1].

Отримано точну рiвнiсть для верхнiх меж вiдхилень бiгармонiчних операторiв Пуассона на класах Гельдера непе-
рервних на вiдрiзку [ - 1; 1] функцiй.

1. Постановка задачi та деякi iсторичнi вiдомостi. Нехай \^T0(x) =
1\surd 
\pi 
, \^Tk(x) =

=

\sqrt{} 
2

\pi 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} k \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}x, k \in \BbbN , — ортонормована з вагою

1\surd 
1 - x2

на [ - 1; 1] система полiномiв

Чебишoва першого роду. Для кожної неперервної функцiї f позначимо через ck = ck(f) =

=

\int 1

 - 1

f(t) \^Tk(t)\surd 
1 - t2

dt послiдовнiсть її коефiцiєнтiв Фур’є по системi \^Tk(x) (див., наприклад, [1]).

Тодi
\sum \infty 

k=0
ck \^Tk(x) називають рядом Фур’є – Чебишoва функцiї f .

Лiнiйнi методи пiдсумовування рядiв та iнтегралiв Фур’є (методи Фур’є, Фейєра [2, c. 36],
Валле Пуссена [3, 4], Абеля – Пуассона [5, 6], бiгармонiчного iнтеграла [7, 8]) мають аналоги у
випадку пiдсумовування рядiв Фур’є – Чебишoва. Зокрема, аналогом сум Фур’є Sn(f ;x) в алге-

браїчному випадку є суми Фур’є – Чебишoва Sn(f ;T ;x) =
\sum n - 1

k=0
ck \^Tk, аналогом сум Фейєра

\sigma n(f ;x) — суми Фейєра – Чебишoва \sigma n(f ;T ;x) =
1

n

\sum n - 1

k=0
Sk(f ;T ;x), аналогом iнтегралiв

Абеля – Пуассона — оператори Абеля – Пуассона [1] Pr(f ;T ;x) =
\sum \infty 

k=0
rkck \^Tk(x), 0 \leq r < 1,

аналогом же бiгармонiчних iнтегралiв Пуассона є бiгармонiчнi оператори Пуассона [9] вигляду

Br(f ;T ;x) =
\infty \sum 
k=0

\biggl( 
1 +

k

2

\bigl( 
1 - r2

\bigr) \biggr) 
rkck \^Tk(x), 0 \leq r < 1.

Через H\alpha , як загальноприйнято, будемо позначати клас Гельдера порядку \alpha , 0 < \alpha \leq 1,

функцiй f, що задовольняють умову Лiпшиця

| f(x1) - f(x2)| \leq | x1  - x2| \alpha \forall x1, x2 \in [ - 1; 1].

Дану роботу присвячено вивченню поведiнки величини

\scrE (H1;Br;x) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in H1

| f(x) - Br(f ;T ;x)| (1)

у кожнiй точцi x вiдрiзка [ - 1; 1] при 0 < r < 1.
Асимптотичнi оцiнки наближення функцiй iз класу Гельдера методом пiдсумовування,

що визначається множниками \eta 
(n)
k =

k\pi 

2n
\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}

k\pi 

2n
, n \in \BbbN , k = 1, 2, . . . , n  - 1, встановив

С. М. Нiкольський [10]. Ним також було дослiджено питання щодо наближення функцiй iз
класу H1 частинними сумами порядку n ряду Фур’є – Чебишoва Sn(f ;T ;x). Пiзнiше
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О. П. Тiман [11] отримав асимптотичнi рiвностi для величин типу (1) у випадку наближен-
ня функцiй iз класу Гельдера порядку \alpha , 0 < \alpha \leq 1, сумами Sn(f ;T ;x) i \sigma n(f ;T ;x). За-
дачу типу (1) для операторiв Абеля – Пуассона на класi H\alpha , 0 < \alpha \leq 1, розв’язано у роботi
Ю. I. Русецького [1]. Питанням рiвномiрного наближення неперервних на вiдрiзку функцiй ал-
гебраїчними многочленами присвячено роботу I. О. Шевчука [12]. Результати щодо наближення
алгебраїчними многочленами деяких функцiй i класiв функцiй у просторах C, L1, а також щодо
наближення з урахуванням положення точки на вiдрiзку отримано в роботах О. В. Моторної та
В. П. Моторного (див., наприклад, [13, 14]). Метою ж даної роботи, як зазначено вище, є знахо-
дження точної рiвностi величин (1) для бiгармонiчного оператора Пуассона Br(f ;T ;x) на класi
H1 у кожнiй точцi x вiдрiзка [ - 1; 1] при 0 < r < 1. Зауважимо, що поведiнка верхнiх меж
наближень на класах перiодичних функцiй, що задовольняють умову Лiпшиця, iнтегралами
Абеля – Пуассона i бiгармонiчними iнтегралами Пуассона дослiджувалася в роботах [15 – 18].

2. Точна рiвнiсть для верхнiх меж вiдхилень бiгармонiчних операторiв Пуассона на
класах \bfitH 1 неперервних на вiдрiзку [ - \bfone ; \bfone ] функцiй. Основним результатом даної роботи
є таке твердження.

Теорема. Для кожного x \in [ - 1; 1], 0 < r < 1, має мiсце рiвнiсть

\scrE (H1;Br;x) =
(1 - r2)2

2\pi r

\sqrt{} 
1 - x2 \mathrm{l}\mathrm{n}

\sqrt{} 
(1 + r)2  - 4rx2

1 - r
+

+
1 - r

2\pi 

\Bigl( 
2(\pi  - 2 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}x)x+ (1 + r)2

\sqrt{} 
1 - x2

\Bigr) 
+

+
(1 - r)2

2\pi r

\bigl( 
(1 - r)2  - 2r2

\bigr) 
x \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}

2rx
\surd 
1 - x2

1 + r  - 2rx2
+

+
(1 - r)2

2\pi 
(1 + r)

\bigl( 
(1 + r)2  - 4rx2

\bigr) \surd 
1 - x2

(1 + r)2  - 4rx
. (2)

Доведення. В роботi [9] показано, що

\scrE (H1;Br;x) =
1

2\pi 

\pi \int 
 - \pi 

| \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t| 

\Biggl( 
1 +

\infty \sum 
k=1

(2 + (1 - r)2k)rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\Biggr) 
. (3)

Покладемо

K1
r (t; y) = 1 + 2

\infty \sum 
k=1

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky, K2
r (t; y) = (1 - r2)

\infty \sum 
k=1

krk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky,

тодi спiввiдношення (3) можна записати так:

\scrE 
\bigl( 
H1;Br;x

\bigr) 
=

1

\pi 

y\int 
0

(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y)
\bigl( 
K1

r (t; y) +K2
r (t; y)

\bigr) 
dt+

+
1

\pi 

\pi \int 
y

(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\bigl( 
K1

r (t; y) +K2
r (t; y)

\bigr) 
dt. (4)

Розглянемо перший доданок у правiй частинi (4), використавши при цьому такi позначення:
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1

\pi 

y\int 
0

(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y)
\bigl( 
K1

r (t; y) +K2
r (t; y)

\bigr) 
dt = I1  - I2, (5)

I1 =
1

\pi 

y\int 
0

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} tK1
r (t; y)dt+

1

\pi 

y\int 
0

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} tK2
r (t; y)dt :=

1

\pi 
(I11 + I21 ), (6)

I2 =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\pi 

y\int 
0

\bigl( 
K1

r (t; y) +K2
r (t; y)

\bigr) 
dt :=

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\pi 
(I12 + I22 ). (7)

У роботi [1] показано, що

I11 = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} y + r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\biggl( 
y +

1

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y

\biggr) 
+

\infty \sum 
k=2

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
+

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1

\biggr) 
. (8)

Для величини I21 очевидно:

I21 =
1 - r2

2

\Biggl( 
r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y

2
+

\infty \sum 
k=2

krk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
+

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1

\biggr) \Biggr) 
. (9)

Iз спiвввiдношень (6), (8) i (9) випливає, що

I1 =
1

\pi 

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} y + r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\biggl( 
y +

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y

2

\biggr) 
+

1 - r2

4
r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y+

+

\infty \sum 
k=2

\biggl( 
1 +

1 - r2

2
k

\biggr) 
rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
+

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1

\biggr) \Biggr) 
. (10)

З рiвностi (7), оскiльки

I12 = y + 2

\infty \sum 
k=1

rk

k
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky, I22 = (1 - r2)

\infty \sum 
k=1

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky,

випливає

I2 =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\pi 

\Biggl( 
y + 2

\infty \sum 
k=1

rk

k
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky + (1 - r2)

\infty \sum 
k=1

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky

\Biggr) 
. (11)

Об’єднуючи спiввiдношення (10), (11) i (5), отримуємо

1

\pi 

y\int 
0

(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y)
\bigl( 
K1

r (t; y) +K2
r (t; y)

\bigr) 
dt =

1

\pi 

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} y + r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\biggl( 
y +

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y

2

\biggr) 
 - 

 - y \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y +
1 - r2

4
r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y +

\infty \sum 
k=2

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
+

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1

\biggr) 
 - 

 - 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y
\infty \sum 
k=1

rk

k
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky +

1 - r2

2

\Biggl( \infty \sum 
k=2

krk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
+
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+
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1

\biggr) 
 - 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\infty \sum 
k=1

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky

\Biggr) \Biggr) 
. (12)

Другий доданок iз правої частини (4) записуємо у виглядi

1

\pi 

\pi \int 
y

(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\bigl( 
K1

r (t; y) +K2
r (t; y)

\bigr) 
dt = I3  - I4, (13)

I3 =
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\pi 

\left(  \pi \int 
y

K1
r (t; y)dt+

\pi \int 
y

K2
r (t; y)dt

\right)  :=
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\pi 

\bigl( 
I13 + I23

\bigr) 
, (14)

I4 =
1

\pi 

\left(  \pi \int 
y

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} tK1
r (t; y)dt+

\pi \int 
y

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} tK2
r (t; y)dt

\right)  :=
1

\pi 
(I14 + I24 ). (15)

Далi маємо

I13 = \pi  - y  - 2
\infty \sum 
k=1

rk

k
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky, I23 =  - 

\bigl( 
1 - r2

\bigr) \infty \sum 
k=1

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky. (16)

Для знаходження iнтеграла I14 скористаємось оцiнкою iнтеграла I4 з роботи [1, с. 142].
Таким чином,

I14 =  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} y + r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\biggl( 
\pi  - y  - 1

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y

\biggr) 
 - 

 - 
\infty \sum 
k=2

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
+

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1

\biggr) 
. (17)

I, насамкiнець, для iнтеграла I24 отримуємо

I24 =
1 - r2

2

\pi \int 
y

\infty \sum 
k=1

krk (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(k  - 1)t+ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(k + 1)t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kydt =

=  - 1 - r2

2

\Biggl( 
r

2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y +

\infty \sum 
k=2

krk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
+

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1

\biggr) \Biggr) 
. (18)

Зiставляючи спiввiдношення (13) – (18), можемо записати

\pi \int 
y

(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\bigl( 
K1

r (t; y) +K2
r (t; y)

\bigr) 
dt = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\Biggl( 
\pi  - y - 

 - 2
\infty \sum 
k=1

rk

k
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky  - 

\bigl( 
1 - r2

\bigr) \infty \sum 
k=1

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky

\Biggr) 
+ \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} y - 
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 - r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\biggl( 
\pi  - y  - 1

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y

\biggr) 
+

\infty \sum 
k=2

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
+

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1

\biggr) 
+

+
1 - r2

2

\Biggl( 
r

2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y +

\infty \sum 
k=2

krk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
+

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1

\biggr) \Biggr) 
. (19)

Пiдставляючи (12) i (19) у праву частину (4), отримуємо

\pi \scrE 
\bigl( 
H1;Br;x

\bigr) 
= 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} y + r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y(\pi  - 2y)(1 - r)+

+2
\infty \sum 
k=2

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
+

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1

\biggr) 
 - 4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\infty \sum 
k=1

rk

k
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky+

+
1 - r2

2
r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y  - 2(1 - r2) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\infty \sum 
k=1

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky+

+(1 - r2)

\infty \sum 
k=2

krk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
+

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1

\biggr) 
. (20)

Зауважимо, що для величини \scrE 
\bigl( 
H1;Pr;x

\bigr) 
, де Pr — оператори Абеля – Пуассона, при всiх

x \in [ - 1; 1] було отримано (див. [1, с. 142]) рiвнiсть

\pi \scrE 
\bigl( 
H1;Pr;x

\bigr) 
=

1 - r2

r

\sqrt{} 
1 - x2 \mathrm{l}\mathrm{n}

\sqrt{} 
(1 + r)2  - 4rx2

1 - r
+

+(1 - r)(\pi  - 2 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}x)x+
(1 - r)2

r
x \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}

2rx
\surd 
1 - x2

1 + r  - 2rx2
, 0 < r < 1. (21)

Завершуючи доведення теореми, позначаємо

\Omega :=
1 - r2

2
r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y  - 2(1 - r2) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\infty \sum 
k=1

rk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky+

+(1 - r2)
\infty \sum 
k=2

krk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
+

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1

\biggr) 
. (22)

Тодi

\Omega = (1 - r2)
\infty \sum 
k=2

krk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky\Delta 2

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky

k

\biggr) 
 - 1 - r2

2
r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y+

+(1 - r2)(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y)
\infty \sum 
k=2

rk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2ky, (23)

де \Delta 2

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky

k

\biggr) 
=

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k  - 1)y

k  - 1
 - 2

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky

k
+

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(k + 1)y

k + 1
. Використовуючи тотожнiсть

n\sum 
k=2

uk\Delta 
2(vk) =

n\sum 
k=2

vk\Delta 
2(uk) + u2v1  - u1v2 + unvn+1  - un+1vn,
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знаходимо

\infty \sum 
k=2

krk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky\Delta 2

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky

k

\biggr) 
=

=
\infty \sum 
k=2

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky

k
\Delta 2
\Bigl( 
krk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\Bigr) 
+ 2r2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2y \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} y  - r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2y

2
, (24)

оскiльки

nrn \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}ny
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n+ 1)y

n+ 1
 - (n+ 1)rn+1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(n+ 1)y

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}ny

n
= o(1).

Крiм того, неважко переконатися в тому, що

\Delta 2
\Bigl( 
krk \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky

\Bigr) 
= krk\Delta 2 (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky) + krk

\biggl( 
(1 - r)2

r
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y+

+
1 - r2

r
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} y

\biggr) 
 - rk

\biggl( 
1 - r2

r
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y +

1 + r2

r
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} ky \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} y

\biggr) 
.

Спiввiдношення (23), з урахуванням останньої рiвностi та (24), а також того, що \Delta 2 (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky) =

= 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} ky(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y  - 1), записуємо у виглядi

\Omega =
\infty \sum 
k=1

1 + r

2r
(1 - r)2

\biggl( 
1 - r  - 1 + r

k

\biggr) 
rk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2ky \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} y+

+
\infty \sum 
k=1

(1 - r)2

2r

\biggl( 
(1 + r)2  - 1 + r2

k

\biggr) 
rk(1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2ky) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} y. (25)

Беручи до уваги формули 1.447(1) та 1.447(2) з [19], 0 < r < 1, а також 1.448(1) та 1.448(2),
з рiвностi (25) для величини \Omega , що визначена за допомогою формули (22), де y = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}x,

отримуємо

\Omega =(1 + r)(1 - r)3
x2

\surd 
1 - x2

(1 + r)2  - 4rx2
+

(1 + r)2

2
(1 - r)2

\sqrt{} 
1 - x2

\biggl( 
1

1 - r
+

1 + r  - 2x2

(1 + r)2  - 4rx2

\biggr) 
 - 

 - (1 + r)2

2r
(1 - r)2x \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}

2rx
\surd 
1 - x2

1 + r  - 2rx2
 - 

 - 1 + r2

2r
(1 - r2)

\sqrt{} 
1 - x2 \mathrm{l}\mathrm{n}

\sqrt{} 
(1 + r)2  - 4rx2

1 - r
. (26)

Iз рiвностi (20), враховуючи (21), (22) i (26), отримуємо (2).

Теорему доведено.
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