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КРИТЕРIЙ РОЗВ’ЯЗНОСТI РЕЗОНАНСНИХ РIВНЯНЬ
ТА ПОБУДОВА ЇХНIХ РОЗВ’ЯЗКIВ

We establish conditions for the existence and determine the general structure of solutions of resonant and iterative equations
in a Banach space and their algorithmic realization.

Отримано умови iснування та загальну структуру розв’язкiв резонансних i iтерацiйних рiвнянь у банаховому
просторi та їхню алгоритмiчну реалiзацiю.

Лiнiйнi операторнi рiвняння з нормально розв’язним оператором у гiльбертових i банахових
просторах становлять як теоретичний, так i практичний iнтерес. Рiзнi типи таких рiвнянь i кра-
йовi задачi для них є дiєвими засобами не лише теоретичних дослiджень, але й математичного
моделювання у рiзних галузях природознавства i технiки. До таких рiвнянь належать, зокрема,
резонанснi рiвняння [1 – 6], що застосовуються в ефективному FD-методi розв’язування опера-
торних рiвнянь i задач на власнi значення [4] та виникають у теорiї суперсиметричних операто-
рiв Казимiра та дi-спiн алгебр [3, 5]. У данiй роботi за допомогою апарату теорiї узагальнено-
оборотних операторiв [7 – 11] встановлено умови iснування i структуру розв’язкiв резонансних
рiвнянь у банаховому просторi. Проведено порiвняння отриманих результатiв iз вiдомими ре-
зультатами для iтерацiйних рiвнянь [1] та резонансних рiвнянь першого i другого роду iз
загальним диференцiальним оператором для класичних ортогональних многочленiв [6, 12, 13].
На основi робiт [1, 6, 12, 13] наведено шляхи алгоритмiчної реалiзацiї розв’язкiв цих рiвнянь,
що є важливим для побудови символьних комп’ютерних програм.

1. Постановка задачi. Нехай \bfl \infty (\scrI ,\bfB 1) — банахiв простiр обмежених вектор-функцiй z(t),

визначених на скiнченному промiжку \scrI , зi значеннями в деякому банаховому просторi \bfB 1,

z(\cdot ) : \scrI \rightarrow \bfB 1 i нормою | | | z| | | = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \scrI \| z(t)\| B1 , а \bfl \infty (\scrI ,\bfB 2) — банахiв простiр обмежених
вектор-функцiй f(t), визначених на тому ж промiжку \scrI , зi значеннями в деякому банахово-
му просторi \bfB 2 i нормою | | | f | | | = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \scrI \| f(t)\| B2 , L : \bfl \infty (\scrI ,\bfB 1) \rightarrow \bfl \infty (\scrI ,\bfB 2) — лiнiйний
обмежений нормально розв’язний оператор, D(L) \subset \bfl \infty (\scrI ,\bfB 1), R(L) \subset \bfl \infty (\scrI ,\bfB 2).

Припустимо, що нуль-простiр N(L) i образ R(L) оператора L доповнювальнi в банахо-
вих просторах \bfl \infty (\scrI ,\bfB 1) i \bfl \infty (\scrI ,\bfB 2) вiдповiдно, тобто iснують обмеженi проектори \scrP N(L) :
\bfl \infty (\scrI ,\bfB 1) \rightarrow N(L) i \scrP YL

: \bfl \infty (\scrI ,\bfB 2) \rightarrow YL, якi розбивають простори \bfl \infty (\scrI ,\bfB 1) i \bfl \infty (\scrI ,\bfB 2) у
прямi суми замкнених пiдпросторiв

\bfl \infty (\scrI ,\bfB 1) = N(L)\oplus XL, \bfl \infty (\scrI ,\bfB 2) = YL \oplus R(L).

Розглянемо лiнiйне рiвняння з нормально розв’язним оператором

(Lz)(t) = f(t) (1)

за припущення, що неоднорiднiсть f(t) задовольняє рiвняння

(Lf)(t) = 0

або, iншими словами, виконуються умови
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N(L) \not = \varnothing , f \in N(L) \subset R(L). (2)

Рiвняння (1), для яких виконуються умови (2), називаються резонансними [2].

2. Критерiй розв’язностi рiвняння (1). Встановимо, використовуючи апарат теорiї узагаль-
нено-оборотних операторiв, умови iснування i загальний вигляд розв’язку рiвняння (1) за
умов (2). Оскiльки, за припущенням, N(L) i R(L) доповнювальнi в банахових просторах
\bfl \infty (\scrI ,\bfB 1) i \bfl \infty (\scrI ,\bfB 2), то нормально розв’язний оператор L є узагальнено-оборотним операто-
ром [8 – 10]. Для рiвняння (1) iз довiльною правою частиною f(t) \in \bfl \infty (\scrI ,\bfB 2), тобто не лише
за умови (2), але й коли умова (2) не виконується, справедлива така теорема [7; 10, с. 115].

Теорема 1. Нормально розв’язне рiвняння (1) має розв’язок для тих i лише тих f(t) \in 
\in \bfl \infty (\scrI ,\bfB 2), якi задовольняють умову

(\scrP YL
f)(t) = 0, (3)

причому розв’язок z(t) \in \bfl \infty (\scrI ,\bfB 1) має вигляд

z(t) = (\scrP N(L)\widehat z)(t) + (L - f)(t),

де \widehat z(t) — довiльний елемент простору \bfl \infty (\scrI ,\bfB 1), L - — обмежений узагальнено-обернений
оператор до L.

Покажемо, що друга з умов (2), якi характеризують резонансне рiвняння (1), а саме умова
f \in N(L) \subset R(L), є частинним випадком умови розв’язностi (3). Справдi, зазначимо спочатку,
що умова (3) рiвносильна умовi f \in N(\scrP YL

). Як показано у роботi [10, с. 57], область значень
оператора L збiгається з нуль-простором проектора \scrP YL

, тобто R(L) = N(\scrP YL
). Отже, умова

f \in N(L) \subset R(L) набирає вигляду f \in N(L) \subset N(\scrP YL
). Тобто iз того, що неоднорiднiсть f(t)

задовольняє другу з умов (2), випливає, що вона задовольняє умову (3). Отже, якщо рiвнян-
ня (1) є резонансним, то умова розв’язностi (3) при умовах (2) виконується для всiх правих
частин f(t) i неоднорiдне рiвняння (1) завжди має розв’язок.

Зауваження 1. Оскiльки умова f \in N(L) \subset R(L), яка характеризує резонансне рiвнян-
ня (1), є частинним випадком умови розв’язностi (\scrP YL

f)(t) = 0, то, очевидно, iснують рiвняння
типу (1) iз нормально розв’язними операторами, для яких виконується умова (\scrP YL

f)(t) = 0,

проте не виконується умова f \in N(L) \subset R(L). До таких рiвнянь, наприклад, як показано у [8,
с. 35; 9; 10, с. 38], вiдносяться рiвняння зi звiдно-оборотними операторами [14], тобто рiвняння
iз замкненими щiльно визначеними операторами L : \bfl \infty (\scrI ,\bfB ) \rightarrow \bfl \infty (\scrI ,\bfB ), для яких має мiсце
розбиття \bfl \infty (\scrI ,\bfB ) = N(L)\oplus R(L). Зокрема, якщо \bfB є простором C0[a, b] неперервних на [a, b]

функцiй, якi мають у точках a i b вiдповiдно лiву i праву нульовi похiднi, то оператор A =
d2

dt2

з областю визначення D(A) =

\biggl\{ 
f \in C0[a, b] :

d2f

dt2
\in C0[a, b]

\biggr\} 
є звiдно-оборотним оператором

[14, с. 31].

У випадку, коли рiвняння (1) є резонансним, теорема 1 набирає такого вигляду.

Теорема 2. Нормально розв’язне резонансне рiвняння (1) для довiльного f(t) \in \bfl \infty (\scrI ,\bfB 2),

що задовольняє умови (2), має розв’язок z(t) \in \bfl \infty (\scrI ,\bfB 1) вигляду

z(t) = (\scrP N(L)\widehat z)(t) + (L - f)(t).
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Якщо оператор L дiє у банахових просторах, якi мають топологiчнi базиси Шаудера, то те-
ореми 1 i 2 можна сформулювати по-iншому. Нехай \bfB \bfC (\scrI ,\bfB 1) — банахiв простiр неперервних
обмежених вектор-функцiй z(t), визначених на скiнченному промiжку \scrI , зi значеннями в деяко-
му сепарабельному банаховому просторi \bfB 1, z(\cdot ) : \scrI \rightarrow \bfB 1 i нормою | | | z| | | = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \scrI \| z(t)\| B1 ,

а \bfB \bfC (\scrI ,\bfB 2) — банахiв простiр неперервних обмежених вектор-функцiй f(t), визначених на
тому ж промiжку \scrI , зi значеннями в деякому сепарабельному банаховому просторi \bfB 2 i нор-
мою | | | f | | | = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \scrI \| f(t)\| B2 , L : \bfB \bfC (\scrI ,\bfB 1) \rightarrow \bfB \bfC (\scrI ,\bfB 2) — лiнiйний обмежений нормально
розв’язний оператор, D(L) \subset \bfB \bfC (\scrI ,\bfB 1), R(L) \subset \bfB \bfC (\scrI ,\bfB 2). Вiдомо, що банаховi простори
\bfB \bfC (\scrI ,\bfB 1) i \bfB \bfC (\scrI ,\bfB 2) мають базиси Шаудера.

Позначимо через \mu i \nu розмiрностi нуль-просторiв N(L) i N(L\ast ) оператора L i спряженого
до нього оператора L\ast . Значення \mu i \nu можуть бути скiнченними або нескiнченними. Нехай\bigl\{ 
fi(t)

\bigr\} \mu 

i=1
i
\bigl\{ 
\varphi i(t)

\bigr\} \nu 

i=1
— повнi системи лiнiйно незалежних базисних векторiв нуль-просторiв

N(L) i N(L\ast ) вiдповiдно, X\mu (t) =
\bigl[ 
f1(t), f2(t), . . . , f\mu (t)

\bigr] 
i \Phi (\cdot ) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}(\varphi 1(\cdot ), \varphi 2(\cdot ), . . . , \varphi \nu (\cdot )) —

матрицi, що складаються iз систем
\bigl\{ 
fi(t)

\bigr\} \mu 

i=1
i
\bigl\{ 
\varphi i(t)

\bigr\} \nu 

i=1
вiдповiдно. Тодi теореми 1 i 2

наберуть такого вигляду.
Теорема 3. Нормально розв’язне рiвняння (1) має розв’язок для тих i лише тих f(t) \in 

\in \bfB \bfC (\scrI ,\bfB 2), якi задовольняють умови

(\Phi f)(\cdot ) = 0,

причому розв’язок z(t) \in \bfB \bfC (\scrI ,\bfB 1) має вигляд

z(t) = X\mu (t)c\mu + (L - f)(t),

де c\mu — довiльний елемент, що належить евклiдовому \bfR \mu або банаховому \bfB \mu простору, L - —
обмежений узагальнено-обернений оператор до L.

Теорема 4. Нормально розв’язне резонансне рiвняння (1) для довiльного f(t) \in \bfB \bfC (\scrI ,\bfB 2),

що задовольняє умови (2), має розв’язок z(t) \in \bfB \bfC (\scrI ,\bfB 1) вигляду

z(t) = X\mu (t)c\mu + (L - f)(t).

3. Резонанснi рiвняння i класичнi ортогональнi многочлени. Нехай An — диференцiаль-
ний оператор другого порядку гiпергеометричного або виродженого гiпергеометричного типу,
що визначає класичнi ортогональнi многочлени [6]

(Anzn)(t) = \sigma (t)
d2zn(t)

dt2
+ \tau (t)

dzn(t)

dt
+ \lambda (n)zn(t), t \in [a, b], n \in \BbbN , (4)

де \sigma (t) = a2t
2 + a1t + a0, \tau (t) = b1t + b0, \lambda (n) =  - nb1  - n(n  - 1)a2, a2, a1, a0, b1, b0 —

деякi параметри. Цей оператор для рiзних значень параметрiв визначає класичнi ортогональнi
многочлени Якобi, Ермiта, Лагерра [15, с. 166].

Дослiдимо структуру загального розв’язку резонансного рiвняння з оператором An :

(Anzn)(t) = f(t), f \in N(An) \subset R(An). (5)

Вiдомо, що однорiдне рiвняння (5) (f(t) = 0) для кожного n \in \BbbN має два лiнiйно незалежних
розв’язки: класичний ортогональний многочлен \widehat Pn(t) \in N(An), який ще називають функцiєю
першого роду, i вiдповiдну функцiю другого роду \widehat Qn(t) \in N(An), що не є многочленом
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[15, с. 170 – 196]. Розглянемо неоднорiднi рiвняння

(Anzn)(t) = \widehat Pn(t), t \in [a, b], n \in \BbbN , (6)

(Anzn)(t) = \widehat Qn(t), t \in [a, b], n \in \BbbN , (7)

i називатимемо їх резонансними рiвняннями першого та другого роду вiдповiдно [6]. Для
конструктивного знаходження їхнiх частинних розв’язкiв суттєвим є таке твердження [1].

Теорема 5. Нехай A — лiнiйний оператор, що дiє з банахового простору X в X, i зв’язна
множина \Sigma (A), яка лежить у комплекснiй площинi, є спектром A. Якщо \lambda \in \Sigma (A), f(\lambda ) \in 
\in N(A - \lambda I) — сильно диференцiйовна функцiя, то частинний розв’язок резонансного рiвняння

(A - \lambda I)u = f(\lambda ) (8)

можна взяти у виглядi

u(\lambda ) =
df(\lambda )

d\lambda 
.

Запропонований у [1] пiдхiд до знаходження частинних розв’язкiв резонансних рiвнянь (8)
можна також ефективно застосувати до деяких типiв рiвнянь, що не є резонансними. Зокрема,
справедливою є така теорема.

Теорема 6. Нехай A : X \rightarrow X — лiнiйний оператор, що дiє з банахового простору X в X,

i зв’язна множина \Sigma (A), яка лежить у комплекснiй площинi, є спектром A. Якщо \lambda \in \Sigma (A),

f(\lambda ) \in N(A - \lambda I) — сильно диференцiйовна j разiв функцiя, то частинний розв’язок рiвняння

(A - \lambda I)u =
djf(\lambda )

d\lambda j

можна взяти у виглядi

u(\lambda ) =
1

j + 1

dj+1f(\lambda )

d\lambda j+1
.

Якщо (\lambda + \mu ) \in \Sigma (A), то частинний розв’язок рiвняння

(A - \lambda I)u = b
djf(\lambda + \mu )

d\lambda j

можна взяти у виглядi

u =

j+1\sum 
l=0

al
dlf(\lambda + \mu )

d\lambda l
, al =

\biggl( 
 - 1

\mu 

\biggr) j+1 - l (j + 1)!

l!

b

\mu 
.

Зауважимо, що наведенi у теоремах 5, 6 розв’язки можуть не належати областi визначення
вiдповiдного оператора, проте вони вiдiграють iстотну роль при побудовi символьних алгорит-
мiв. Проiлюструємо це на прикладi.

Приклад 1. Розглянемо типову задачу, що виникає у FD-методi: знайти розв’язок рiвняння

d2u(x)

dx2
+ (n\pi )2u(x) =  - \lambda (1)

\surd 
2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n\pi x) + x

\surd 
2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n\pi x), x \in (0, 1),

який задовольняє умови
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u(0) = 0, u(1) = 0.

Тут

A =  - d2

dx2
, D(A) =

\bigl\{ 
u(x) \in W 2

2 (0, 1) : u(0) = 0, u(1) = 0
\bigr\} 
,

\lambda (1) — невiдомий параметр i права частина рiвняння мiстить резонансну складову (перший
доданок).

Використовуючи теорему 5, частинний розв’язок диференцiального рiвняння, згiдно з сим-
вольним методом, шукаємо у виглядi

u(x) =
\lambda (1)x\surd 
2n\pi 

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(n\pi x) + a1x \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n\pi x) + b2x
2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(n\pi x)

i вимагаємо, щоб цей вираз тотожно задовольняв диференцiальне рiвняння. Як наслiдок, одер-
жуємо

2(\pi na1 + b2) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(n\pi x) - 4(\pi nb2 +
\surd 
2/4)x \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(n\pi x) \equiv 0.

Звiдси знаходимо

b2 =  - 
\surd 
2

4n\pi 
, a1 =

\surd 
2

(2n\pi )2
.

Використовуючи крайову умову в точцi 1 (крайова умова в точцi 0, очевидно, виконується),
отримуємо

\lambda (1) =
1

2
.

Поставлену задачу повнiстю розв’язано. При цьому ми не використовували умову розв’язностi,
яка пов’язана з операцiєю iнтегрування, а це є суттєвим для символьного алгоритму.

Якщо у рiвняннi (1) оператор L є лiнiйним диференцiальним оператором n-го порядку,
то теорема 4 набирає бiльш конкретного вигляду, що враховує властивостi цього оператора
[8, с. 169; 9; 10, с. 367]. Зокрема, у розглядуваному випадку диференцiальний оператор An є
диференцiальним оператором другого порядку i лiнiйно незалежними розв’язками однорiдного
рiвняння (5) (f(t) = 0) є функцiї \widehat Pn(t) та \widehat Qn(t) [15]. Отже, нуль-простiр N(An) оператора
An є двовимiрним (\mu = 2) i (\scrP N(An)\widehat z)(t) = X\mu (t)c\mu = c1 \widehat Pn(t) + c2 \widehat Qn(t), де c1, c2 — довiльнi
сталi, а узагальнено-обернений оператор A - 

n , згiдно з результатами [8, с. 168; 9; 10, с. 366] має
вигляд

(A - 
nw)(t) =

b\int 
a

K(t, s)w(s)ds, (9)

де

K(t, s) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(t - s)

\Bigl( \widehat Qn(s) - \widehat Q\prime 
n(s)

\Bigr) \widehat Pn(t) +
\Bigl( \widehat P \prime 

n(s) - \widehat Pn(s)
\Bigr) \widehat Qn(t)

2\sigma (s)
\Bigl( \widehat P \prime 

n(s)
\widehat Qn(s) - \widehat Pn(s) \widehat Q\prime 

n(s)
\Bigr) ,

\widehat P \prime 
n(s) =

d \widehat Pn(s)

ds
, \widehat Q\prime 

n(s) =
d \widehat Qn(s)

ds
.

Використавши теорему 6.1 [8, с. 169], [9] i теорему 9.4.1 [10, с. 367], отримаємо для рiвнянь
(6), (7) таке твердження.
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Неоднорiднi резонанснi рiвняння першого i другого роду (6) i (7) завжди мають двопара-
метричну сiм’ю розв’язкiв zn(t) вигляду

zn(t) = c1 \widehat Pn(t) + c2 \widehat Qn(t) + (A - 
n
\widehat Pn)(t)

i
zn(t) = c1 \widehat Pn(t) + c2 \widehat Qn(t) + (A - 

n
\widehat Qn)(t)

вiдповiдно, де c1, c2 — довiльнi сталi i узагальнено-обернений оператор A - 
n має вигляд (9).

Використавши результати теорiї нормально розв’язних крайових задач [7 – 10], ми отримали
загальний вигляд розв’язку резонансних рiвнянь (6), (7), що є сумою загального розв’язку
однорiдного рiвняння (5) i частинного розв’язку вiдповiдного неоднорiдного рiвняння. Частиннi
розв’язки рiвнянь (6), (7) визначаються за допомогою узагальнено-оберненого оператора A - 

n

(9), що у даному випадку є iнтегральним оператором з матрицею Кошi. Звичайно, такий вигляд
частинних розв’язкiв рiвнянь (6), (7) не єдиний. Зокрема, у [6] обґрунтовано алгоритм знаход-
ження частинних розв’язкiв резонансних рiвнянь (6), (7), що використовує загальну теорему 5
про зображення частинних розв’язкiв резонансних рiвнянь у банахових просторах [1].

Теоретичний пiдхiд, в якому використовується апарат теорiї узагальнено-оборотних опера-
торiв, дозволяє отримати загальний вигляд розв’язку не лише у випадку резонансних рiвнянь,
тобто коли права частина f(t) рiвняння (5) належить нуль-простору N(An) оператора An :

f \in N(An) \subset R(An), але й для всiх правих частин f(t) рiвняння (5), що належать образу
R(An) оператора An : f \in R(An). Однак iз точки зору алгоритмiчної реалiзацiї пiдхiд, за-
пропонований у роботах [1, 6, 12, 13], щодо побудови символьного алгоритму розв’язування
резонансних рiвнянь є бiльш перспективним у практичних застосуваннях.

4. Iтерацiйнi рiвняння. Нехай X — комплексний сепарабельний банахiв простiр, A : X \rightarrow 
\rightarrow X — лiнiйний оператор з областю визначення D(A), щiльною у X. Розглянемо далi оператор
A - \lambda I, де \lambda — комплексне число, I — одиниця у просторi лiнiйних операторiв L(X). Позначимо
через \rho (A) резольвентну множину оператора A, а через R\lambda (A) = (A - \lambda I) - 1 саму резольвенту
цього оператора [16, с. 276].

Розглянемо питання вiдшукання такого елемента u \in X, який є розв’язком iтерацiйного
рiвняння

Lu = f, (10)

де
L = (A - \lambda I)n, (11)

f — вiдомий елемент з X, n \in \BbbN .
Справедливою є така теорема.
Теорема 7. Нехай \lambda \in \rho (A), тодi розв’язок iтерацiйного рiвняння (10) має вигляд

u =
1

(n - 1)!

\biggl( 
\partial 

\partial \lambda 

\biggr) n

R\lambda (A)f. (12)

Доведення. З умов теореми випливає, що R\lambda (A) є регулярною операторнозначною фун-
кцiєю, а отже, для неї буде правильним спiввiдношення

1

(n - 1)!

\biggl( 
\partial 

\partial \lambda 

\biggr) n

R\lambda (A) = R\lambda (A)n. (13)
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Згiдно з рiвнiстю (13) та структурою оператора L (11), отримуємо

Lu = L

\biggl( 
1

(n - 1)!

\biggl( 
\partial 

\partial \lambda 

\biggr) n

R\lambda (A)f

\biggr) 
= LR\lambda (A)nf = f.

Отже, елемент u \in X, що визначається спiввiдношенням (12), є розв’язком рiвняння (10), що
й потрiбно було довести.

На основi тотожностi Гiльберта для резольвенти неважко переконатись у тому, що справед-
ливою є така теорема.

Теорема 8. Нехай числа \lambda i належать \rho (A), i = 1, 2, . . . , n, i серед них немає однакових,
тодi розв’язок рiвняння

n\prod 
i=1

(A - \lambda iI)u = f

задається формулою

u = R(\lambda 1, \lambda 2, . . . , \lambda n)f,

де R(\lambda 1, \lambda 2, . . . , \lambda n) — подiлена рiзниця операторнозначної функцiї R\lambda (A).

При доведеннi останньої теореми, як промiжний результат, одержуємо узагальнення ре-
зольвентної тотожностi Гiльберта

R\lambda 1(A) - R\lambda 2(A) = (\lambda 1  - \lambda 2)R\lambda 1(A)R\lambda 2(A),

яке має вигляд

R(\lambda 1, \lambda 2, . . . , \lambda n) = R\lambda 1(A)R\lambda 2(A) . . . R\lambda n(A)

i легко встановлюється шляхом безпосередньої перевiрки [1].
Зазначимо, що якщо числа \lambda i \in \rho (A), i = 1, 2, . . . , n, рiвнi мiж собою, то теорема 8

збiгається з теоремою 7.

Зауваження 2. Нехай у рiвняннi (10) A — самоспряжений диференцiальний оператор. Тодi,
розглядаючи частинний розв’язок рiвняння (10), як дiю деякого оператора на функцiю f(x) з
ядром, що є фундаментальним розв’язком вказаного рiвняння, записуємо наслiдок теореми 8,
строге обґрунтування якого можна надати, спираючись на роботу [17]. Частинний розв’язок
диференцiального рiвняння (10) в областi \Omega зображується формулою

u(x) =

\int 
\Omega 

Gn(x, y;\lambda )f(y)dy, y \in \Omega \subset \BbbR m,

де функцiя Gn(x, y;\lambda ) (матриця Грiна оператора (A - \lambda I)n),

Gn(x, y;\lambda ) =
1

(n - 1)!

\biggl( 
\partial 

\partial \lambda 

\biggr) n - 1

G1(x, y;\lambda ),

є фундаментальним розв’язком рiвняння (10), тобто

LGn(x, y;\lambda ) = \delta x,y.
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Припустимо, що оператор L є нормально розв’язним. Позначимо через \sigma (A) спектр опе-
ратора A, що є доповненням до резольвентної множини \rho (A) у просторi \BbbC . Спектр \sigma (A)

неперервного лiнiйного оператора у банаховому просторi, в загальному випадку, може склада-
тися iз точкового \sigma p(A), неперервного \sigma c(A) та залишкового \sigma r(A) спектрiв [16, с. 276; 18,
с. 356 – 358]. Припустимо, що оператор A має лише точковий спектр, тобто [18, с. 357; 19, с. 37]

\sigma (A) \equiv \sigma p(A) =
\bigl\{ 
\lambda \in \BbbC : N(A - \lambda I) \not = 0

\bigr\} 
. (14)

Згiдно з (14), точковий спектр \sigma p(A) складається iз власних значень оператора A, а нуль-простiр
N(A - \lambda I) — iз власних векторiв оператора A.

Як наслiдок iз теореми 3, для довiльного \lambda \in \BbbC справедливим є такий критерiй розв’язностi
iтерацiйного рiвняння (10).

Теорема 9. Iтерацiйне рiвняння (10) має розв’язок для тих i лише тих f \in X, якi задо-
вольняють умову

\Phi f = 0,

i має розв’язок u \in X вигляду
u = X\mu c\mu + L - f,

де \Phi , X\mu — матрицi, що складаються iз повних систем лiнiйно незалежних базисних векторiв
\{ \varphi i\} \nu i=1 i \{ fi\} \mu i=1 нуль-просторiв N(L\ast ) i N(L) вiдповiдно, c\mu — довiльний елемент, що нале-
жить евклiдовому \bfR \mu або банаховому \bfB \mu простору, L - — обмежений узагальнено-обернений
оператор до L.

Можливi два випадки: 1) \lambda \in \rho (A); 2) \lambda \in \sigma (A). Розглянемо спочатку випадок \lambda \in \rho (A),

тобто N(A - \lambda I) = 0. Нуль-простiр N(L) оператора L, як вiдомо, складається з усiх розв’язкiв
рiвняння

Lu = 0, (15)

тому, згiдно зi структурою оператора L (11), N(L) = 0. Враховуючи конструкцiю узагальнено-
оберненого оператора L - [10, с. 63], отримуємо L - = L - 1 = R\lambda (A)n. Тобто якщо оператор L

є нормально розв’язним, то теорема 7 є наслiдком iз теореми 9.
Розглянемо тепер другий випадок, тобто \lambda \in \sigma (A) = \sigma p(A). У цьому випадку, згiдно з

означенням спектра \sigma p(A) (14) i структурою оператора L (11), маємо N(A  - \lambda I) \subset N(L)

i, отже, N(L) \not = 0. Дослiдимо структуру нуль-простору N(L) оператора L, тобто дослiдимо
питання розв’язностi рiвняння (15). Нехай \{ \eta i\} ri=1 — повна система лiнiйно незалежних власних
векторiв оператора A. Згiдно з викладеним вище, система \{ \eta i\} ri=1 є пiдмножиною повної
системи лiнiйно незалежних базисних векторiв \{ fi\} \mu i=1 нуль-простору N(L).

Дослiдження питання вiдшукання розв’язкiв рiвняння (15) можна звести до вiдповiдного
питання для системи двох рiвнянь, одне з яких є резонансним. Справдi, за допомогою замiни
(A - \lambda I)n - 1u = v \not = 0 рiвняння (15) можна записати у виглядi двох рiвнянь

(A - \lambda I)v = 0, (A - \lambda I)n - 1u = v, (16)

друге з яких є резонансним. Тобто для розв’язання рiвняння (15) нам потрiбно вiдшукати всi
пари векторiв (v, u), що задовольняють систему рiвнянь (16).

Нехай оператор \widetilde L — звуження оператора L на множину F, F = N(L) \ominus N(A  - \lambda I) i
\{ \xi i\} di=1 — повна система лiнiйно незалежних базисних векторiв нуль-простору N(\widetilde L) операто-
ра \widetilde L. Справедливим є таке твердження [8 – 10].
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Теорема 10. Система рiвнянь (16), а отже i рiвняння (15), що характеризує ядро N(L)

оператора L, завжди має множину розв’язкiв u, що складається iз множини власних векторiв
v оператора A

v = Wrcr

i множини розв’язкiв u вигляду
u = Hdcd + \widetilde L - v, (17)

де Wr, Hd — матрицi, що складаються iз повних систем лiнiйно незалежних базисних векторiв
\{ \eta i\} ri=1 i \{ \xi i\} di=1 нуль-просторiв N(A) i N(\widetilde L) вiдповiдно, cr i cd — довiльнi елементи, що
належать евклiдовим просторам \bfR r i \bfR d або банаховим просторам \bfB r i \bfB d вiдповiдно,\widetilde L - — обмежений узагальнено-обернений оператор до \widetilde L.

Отже, згiдно iз зображенням (17), дослiдження структури нуль-простору N(L) операто-
ра L (11), що фiгурує в iтерацiйному рiвняннi (10), можна провести за допомогою методiв
розв’язностi рiвнянь iз нормально розв’язним оператором. Разом з тим при побудовi конструк-
тивного алгоритму розв’язування iтерацiйного рiвняння (10) суттєву роль вiдiграє формула (12).

Зауваження 3. Якщо простiр X є скiнченновимiрним векторним простором над полем
комплексних чисел, то оператор L є фредгольмовим, а отже, нормально розв’язним [8 – 10] i
має лише точковий спектр [16, с. 276; 18, с. 357]. У цьому випадку дослiдження структури
нуль-простору N(L) оператора L рiвносильне вiдшуканню кореневих векторiв оператора L,

якi вiдiграють важливу роль при побудовi жорданової форми матрицi лiнiйного оператора та
дослiдженнi функцiй вiд таких операторiв [20]. Рiвняння типу (15), де оператор L має вигляд
Lu = (A  - \lambda I)nu, , n \in \BbbN , A — скiнченновимiрна квадратна комплекснозначна матриця,
виникають, зокрема, при дослiдженнi аналiтичних функцiй вiд квадратних додатно визначених
матриць [21].

Пiдсумовуючи отриманi у данiй роботi результати, зазначимо наступне. З теоретичної точки
зору умова f \in N(L) \subset R(L), яка характеризує резонансне рiвняння (1), є частинним випадком
умови розв’язностi (\scrP YL

f)(t) = 0. Тобто твердження про загальний вигляд розв’язку резонанс-
ного рiвняння (1) (теорема 2) є наслiдком iз критерiю розв’язностi рiвняння (1) з довiльним
нормально розв’язним оператором (теорема 1). З алгоритмiчної точки зору при розв’язуваннi
конкретних задач, що мiстять резонанснi рiвняння або iтерацiйнi рiвняння, для побудови сим-
вольних комп’ютерних програм реалiзацiї [22] доцiльно використовувати теорему 5.
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