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ЛОКАЛЬНI МАЙЖЕ-КIЛЬЦЯ
З МУЛЬТИПЛIКАТИВНОЮ ГРУПОЮ ШМIДТА

We propose a classification of finite local nearrings with multiplicative Shmidt group. Moreover, it is shown that there are
no nearrings with identity on the Shmidt groups.

Отримано класифiкацiю скiнченних локальних майже-кiлець iз мультиплiкативною групою Шмiдта. Бiльш того,
доведено, що не iснує майже-кiлець з одиницею на групах Шмiдта.

1. Вступ. Систематичне вивчення скiнченних майже-полiв було започатковано в [1], де дове-
дено абелевiсть їхньої адитивної групи та охарактеризовано мультиплiкативнi групи як групи
регулярних автоморфiзмiв абелевих груп.

У роботi [2] отримано повну характеризацiю скiнченних так званих спадкових груп майже-
полiв, кожна пiдгрупа яких iзоморфна мультиплiкативнiй групi деякого майже-поля. В [3]
наведено опис усiх майже-полiв iз мультиплiкативною групою Шмiдта. А саме, якщо R —
майже-поле, то мультиплiкативна група R\ast iзоморфна або групi SL(2, 3), або однiй iз груп
Мiллера – Морено порядкiв 24, 63 i 80.

Властивостi локальних майже-кiлець iз абелевою мультиплiкативною групою вивчалися
в [4]. У роботах [5, 6] дослiджувалися локальнi майже-кiльця з мультиплiкативною групою
дiедра, а в [7] — з узагальненою групою кватернiонiв. Локальнi майже-кiльця порядку 2n з
мультиплiкативною групою Мiллера – Морено вивчалися в [8].

Оскiльки будь-яка скiнченна абелева група A є прямою сумою примарних циклiчних пiд-
груп, кожну з яких можна розглядати як адитивну групу деякого кiльця лишкiв \BbbZ /piZ, то A є
адитивною групою прямої суми цих кiлець. Отже, кожна скiнченна абелева група є адитивною
групою асоцiативного (i навiть комутативного) кiльця з одиницею. Однак у випадку майже-
кiлець з одиницею аналогiчний результат для скiнченних неабелевих груп не є правильним.

Питання про те, якi групи можуть бути адитивними групами майже-кiлець з одиницею,
дослiджується з кiнця 60-х рокiв минулого столiття. Один iз перших результатiв в цьому на-
прямку було отримано у статтi [9], де показано, що iснує єдине майже-кiльце з одиницею,
адитивна група якого циклiчна, i яке фактично є комутативним кiльцем. Також було доведено,
що симетрична група Sn при n \geq 3 не може бути адитивною групою майже-кiльця з одиницею.
Пiзнiше в роботi [10] було доведено, що знакозмiнна група A4 також не може бути адитивною
групою майже-кiльця з одиницею. В [11] показано, що не iснує майже-кiльця з одиницею, ади-
тивна група якого iзоморфна групi кватернiонiв Q8, i встановлено, що iснує сiм майже-кiлець
з одиницею на групi дiедра D4 порядку 8. У [12] за допомогою системи комп’ютерної алгебри
GAP класифiковано всi майже-кiльця з одиницею на групах порядку, що не перевищує 31,

i визначено всi неабелевi групи вказаних порядкiв, якi не можуть бути адитивними групами
майже-кiлець з одиницею. В [13] наведено всi можливi типи груп Мiллера – Морено, якi можуть
бути адитивними групами майже-кiлець з одиницею.
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У данiй статтi наведено класифiкацiю скiнченних локальних майже-кiлець iз мультиплiка-
тивною групою Шмiдта. Бiльш того, доведено, що не iснує майже-кiлець з одиницею на групах
Шмiдта.

2. Попереднi результати. Непорожня множина R iз двома бiнарними операцiями + та \cdot є
(лiвим) майже-кiльцем, якщо:

1) (R,+) = R+ — група з нейтральним елементом 0;
2) (R, \cdot ) — напiвгрупа;
3) x(y + z) = xy + xz для всiх x, y, z \in R.

З умови 3 означення випливає, що для кожної пiдгрупи M групи R+ i кожного елемента
x \in R множина xM = \{ xy | y \in M\} є пiдгрупою в R+ i, зокрема, x0 = 0. Майже-кiльце R

називається нуль-симетричним, якщо 0x = 0 для всiх x \in R, i майже-кiльцем з одиницею i,

якщо напiвгрупа (R, \cdot ) є моноїдом з одиничним елементом i. Група R\ast оборотних елементiв
моноїда (R, \cdot ) називається мультиплiкативною, а група R+ — адитивною групою майже-кiльця
R. Пiдгрупа M iз R+ називається R\ast -iнварiантною, якщо rM \leq M для кожного r \in R\ast , i
(R,R)-пiдгрупою, якщо xMy \subseteq M для довiльних x, y \in R.

Наступна лема визначає експоненту адитивної групи скiнченного майже-кiльця з одиницею
[14] (лема 5).

Лема 1. Експонента адитивної групи скiнченного майже-кiльця R з одиницею дорiвнює
адитивному порядку його одиницi, який збiгається з адитивним порядком кожного елемента
його мультиплiкативної групи R\ast .

Майже-кiльце R з одиницею називається локальним, якщо множина L = R \setminus R\ast всiх
необоротних елементiв iз (R, \cdot ) утворює адитивну пiдгрупу в R+, i майже-полем, якщо L = 0.

Далi будемо позначати через L пiдгрупу в R+ усiх необоротних елементiв iз R.

Наступна лема (див. [5], лема 3.2) характеризує основнi властивостi локальних майже-
кiлець.

Лема 2. Нехай R — скiнченне локальне майже-кiльце з одиницею i. Тодi R+ — p-група для
деякого простого p, експонента якої збiгається з порядком елемента i в R+, i справджуються
такi твердження:

1) L — iдеал в R i (R,R) — пiдгрупа в R+ ;
2) кожна власна R\ast -iнварiантна пiдгрупа iз R+ мiститься в L;
3) множина i+ L утворює нормальну силовську p-пiдгрупу мультиплiкативної групи R\ast ;
4) фактор-група R+/L+ є елементарною абелевою p-групою;
5) фактор-група R\ast /i+ L iзоморфна мультиплiкативнiй групi майже-поля R/L.

Як наслiдок iз тверджень 3 i 5 леми 2 випливає таке твердження.
Лема 3. Нехай R — скiнченне локальне майже-кiльце з одиницею i. Тодi

R\ast = (i+ L)\rtimes K

для деякої пiдгрупи K групи R\ast , що iзоморфна мультиплiкативнiй групi майже-поля R/L.

Має мiсце така теорема [15] (теорема 2.1) про зв’язок порядкiв локального майже-кiльця i
пiдгрупи необоротних елементiв.

Теорема 1. Якщо R — локальне майже-кiльце, яке не є майже-полем, то | R| \leq | L| 2.
Скiнченнi локальнi майже-кiльця з циклiчною пiдгрупою необоротних елементiв описано

в [16] (теорема 1).
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Теорема 2. Нехай R — локальне майже-кiльце порядку pn з n > 1, пiдгрупа L якого
циклiчна i нетривiальна. Тодi його адитивна група R+ або сама циклiчна, або є елементар-
ною абелевою групою порядку p2. В першому випадку R є комутативним локальним кiльцем,
iзоморфним кiльцю лишкiв \BbbZ /pn\BbbZ з n \geq 2, а в другому — iснує p попарно неiзоморфних таких
майже-кiлець R з | L| = p, з яких p - 1 є нуль-симетричними i мультиплiкативнi групи R\ast яких
iзоморфнi напiвпрямому добутку двох циклiчних пiдгруп порядкiв p i p - 1.

Як вiдомо, простi числа вигляду 2n  - 1 мають назву простих чисел Мерсенна.
Наступну лему доведено в [2] (лема 1).
Лема 4. Нехай p — непарне просте число. Якщо m i n — додатнi цiлi числа, для яких

2n  - 1 = pm, то m = 1 i n — просте число.

Групою Шмiдта або мiнiмальною ненiльпотентною групою називається скiнченна ненiль-
потентна група, будь-яка власна пiдгрупа якої нiльпотентна. Вивчення таких груп започаткував
О. Ю. Шмiдт [17]. У наступнiй теоремi дано структурний опис цих груп (див. [18], пропози-
цiя 5.5.2).

Теорема 3. Скiнченна група G тодi i лише тодi є групою Шмiдта, коли вона розкладаєть-
ся в напiвпрямий добуток G = S \rtimes T своїх нормальної силовської p-пiдгрупи S порядку ps,

s \geq 1, i циклiчної силовської q-пiдгрупи T = \langle b\rangle порядку qt, t \geq 1, що задовольняють такi
умови:

1) Z(G) = \Phi (G) = \Phi (S)\times \langle bq\rangle , де \Phi (G) — пiдгрупа Фраттiнi групи G;
2) G\prime = S, S\prime = \Phi (S), G\prime \prime = S\prime , експонента S\prime не перевищує числа p;
3) якщо S — неабелева, то Z(S) = S\prime = \Phi (S).

Скiнченна група називається мiнiмальною неабелевою групою або групою Мiллера – Морено,
якщо вона неабелева, а всi її власнi пiдгрупи є абелевими. Очевидно, що непримарнi групи
Мiллера – Морено є групами Шмiдта.

Нехай G — непримарна група Мiллера – Морено, тобто G = P \rtimes \langle b\rangle з нормальною елемен-
тарною абелевою пiдгрупою P порядку pr, на якiй елемент b порядку qs iндукує незвiдний
автоморфiзм простого порядку q, де p, q — простi, q дiлить pr  - 1 i r, s — натуральнi числа.

Лема 5. У групi G не iснує елемента, порядок якого збiгається з її експонентою.

Доведення. Припустимо, що iснує елемент g в групi G, порядок якого збiгається з її
експонентою pqs. Тодi G = P \langle g\rangle , i тому перетин P \cap \langle g\rangle є нормальною пiдгрупою порядку p в
G. Оскiльки P — мiнiмальна нормальна пiдгрупа в G, то P = P \cap \langle g\rangle i, таким чином, G = \langle g\rangle .
Отримана суперечнiсть завершує доведення леми.

Нагадаємо, що цiлком характеристичною пiдгрупою називається пiдгрупа групи G, яка
iнварiантна вiдносно всiх ендоморфiзмiв групи G.

Наступна лема є безпосереднiм наслiдком леми 1 [12].
Лема 6. Нехай R — майже-кiльце з одиницею i, адитивна група R+ якого iзоморфна групi

G. Тодi для кожного елемента y \in G iснує такий ендоморфiзм \varphi групи G, що i\varphi = y.

Теорема 4. Не iснує майже-кiлець з одиницею, адитивна група яких iзоморфна групi
Шмiдта.

Доведення. За лемою 2 [13] не iснує майже-кiлець з одиницею, адитивна група яких iзо-
морфна непримарнiй групi Мiллера – Морено.

Нехай тепер G iзоморфна групi Шмiдта, яка не є групою Мiллера – Морено. Припустимо,
що група G є адитивною групою деякого майже-кiльця з одиницею. Тодi за лемою 6 для
кожного елемента y \in G iснує такий ендоморфiзм \varphi групи G, що i\varphi = y. Оскiльки \Phi (G)
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є цiлком характеристичною пiдгрупою, то \=i\varphi = \=y для всiх \=y \in G/\Phi (G). Враховуючи, що
G/\Phi (G) — група Мiллера – Морено, з огляду на леми 1 i 5 отримуємо суперечнiсть.

Теорему доведено.

3. Основна теорема. Оскiльки майже-поля з мультиплiкативною групою Шмiдта повнiс-
тю описано в [3] (теорема 6), то розглянемо локальнi майже-кiльця, пiдгрупи необоротних
елементiв яких є нетривiальними.

Нагадаємо, що просте число вигляду p = 22
s
+1 iз цiлим числом s \geq 0 називається простим

числом Ферма.
Теорема 5. Нехай R — локальне майже-кiльце порядку pn, яке не є майже-полем i муль-

типлiкативна група R\ast якого є групою Шмiдта. Тодi мають мiсце такi твердження:

1) якщо p > 2, то | R| = p2 для деякого простого числа Ферма p, адитивна група R+ є
елементарною абелевою й iснує такий необоротний елемент a iз R, що

R+ = \langle i\rangle + \langle a\rangle ,

де i — одиниця в R, a2 = 0 i (ik)a =  - ak для довiльного первiсного кореня k за модулем p.

Зокрема, для кожного простого числа Ферма p iснує єдине локальне майже-кiльце порядку p2,

мультиплiкативна група якого є групою Мiллера – Морено;
2) якщо p = 2, то | R| = 2n з n = 2m, де m — просте число, для якого 2m  - 1 є простим

числом Мерсенна, i R\ast є групою Мiллера – Морено.

Доведення. Оскiльки пiдгрупа L є нетривiальною власною пiдгрупою R+, то | L| = pm

з 1 \leq m < n. Покладемо l = n  - m. Внаслiдок того, що R = R\ast \cup L, маємо | R\ast | =

= pn  - pm = pm(pl  - 1). За теоремою 3 порядок групи Шмiдта дiлиться на два простих числа,
звiдки pl - 1 = qk. Далi, якщо через i позначити одиницю майже-кiльця R, то за лемою 3 група
R\ast розкладається в напiвпрямий добуток R\ast = S\rtimes \langle b\rangle з нормальною силовською p-пiдгрупою
S = i+ L i циклiчною пiдгрупою \langle b\rangle = K порядку qk. Бiльш того, за теоремою 3 bq лежить в
центрi групи R\ast .

Нехай p > 2. Враховуючи, що число pl  - 1 є парним, звiдси отримуємо pl  - 1 = 2k

для деякого k \geq 1. Оскiльки елемент b iндукує на фактор-групi S/S\prime незвiдний автоморфiзм
порядку 2, то це можливо лише у випадку, коли | S/S\prime | = p. Звiдси | S| = p.

Оскiльки | S| = | L| = p, то за теоремою 2 R+ є елементарною абелевою групою порядку
p2. Звiдси n = 2, а отже, l = 1. Таким чином, p = 2k + 1. Очевидно, що k = 2s для деякого
цiлого s \geq 0, i тому p = 22

s
+ 1 є простим числом Ферма.

Якщо a — твiрний елемент L, то R+ = \langle i\rangle + \langle a\rangle , де \langle i\rangle — пiдгрупа, породжена одиницею
i майже-кiльця R. Нехай k — первiсний корiнь за модулем p i T — мультиплiкативна пiдгрупа
ненульових елементiв з адитивної пiдгрупи \langle i\rangle . Тодi T — циклiчна пiдгрупа порядку p  - 1 iз
твiрним елементом ik мультиплiкативної групи R\ast , i тому R\ast = S\rtimes T. За теоремою 3 елемент
(ik)2 централiзує пiдгрупу S, а тому (ik)2(i+ a) = (i+ a)(ik)2. Враховуючи, що (ik)2 = ik2,

звiдси виводимо

(ik)2a = ak2. (1)

Далi, за твердженням 1 леми 2 xa \in L для всiх x \in R. Отже, xa = a\rho (x) для кожного
x \in R, де число \rho (x) однозначно визначено за модулем p. Для довiльних x, y \in R з останньої
рiвностi випливає a\rho (xy) = (xy)a = x(ya) = x(a\rho (y)) = (xa)\rho (y) = a(\rho (x)\rho (y)), звiдки
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маємо (xy)a = a(\rho (x)\rho (y)). Зокрема, поклавши x = y = ik, з рiвностi (1) отримаємо ak2 =

= (ik)2a = a\rho (ik)2. Це означає, що \rho (ik)2 \equiv k2 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), звiдки \rho (ik) \equiv \pm k (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p). Якщо
\rho (ik) \equiv k (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), то (ik)(i + a) = ik + (ik)a = ik + ak = (i + a)(ik), i тому група R\ast 

буде абелевою, що суперечить умовi теореми. Отже, \rho (ik) \equiv  - k (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p), тобто (ik)a =  - ak.

Помноживши цю рiвнiсть злiва на 0, одержимо 0a = (0(ik))a =  - (0a)k, звiдки (0a)(k+1) = 0.

Оскiльки k — довiльний первiсний корiнь за модулем p, то з останньої рiвностi отримуємо
0a = 0.

З iншого боку, за означенням числа \rho (x) маємо a2 = a\rho (a), звiдки згiдно з лiвим дистрибу-
тивним законом a(a - i\rho (a)) = 0. Оскiльки a \not = 0, то з рiвностi 0a = 0 випливає, що елемент
a - i\rho (a) є необоротним, тобто a - i\rho (a) \in L, що можливо лише при \rho (a) = 0. Отже, a2 = 0.

Таким чином, у майже-кiльцi R виконуються спiввiдношення (ik)a =  - ak i a2 = 0, а це
означає, зокрема, що для кожного простого числа Ферма p iснує єдине локальне майже-кiльце
порядку p2, мультиплiкативна група якого є групою Мiллера – Морено. Отже, твердження 1
теореми доведено.

Нехай тепер p = 2. Очевидно, що мультиплiкативна група локального майже-кiльця R

порядку 2n тодi i тiльки тодi не є 2-групою, коли L є пiдгрупою в R+ iндексу | R+ : L| > 2.

Тодi | R : L| = 2l i | L| = 2m, звiдки | R\ast : S| = 2l  - 1. Оскiльки 2l  - 1 = qk, то згiдно з
лемою 4 це можливо лише, коли k = 1 i m — просте число. Зокрема, | \langle b\rangle | = q = 2l  - 1.

Крiм того, елемент b iндукує незвiдний автоморфiзм порядку q = 2l  - 1 на фактор-групi S/S\prime .

Оскiльки | S/S\prime | = 2m - s з s \geq 0, то q = 2l  - 1 — дiльник числа 2m - s  - 1 (див., наприклад,
[19], лема 5.6.3). Припустимо, що пiдгрупа S є неабелевою. Тодi за теоремою 5.6.5 [19] 2l  - 1

дiлить 2r + 1, де r \leq (m  - s)/2. Очевидно, r = tm + w, де t \in N i 0 \leq w < m. Оскiльки
2r + 1 = 2tm+w + 1 = 2w(2tm  - 1) + 2w + 1, то 2l  - 1 дiлить 2r + 1 лише при r = 1 i m = 2.

Звiдси | R : L| = 22 = 4 i | \langle b\rangle | = 3, а тому | S/S\prime | = 4. Звiдси, а також з теореми 5.4.5 [19]
випливає, що S iзоморфна або групi дiедра, або групi кватернiонiв порядку 8, а отже, n = 5,

| R| = 32 i | S| = | L| = 8. За допомогою системи комп’ютерної алгебри GAP [20] перевiрено,
що не iснує локальних майже-кiлець порядку 32 з пiдгрупою L порядку 8. Отже, пiдгрупа S є
абелевою, а тому елементарною абелевою порядку 2m. Звiдси R\ast — група Мiллера – Морено,
що доводить твердження 2 теореми.
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