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УЗАГАЛЬНЕННЯ РЕЗОНАНСНИХ РIВНЯНЬ ДЛЯ ПОЛIНОМIВ
ТИПУ ЛАГЕРРА I ЛЕЖАНДРА НА РIВНЯННЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКУ

A recurrent algorithm for finding particular solutions of а fourth-order resonance equation connected with the generalization
of Laguerre and Legendre polynomials is constructed and substantiated. For this purpose, we use the general theorem on the
representation of partial solutions of resonance equations in Banach spaces, which was proved by V. L. Makarov in 1976.
An example of general solution to the resonant equations with a differential operator for the Laguerre-type polynomials is
presented.

Побудовано й обґрунтовано рекурентний алгоритм знаходження частинних розв’язкiв резонансного рiвняння чет-
вертого порядку, пов’язаного з узагальненням полiномiв Лагерра i Лежандра. Для цього використано загальну
теорему про зображення частинних розв’язкiв резонансних рiвнянь у банахових просторах, доведену В. Л. Мака-
ровим у 1976 р. Наведено приклад загального розв’язку резонансних рiвнянь iз диференцiальним оператором для
полiномiв типу Лагерра.

1. Вступ. Явище резонансу вiдiграє важливу роль у природi та в рiзноманiтних технiчних
застосуваннях, наприклад у медичнiй дiагностицi (magnetic resonance imaging або nuclear spin
tomography), динамiцi твердих тiл i рiдин тощо. В лiтературi є рiзнi означення математичного
резонансу. Наприклад, в [1] гранична задача називається резонансною, якщо оператор, визна-
чений диференцiальним рiвнянням i граничними умовами, не має оберненого. В данiй роботi
ми будемо дотримуватись такого означення (див. [2 – 5]).

Означення 1. Рiвняння Lf = g з правою частиною, що задовольняє рiвняння Lg = 0 (або,
iншими словами, належить ядру N(L) оператора L), називається резонанcним.

Такi рiвняння, наприклад, є складовою частиною функцiонально-дискретного (FD-) методу
розв’язування операторних рiвнянь i задач на власнi значення [6, 7]. Цi рiвняння виникають у
теорiї суперсиметричних операторiв Казимiра та дi-спiн алгебр [2, 3]. Вони виникають також
при розв’язуваннi операторних рiвнянь вигляду A2u = 0 з деяким оператором A. Якщо ввести
позначення Au = v, то це рiвняння зведеться до пари рiвнянь Av = 0, Au = v, друге з яких є
резонансним.

Загальний алгоритм знаходження частинних розв’язкiв резонансних рiвнянь першого i дру-
гого роду iз диференцiальними операторами другого порядку, що визначають класичнi орто-
гональнi полiноми Якобi, Лагерра й Ермiта, було запропоновано й обґрунтовано у роботах
[8 – 10].

У данiй роботi ми пропонуємо та обґрунтовуємо загальний алгоритм знаходження частин-
них розв’язкiв резонансних рiвнянь iз диференцiальними операторами четвертого порядку, що
визначають узагальнення класичних ортогональних полiномiв Лагерра i Лежандра, як один iз
чотирьох лiнiйно незалежних розв’язкiв вiдповiдного однорiдного диференцiального рiвняння.
Iншi лiнiйно незалежнi розв’язки однорiдного рiвняння не є полiномiальними, будемо називати
їх функцiями другого, третього i четвертого роду. За допомогою цих чотирьох лiнiйно незалеж-
них розв’язкiв однорiдного рiвняння, а також частинного розв’язку неоднорiдного рiвняння
можна записати загальний розв’язок неоднорiдного резонансного рiвняння.

Правильним є таке твердження [4, 5].
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Теорема 1. Нехай A — лiнiйний оператор, що дiє з банахового простору X в X, i зв’язна
множина \Sigma (A), яка лежить у комплекснiй площинi, є спектром A. Якщо \lambda \in \Sigma (A), f(\lambda ) \in 
\in N(A - \lambda E) — сильно диференцiйовна функцiя, то частинний розв’язок резонансного рiвняння

(A - \lambda )u = f(\lambda )

можна записати у виглядi

u(\lambda ) =
df(\lambda )

d\lambda 
. (1)

Розглянемо диференцiальний оператор четвертого порядку

Anu(x) =
3\sum 

p=0

a4 - p(x)
d4 - pu(x)

dx4 - p
 - \lambda (n)u(x),

a4 - p(x) =

4 - p\sum 
k=0

b4 - p,kx
k, \lambda (n) =

4\sum 
i=1

bi,i
\Gamma (n+ 1)

\Gamma (n - i+ 1)
,

де a4(x) = \sigma (x)2 = (c2x
2 + c1x + c0)

2. Цей оператор для рiзних значень параметрiв визначає
ортогональнi многочлени типу Лaгерра i Лагранжа. Такi многочлени (якi ми для всiх ортого-
нальних многочленiв типу класичних позначатимемо через \widehat Pn(x)) є одними з чотирьох лiнiйно
незалежних розв’язкiв однорiдного рiвняння

Anu = 0 (2)

або функцiями першого роду. Iншими лiнiйно незалежними розв’язками однорiдного рiвняння
є вiдповiднi функцiї другого, третього i четвертого роду \widehat Qn,k(x), k = 2, 3, 4. Отже, загальний
розв’язок однорiдного рiвняння можна записати у виглядi

u(x) = c1 \widehat Pn(x) + c2 \widehat Qn,2(x) + c3 \widehat Qn,3(x) + c4 \widehat Qn,4(x),

де c1, c2, c3, c4 — довiльнi сталi. З метою скорочення викладу будемо застосовувати позначення
Rn,k(x), коли йтиметься про функцiї першого, другого, третього або четвертого роду.

Функцiї першого роду (ортогональнi многочлени типу класичних) i функцiї другого, тре-
тього та четвертого роду (якi не є многочленами) задовольняють одне й те ж диференцiальне
рiвняння (2). Щодо рекурентного спiввiдношення, то функцiї першого i другого роду задоволь-
няють рекурентне спiввiдношення

Rn+1,k(x) = (\alpha nx+ \beta n)Rn,k(x) - \gamma nRn - 1,k(x), n = 1, 2, . . . , k = 1, 2,

а функцiї третього i четвертого роду — спiввiдношення

Rn+1,k(x) = (\kappa nx+ \mu n)Rn,k(x) - \nu nRn - 1,k(x), n = 1, 2, . . . , k = 3, 4,

з певними не залежними вiд x коефiцiєнтами \alpha n, \beta n, \gamma n, \kappa n, \mu n, \nu n, що є принциповою
вiдмiннiстю у порiвняннi з диференцiальними рiвняннями другого порядку [11].

Неоднорiдне рiвняння
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Anun(x) = \widehat Pn(x) (3)

є резонансним, будемо називати його резонансним рiвнянням першого роду. Неоднорiдне рiв-
няння

Anun(x) = \widehat Qn,k(x) (4)

будемо називати резонансним рiвнянням k-го роду. Загальний розв’язок неоднорiдних резо-
нансних рiвнянь можна записати у виглядi

u(x) = c1 \widehat Pn(x) + c2 \widehat Qn,2(x) + c3 \widehat Qn,3(x) + c4 \widehat Qn,4(x) + \^u(k)n (x), k = 1, 2, 3, 4,

де \^u
(k)
n (x) — частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння k-го роду, а c1, c2, c3, c4 — довiльнi

сталi.
Для знаходження частинних розв’язкiв резонансних рiвнянь iз диференцiальними операто-

рами ортогональних многочленiв типу класичних ми пропонуємо такий алгоритм.
Крок 1. За допомогою формули (1) знаходимо частиннi розв’язки резонансного рiвнян-

ня (3) або (4) для n = 0, 1. Позначимо їх

\chi 0(x) =
1

\lambda \prime (n)

d\mathrm{R}\nu (x)

d\nu 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\nu =0

, \chi 1(x) =
1

\lambda \prime (n)

d\mathrm{R}\nu (x)

d\nu 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\nu =1

. (5)

Тут i далi диференцiювання за натуральним параметром n означає: 1) перехiд до дiйсного
параметра \nu , тобто використання вiдповiдних зображень \mathrm{R}\nu (x) через гiпергеометричнi чи
виродженi гiпергеометричнi функцiї; 2) диференцiювання за дiйсним параметром \nu ; 3) замiну
у виразi для похiдної дiйсного \nu на цiле невiд’ємне n).

Крок 2. Будуємо такi початковi частиннi розв’язки резонансного рiвняння:

u0(x) = \chi 0(x), u1(x) = \chi 1(x) (6)

i за рекурентним спiввiдношенням

un+1(x) =  - 1

\lambda \prime (n+ 1)

\Biggl[ 
 - \lambda \prime (n)(\alpha nx+ \beta n)un(x) + \lambda \prime (n - 1)\gamma nun - 1(x)+

+

\biggl( 
d\alpha n

dn
x+

d\beta n
dn

\biggr) 
Rn(x) - 

d\gamma n
dn

Rn - 1(x)

\Biggr] 
, n = 1, 2, . . . , (7)

визначаємо функцiю u2(x), яка задовольняє резонансне диференцiальне рiвняння.
Крок 3. Шляхом диференцiювання рекурентного спiввiдношення

Rn+1,k(x) = (\alpha nx+ \beta n)Rn,k(x) - \gamma nRn - 1,k(x), n = 1, 2, . . . , k = 1, 2, (8)

для ортогональних полiномiв типу класичних чи, вiдповiдно, функцiй 2-го роду за парамет-
ром n приходимо до рекурентного спiввiдношення (7) для частинних розв’язкiв резонансного
рiвняння першого або другого роду. Покладаючи у спiввiдношеннi (7) n = 1 i пiдставляючи
початковi частиннi розв’язки (5), переконуємось, що одержаний вираз задовольняє резонансне
рiвняння для n = 2.

За допомогою методу математичної iндукцiї доводиться така теорема.
Теорема 2. Функцiї un+1(x), побудованi за рекурентним алгоритмом (5) – (8), задовольня-

ють для всiх n резонансне рiвняння першого або, вiдповiдно, другого роду.
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2. Резонанснi рiвняння для полiномiв типу Лагерра першого роду. Розглянемо дифе-
ренцiальне рiвняння четвертого порядку

\frakA ny(x) = x2
d4y(x)

dx4
 - (2x2  - 4x)

d3y(x)

dx3
+ (x2  - 10x)

d2y(x)

dx2
+ (6x - 4)

dy(x)

dx
+ \lambda (n)y(x) =

=
4\sum 

p=0

b4 - p(x)
d4 - py(x)

dx4 - p
= 0, x > 0. (9)

Як показано у [12], при

\lambda = \lambda (n) =  - n2  - 5n

полiномiальними розв’язками рiвняння (9) будуть

vn(x) = (n+ 2)Ln(x) +
d

dx
Ln(x) = (n+ 2)Ln(x) - L1

n - 1(x), (10)

де L\alpha 
n(x) — полiном Лагерра. Полiноми (10) є ортогональними в сенсi скалярного добутку

\infty \int 
0

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - x)vn(x)vm(x)dx+
1

2
vn(0)vm(0) = \delta n,m(n2 + 5n+ 6)

i задовольняють рекурентне спiввiдношення

vn+1(x) = (Anx+Bn)vn(x) - Cnvn - 1(x), n = 1, 2, . . . ,

An =  - n+ 3

(n+ 2)(n+ 1)
, Bn =

2n3 + 11n2 + 17n+ 4

(n+ 2)2(n+ 1)
, Cn =

(n+ 3)2n

(n+ 2)2(n+ 1)
.

(11)

Нашою основною задачею є побудова частинного розв’язку резонансного рiвняння

\frakA ny(x) = vn(x). (12)

Для її розв’язання скористаємось запропонованим алгоритмом. Використовуючи зображення
полiномiв Лагерра через вироджену гiпергеометричну функцiю

Ln(x) = \Phi ( - n, 1;x) =

\infty \sum 
k=0

( - n)k
(k!)2

xk,

де (\cdot )k — символ Похгамера, i теорему 1, одержуємо

un(x) = Ln(x) + (n+ 2)
\partial 

\partial \nu 
\Phi ( - \nu , 1;x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\nu =n

+
\partial 

\partial \nu 

d

dx
\Phi ( - \nu , 1;x)| \nu =n .

Звiдси маємо

\chi 0(x) =
1

5

\biggl[ 
1 + 2w(x) - ex  - 1

x

\biggr] 
,

\chi 1(x) =
1

7

\biggl[ 
( - 3x+ 2)w(x) - (3x+ 1)ex  - 1

x
+ 2x+ 4

\biggr] 
,
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\chi 2(x) =
1

9

\biggl[ 
v2(x)w(x) +

(2x2  - 5x - 1)ex + 1

x
 - 5

2
x2 + x+ 6

\biggr] 
, (13)

\chi 3(x) =
1

11

\biggl[ 
v3(x)w(x) +

( - 5x3 + 37x2  - 40x - 6)ex + 6

6x
+

49

36
x3  - 13

2
x2  - 5

2
x+

23

3

\biggr] 
,

w(x) = Ei1( - x) + \mathrm{l}\mathrm{n}( - x) + \gamma .

На наступному кроцi алгоритму, використовуючи теорему 1, диференцiюємо рекурентне спiв-
вiдношення (11) по n i одержуємо

un+1(x) =
1

\lambda \prime (n+ 1)
[(Anx+ Bn)\lambda 

\prime (n)un(x) - Cn\lambda 
\prime (n - 1)un - 1(x)+

+(A\prime 
nx+B\prime 

n)vn(x) - C \prime 
nvn - 1(x)

\bigr] 
, n = 1, 2, . . . . (14)

Пiдстановка у (14) при n = 1 початкових даних iз (13) приводить до функцiї, яка є розв’язком
резонансного рiвняння (12) при n = 2. Тому пiдправляти початковi данi з (13) не потрiбно, i
ми переходимо до доведення такого твердження.

Теорема 3. Функцiї, що одержуються за допомогою рекурентного спiввiдношення (14) iз
початковими даними \chi 0(x), \chi 1(x) з (13), є розв’язками резонансного рiвняння (12).

Доведення проведемо методом математичної iндукцiї. При n = 1 теорема є правильною.
Припустимо, що вона є правильною при n = 2, 3, . . . , k, i покажемо, що вона буде правильною
i при n = k + 1. Покладемо у (14) n = k, подiємо на обидвi частини одержаної рiвностi
оператором \frakA k+1 i скористаємося припущенням iндукцiї. Тодi отримаємо

\frakA k+1uk+1(x) =
1

\lambda \prime (k + 1)

\left[  3\sum 
p=0

b4 - p(x)(4 - p)Ak \lambda \prime (k)
d3 - puk(x)

dx3 - p
 - 

 - (Akx+Bk)\lambda 
\prime (k)(\lambda (k + 1) - \lambda (k))uk(x)+

+Ck\lambda 
\prime (k  - 1)(\lambda (k + 1) - \lambda (k  - 1))uk - 1(x) + (Akx+Bk)\lambda 

\prime (k)vk(x) - 

 - Ck\lambda 
\prime (k  - 1)vk - 1(x) +

3\sum 
p=0

b4 - p(x)(4 - p)A\prime 
k

d3 - pvk(x)

dx3 - p
 - (A\prime 

kx+B\prime 
k)(\lambda (k + 1) - 

 - \lambda (k))vk(x) - C \prime 
k(\lambda (k + 1) - \lambda (k  - 1))vk - 1(x)

\right]  , k = 1, 2, . . . . (15)

Для спрощення правої частини формули (15) нам знадобиться формула диференцiювання уза-
гальнених полiномiв Лагерра (10), яка має вигляд

x2
d3vn(x)

dx3
 - 3

2
(x2  - 2x)

d2vn(x)

dx2
+

1

2
(x2  - 10x)

dvn(x)

dx
+

+

\biggl( 
 - 1

2
nx+

(2n+ 5)(n+ 3)n

2(n+ 2)

\biggr) 
vn(x) - 

(2n+ 5)(n+ 3)n

2(n+ 2)
vn - 1(x) = 0, n = 1, 2, . . . . (16)

Доведення формули (16) проводиться за допомогою використання зображення (10) i власти-
востей полiномiв Лагерра. Крiм цiєї формули нам знадобиться ще формула диференцiювання
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частинних розв’язкiв резонансного рiвняння (12). Диференцiюючи формулу (16) по параметру
n, згiдно з теоремою 1 про зображення частинних розв’язкiв абстрактних резонансних рiвнянь
у банаховому просторi [4] маємо

(2n+ 5)

\biggl\{ 
x2

d3un(x)

dx3
 - 3

2
(x2  - 2x)

d2un(x)

dx2
+

1

2
(x2  - 10x)

dun(x)

dx
+

+

\biggl( 
 - 1

2
nx+

(2n+ 5)(n+ 3)n

2(n+ 2)

\biggr) 
un(x)

\biggr\} 
+

\biggl( 
 - 1

2
x+

4n3 + 23n2 + 44n+ 30

2(n+ 2)2

\biggr) 
vn(x) - 

 - (2n+ 3)(2n+ 5)(n+ 3)n

2(n+ 2)
un - 1(x)  - 4n3 + 23n2 + 44n+ 30

2(n+ 2)2
vn - 1(x) = 0, n = 1, 2, . . . .

(17)

Повертаючись до (15), пiсля нескладних, проте досить громiздких викладок iз використанням
формул диференцiювання (16), (17) переконуємось у тому, що права частина (15) збiгається з
полiномом vk+1(x).

Теорему 3 доведено.
Розглянемо другий (iз чотирьох лiнiйно незалежних) неполiномiальний розв’язок одно-

рiдного рiвняння (9). За допомогою системи комп’ютерної алгебри Maple визначаємо його
структуру, а саме

v2,n(x) = vn(x)Ei1( - x) +
ex

x
pn(x).

Тут полiноми pn(x) задовольняють те ж рекурентне спiввiдношення (11), але з iншими почат-
ковими даними

p0(x) =  - 1, p1(x) =  - 3x - 1.

Цi полiноми мають таке зображення:

pn(x) =

n\sum 
p=0

kn,n - px
n - p,

kn,n = ( - 1)n
n+ 2

n!
,

kn,n - 1 = ( - 1)n - 1 1

n!
(n3 + 2n2  - 2n - 2),

kn,n - 2 = ( - 1)n - 2 1

2n!
(n5  - 7n3 + 6n+ 8),

kn,0 =  - 1.

У загальному випадку визначення коефiцiєнтiв полiнома v2,n(x) проводиться за рекурентною
формулою

ks+1,p = Bsks,p  - Csks - 1,p +Asks,p - 1, s = p - 1, . . . , n - 1,

kp - 2,p = 0, kp - 1,p = 0, p = 1, . . . , n, k0,0 =  - 1,

з вiдповiдними значеннями її коефiцiєнтiв.
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Одержати зображення v2,n(x), яке матиме iнший вигляд i буде бiльш зручним при побудовi
частинних розв’язкiв резонансних рiвнянь другого роду, можна iншим способом. Для цього
скористаємось формулою для функцiй Лагерра другого роду

ln(x) =

n+1\sum 
p=1

( - 1)p+1Cp - 1
n Eip( - x) =

\infty \int 
1

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(tx)

t

\biggl( 
t - 1

t

\biggr) n

dt,

яка одержується з вiдповiдної iнтегральної формули в [11, с. 163]. Далi за допомогою формули,
подiбної до (10), отримуємо

v2,n(x) = (n+ 2)ln(x) +
d

dx
ln(x).

Наведемо один iз шляхiв можливого узагальнення попереднiх формул.
Розглянемо диференцiальне рiвняння четвертого порядку

\frakA ny(x) = x2
d4y(x)

dx4
 - (2x2  - 4x)

d3y(x)

dx3
+ (x2  - (\alpha + 4)x)

d2y(x)

dx2
+

+(\alpha x - \alpha + 2)
dy(x)

dx
 - \lambda (n)y(x) = 0 (18)

з \lambda (n) = n(n+\alpha  - 1), яке при \alpha = 6 збiгається з рiвнянням (9). Розв’язком рiвняння (18) буде
полiном

v\alpha n(x) =
\Bigl( \alpha 
2
 - 1 + n

\Bigr) 
Ln(x) +

d

dx
Ln(x), n = 0, 1, 2, . . . . (19)

Множина цих полiномiв утворює ортогональну сiм’ю у сенсi скалярного добутку

(v\alpha n , v
\alpha 
m) =

\infty \int 
0

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - x)v\alpha n(x)v
\alpha 
m(x)dx+

2

\alpha  - 2
v\alpha n(0)v

\alpha 
m(0) =

= \delta m,n

\Bigl( \alpha 
2
+ n

\Bigr) \Bigl( \alpha 
2
+ n - 1

\Bigr) 
.

При \alpha = 6 полiноми (19) iз точнiстю до сталого множника збiгаються з полiномами (10).
Далi наведемо рекурентне спiввiдношення для полiномiв (19). Оскiльки початковою iн-

формацiєю для нас є формула для самих полiномiв, то природно коефiцiєнти рекурентного
спiввiдношення виражати через коефiцiєнти цих полiномiв. Введемо позначення

v\alpha n(x) =
n\sum 

p=0

kv,\alpha n,px
p, Ln(x) =

n\sum 
p=0

kLn,px
p.

Тодi

v\alpha n+1(x) = (Av,\alpha 
n x+Bv,\alpha 

n )v\alpha  - 6
n (x) - Cv,\alpha 

n v\alpha n - 1(x),

Av,\alpha 
n =

kv,\alpha n+1,n+1

kv,\alpha n,n
, Bv,\alpha 

n =
kv,\alpha n+1,n+1

kv,\alpha n,n

\Biggl( 
kv,\alpha n+1,n

kv,\alpha n+1,n+1

 - 
kv,\alpha n,n - 1

kv,\alpha n,n

\Biggr) 
,

Cv,\alpha 
n =

1

kv,\alpha n - 1,n - 1

\Bigl( 
Av,\alpha 

n kv,\alpha  - 6
n,n - 2 +Bv,\alpha 

n kv,\alpha  - 6
n,n - 1  - kv,\alpha n+1,n - 1

\Bigr) 
,

kv,\alpha n,p =
\Bigl( \alpha 
2
 - 1 + n

\Bigr) 
kLn,p + k\partial Ln - 1,p.

(20)

Зокрема, при \alpha = 6 (20) збiгається з (11).
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3. Узагальнення резонансних рiвнянь для полiномiв типу Лежандра на рiвняння чет-
вертого порядку. Розглянемо диференцiальне рiвняння четвертого порядку

\frakB ny(x) = (x2  - 1)2
d4y(x)

dx4
+ 8x(x2  - 1)

d3y(x)

dx3
+

+(4\alpha + 12) (x2  - 1)
d2y(x)

dx2
+ 8\alpha x

dy(x)

dx
 - \lambda (n)y(x) = 0, x > 0. (21)

Як показано у [12], при

\lambda = \lambda (n) = 8\alpha n+ (4\alpha + 12)n(n - 1) + 8n(n - 1)(n - 2) + n(n - 1)(n - 2)(n - 3)

полiномiальними розв’язками рiвняння (21) будуть

y(x) = vn(x) = \alpha Pn(x) - x
d

dx
Pn(x) +

1

2
n(n+ 1)Pn(x), (22)

де Pn(x) — полiном Лежандра. Цi полiномiальнi розв’язки є ортогональними в сенсi скалярного
добутку

(vn, vm) =
\alpha 

2

1\int 
 - 1

vn(x)vm(x)dx+
1

2
vn( - 1)vm( - 1) +

1

2
vn(1)vm(1) =

= \delta n,m
\alpha 

2n+ 1

\biggl[ 
\alpha +

1

2
(n+ 1)(n+ 2)

\biggr] \biggl[ 
\alpha +

1

2
(n - 1)n

\biggr] 
i задовольняють рекурентне спiввiдношення

vn+1(x) = Anxvn(x) - Cnvn - 1(x), n = 1, 2, . . . ,

An =

(2n+ 1)

\biggl[ 
\alpha +

1

2
(n+ 1)n

\biggr] 
(n+ 1)

\biggl[ 
\alpha +

1

2
(n - 1)n

\biggr] , Cn =

n

\biggl[ 
\alpha +

1

2
(n+ 1)(n+ 2)

\biggr] 
(n+ 1)

\biggl[ 
\alpha +

1

2
(n - 1)n

\biggr] . (23)

Нашою основною задачею є побудова частинного розв’язку резонансного рiвняння

\frakB ny(x) = vn(x). (24)

Для її розв’язання скористаємось наведеним вище алгоритмом. Використовуючи зображення
полiномiв Лежандра через гiпергеометричну функцiю

Pn(x) = F

\biggl( 
 - n, n+ 11;

1 - x

2

\biggr) 
=

\infty \sum 
k=0

( - n)k(n+ 1)k
(k!)2

xk

i теорему 1, одержуємо

\lambda \prime (n)un(x) =
1

2
(2n+ 1)Pn(x) +

\partial 

\partial \nu 

\biggl[ 
\alpha  - x

d

dx
+

1

2
n(n+ 1)

\biggr] 
F

\biggl( 
 - \nu , \nu + 1, 1;

1 - x

2

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\nu =n

.
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Звiдси маємо

\chi 0(x) =
1

4\alpha  - 2

\biggl[ 
\alpha \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
x+ 1

2

\biggr) 
 - x

x+ 1
+

1

2

\biggr] 
,

\chi 1(x) =
1

12\alpha + 6

\biggl[ 
\alpha x \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
x+ 1

2

\biggr) 
+

(2\alpha + 1)x2 + x - 2\alpha  - 2

2x+ 2

\biggr] 
, (25)

\chi 2(x) =
1

20\alpha + 50

\biggl[ 
v2(x) \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
x+ 1

2

\biggr) 
+

1

4(x+ 1)
((7\alpha + 16)x3+

+ (\alpha + 10)x2  - (7\alpha + 18)x - \alpha  - 8)

\biggr] 
,

На наступному кроцi алгоритму, використовуючи теорему 1, диференцiюємо рекурентне спiв-
вiдношення (23) по n i одержуємо

un+1(x) =
1

\lambda \prime (n+ 1)

\bigl[ 
Anx\lambda 

\prime (n)un(x) - Cn\lambda 
\prime (n - 1)un - 1(x)+

+A\prime 
nxvn(x) - C \prime 

n\lambda 
\prime (n)vn - 1(x)

\bigr] 
, n = 1, 2, . . . . (26)

Пiдстановка у (26) при n = 1 початкових даних iз (25) приводить до функцiї, яка є розв’язком
резонансного рiвняння (24) при n = 2 i збiгається з \chi 2(x). Тому пiдправляти початковi данi з
(25) не потрiбно, i ми переходимо до доведення такого твердження.

Теорема 4. Функцiї , що одержуються за допомогою рекурентного спiввiдношення (26) iз
початковими даними \chi 0(x), \chi 1(x) з (25), є розв’язками резонансного рiвняння (24).

Доведення проведемо методом математичної iндукцiї. При n = 1 теорема є правильною.
Припустимо, що вона є правильною при n = 2, 3, . . . , k, i покажемо, що вона буде правильною
при n = k + 1. Покладемо у (26) n = k, подiємо на обидвi частини одержаної рiвностi
оператором \frakB k+1 i скористаємося припущенням iндукцiї. Тодi отримаємо

\frakB k+1uk+1(x) =
1

\lambda \prime (k + 1)

\biggl\{ 
4l\prime (k)Ak

\biggl[ 
(x2  - 1)2

d3

dx3
uk(x) + 6x(x2  - 1)

d2

dx2
uk(x)+

+2(\alpha + 3)(x2  - 1)
d

dx
uk(x) + 2x

\biggl( 
\alpha +

\lambda (k) - \lambda (k + 1)

8

\biggr) 
uk(x)

\biggr] 
 - 

 - l\prime (k  - 1) (\lambda (k  - 1) - \lambda (k + 1))Ckuk - 1(x) + 4A\prime 
k

\biggl[ 
(x2  - 1)2

d3

dx3
vk(x)+

+6x(x2  - 1)
d2

dx2
vk(x) + 2(\alpha + 3)(x2  - 1)

d

dx
vk(x)+

+2x

\biggl( 
Ak\lambda 

\prime (k)

8A\prime 
k

+

\biggl( 
\alpha +

\lambda (k) - \lambda (k + 1)

8

\biggr) \biggr) 
vk(x)

\biggr] 
 - 

 - 
\biggl( 
\lambda (k  - 1) - \lambda (k + 1) +

Ckl
\prime (k  - 1)

C \prime 
k

\biggr) 
C \prime 
kvk - 1(x)

\biggr\} 
. (27)

Для спрощення правої частини формули (27) нам знадобиться формула диференцiювання уза-
гальнених полiномiв Лежандра (22), яка має вигляд
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(x2  - 1)2
d3vn(x)

dx3
+ 6x(x2  - 1)

d2vn(x)

dx2
+ 2(x2  - 1)(\alpha + 3)

dvn(x)

dx
+

+

\biggl( 
 - 2n\alpha  - (n+ 1)!

(n - 1)!

\biggr) 
vn(x) +

\biggl( 
2n\alpha +

(n+ 1)!

(n - 1)!

\biggr) 
vn - 1(x) = 0, n = 0, 1, 2, . . . . (28)

Крiм цiєї формули нам знадобиться ще формула диференцiювання частинних розв’язкiв резо-
нансного рiвняння (12). Диференцiюючи (28) по параметру n, згiдно з теоремою 1 про зобра-
ження частинних розв’язкiв абстрактних резонансних рiвнянь у банаховому просторi маємо

\lambda \prime (n)

\biggl\{ 
(x2  - 1)2

d3un(x)

dx3
+ 6x(x2  - 1)

d2un(x)

dx2
+ 2(x2  - 1)(\alpha + 3)

dun(x)

dx
+

+

\biggl( 
 - 2n\alpha  - (n+ 1)!

(n - 1)!

\biggr) 
un(x)

\biggr\} 
+ ( - 2\alpha  - 2n - 1) vn(x)+

+\lambda \prime (n - 1)

\biggl( 
2n\alpha +

(n+ 1)!

(n - 1)!

\biggr) 
un - 1(x) + (2\alpha + 2n+ 1) vn - 1(x) = 0, n = 0, 1, 2, . . . ,

(29)
\lambda (n) = 4n3 + 6n2 + (8a - 2)n+ 4a - 2.

Доведення формули (28) проводиться з використанням зображення (10) i властивостей полi-
номiв Лагранжа. Повертаючись до (27), пiсля нескладних, проте досить громiздких викладок
iз використанням формул диференцiювання (28), (29) переконуємось у тому, що права части-
на (27) збiгається з полiномом vk+1(x).

Теорему 4 доведено.
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