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ДЕТЕРМIНОВАНА ДИФУЗIЯ

In this paper, we present a series of definitions and properties of lifting dynamical systems (LDS) corresponding to the
notion of deterministic diffusion. We give heuristic explanations of the mechanism of formation of deterministic diffusion
in LDS and the anomalous deterministic diffusion in the case of transportation in long billiard channels with spatially
periodic structures and nonideal reflection law. The expressions for the coefficient of deterministic diffusion are obtained.

Наведено означення та властивостi, що стосуються поняття детермiнованої дифузiї для одновимiрних динамiчних
систем iз лiфтом. Дано евристичнi пояснення механiзму виникнення детермiнованої дифузiї у динамiчних систе-
мах iз лiфтом i аномальної детермiнованої дифузiї при транспортi у довгих бiльярдних каналах iз просторово-
перiодичним неiдеальним законом вiдбиття. Наведено вирази для коефiцiєнта детермiнованої дифузiї.

1. Вступ. Для багатьох математикiв, якi не знайомi з хаотичними процесами, що виникають
у деяких динамiчних системах (ДС) [1, 2, 6, 10, 12 – 14, 18, 23, 24], термiн дифузiї є поняттям
з теорiї ймовiрностi, пов’язаним iз поняттям випадкового блукання. У них сам термiн детер-
мiнованої дифузiї викликає деякий подив, оскiльки сприймається як об’єднання несумiсних
понять детермiнiзму i стохастики. В цiй роботi за допомогою простих прикладiв одновимiрних
ДС пояснюється механiзм виникнення детермiнованої дифузiї i вивчаються методи кiлькiсної
характеристики таких процесiв. Основнi результати проанонсовано в [20].

Одновимiрнi ДС на всiй осi з дискретним часом задаються рекурентним спiввiдношенням

xn+1 = f(xn), (1)

в якому дiйсну функцiю f(x) задано на всiй осi i задано початкове значення x0 [12, 24]. Рiвняння
(1) визначає траєкторiю (x0, x1, . . . , xn, . . .) = x у ДС (1) за початковим значенням x0 i виглядом
функцiї f. Для ДС, якi допускають хаотичну поведiнку траєкторiй, побудова всiєї траєкторiї, або
навiть значення xn, при великих n обумовлена певними труднощами обчислень, оскiльки вони,
як правило, проводяться з визначеною точнiстю, а наступнi значення xn нестiйко залежать вiд
змiни попереднiх. Крiм того, з точки зору фiзики, задання початкового значення x0 вiдбувається
з певною точнiстю. Тому для вивчення поведiнки траєкторiй при великих значеннях часу
можна вивчати не еволюцiю в системi (1), а створювану нею еволюцiю мiр, що задана на
всiй прямiй. Якщо в початковий момент задано ймовiрнiсну мiру \mu 0, нормовану мiру, для якої

мiра всiєї осi дорiвнює 1, з щiльнiстю \rho 0 : \mu 0(A) =
\int 
A
\rho 0(x) dx, то за одиницю часу система (1)

переводить цю мiру в \mu 1 : \mu 1(A) = \mu 0
\bigl( 
f - 1(A)

\bigr) 
, де f - 1(A) — повний прообраз множини A при

вiдображеннi f. Оператор, що переводить мiру \mu 0 у мiру \mu 1, називається оператором Перрона –
Фробенiуса. Оператор Перрона – Фробенiуса \scrF є лiнiйним навiть для нелiнiйних ДС (1) i
переводить щiльнiсть \rho 0 початкової мiри в щiльнiсть \rho 1 мiри \mu 1 [6]. Вивчення асимптотичної
поведiнки при n \rightarrow \infty щiльностi \rho n = \scrF n\rho 0 зводиться до вивчення поведiнки пiвгрупи
\scrF n. Iснують приклади ДС (1) з локально розтягувальними вiдображеннями f, коли при n \rightarrow 
\rightarrow \infty щiльностi \rho n асимптотично є гауссiвськими, незалежно вiд вибору щiльностi початкової
ймовiрнiсної мiри. В цьому випадку кажуть, що в ДС (1) вiдбувається детермiнована дифузiя.
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Мета цiєї роботи — розглянути приклади ДС iз детермiнованою дифузiєю. Ми обмежимося
розглядом так званих динамiчних систем з лiфтом (ДСЛ) з кусково-лiнiйними функцiями f(x) в
ДС (1). Разом з цим у роботi описано механiзм виникнення аномальної детермiнованої дифузiї
при транспортi в довгих бiльярдних каналах iз неiдеальним просторово-перiодичним законом
вiдбиття [3].

2. ДСЛ. Розглянемо на всiй осi ДС (1), в якiй функцiю f(x) задано на основному iнтервалi

I0 =

\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr) 
. Функцiя s(x) = f(x)  - x при x \in I0 має сенс величини зсуву точки x

при вiдображеннi f. Розiб’ємо всю вiсь ( - \infty ,\infty ) на iнтервали, що не перетинаються, Ik =

=

\biggl[ 
k  - 1

2
, k +

1

2

\biggr) 
, де k \in Z — цiлi числа. Будемо вважати, що функцiю f продовжено з

iнтервалу I0 на всi iнтервали Ik так, що зсув точки при вiдображеннi f на кожному iнтервалi
Ik такий самий, як i на I0, тобто s(k+x) = f(k+x) - (k+x) = s(x) = f(x) - x. Це приводить
до перiодичностi функцiї зсуву s(x) i перiодичностi з 1-лiфтом функцiї f :

f(k + x) = k + f(x),  - 1

2
\leq x <

1

2
, k \in Z. (2)

ДС (1) iз функцiєю f, що задовольняє властивiсть (2), називається ДСЛ. Це вiдома, багато
разiв розглядувана ДС [6, 12, 13].

Нехай траєкторiя x = (x0, x1, . . . , xn, . . .) вiдповiдає ДСЛ (1), (2). Будемо позначати номер

iнтервалу Ik =

\biggl[ 
k  - 1

2
, k +

1

2

\biggr) 
, якому належить число a \in Ik, таким чином: k = [a) — най-

ближче цiле число до числа a. Тодi траєкторiї x = (x0, x1, . . . , xn, . . .) вiдповiдає цiлочислова
послiдовнiсть M =

\bigl( 
[x0), [x1), . . . , [xn), . . .

\bigr) 
= (m1,m2, . . . ,mn, . . .) номерiв iнтервалiв, яким

належать значення xn. Послiдовнiсть M називається маршрутом траєкторiї x — це номери
iнтервалiв, якi послiдовно „вiдвiдує” фазова точка в ДСЛ [12].

Твердження 1. Нехай функцiя f, що визначає ДСЛ (1), (2), є розтягуючою на основному

iнтервалi I0 =

\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr) 
i, вiдповiдно, на всiх iнтервалах Ik =

\biggl[ 
k - 1

2
, k+

1

2

\biggr) 
, тобто для всiх

x, y \in Ik виконується нерiвнiсть

| f(x) - f(y)| \geq \lambda | x - y| , \lambda > 1. (3)

Тодi траєкторiя ДСЛ визначається за своїм маршрутом однозначно.

Доведення. Нехай два початкових значення x(1)0 i x(2)0 задають траєкторiї ДСЛ з однаковим

маршрутом. Це означає, що точки x(1)n i x(2)n належать одному iнтервалу Imn . Тому вiдповiдно

до нерiвностi (3) i розтягуваностi вiдображення f має мiсце нерiвнiсть
\bigm| \bigm| x(1)n+1 - x

(2)
n+1

\bigm| \bigm| \geq \lambda 
\bigm| \bigm| x(1)n  - 

 - x
(2)
n

\bigm| \bigm| , \lambda > 1. Оскiльки будь-якi двi точки з одного iнтервалу Imn вiдрiзняються менше, нiж

на 1, то, послiдовно застосовуючи вказану нерiвнiсть, отримуємо оцiнку
\bigm| \bigm| x(1)0  - x(2)0

\bigm| \bigm| \leq 1

\lambda n
при

будь-якому n. Оскiльки \lambda > 1, це доводить, що x(1)0 = x
(2)
0 .

Означення 1. Якщо в ДСЛ (1), (2) будь-яка цiлочислова послiдовнiсть є маршрутом деякої
траєкторiї, а траєкторiя однозначно визначається своїм маршрутом, то кажуть, що ДСЛ
має властивiсть Бернуллi [12].
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Твердження 2. Якщо функцiя f на iнтервалi I0 =

\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr) 
є непарною, неперервною,

монотонно зростаючою, розтягуючою, необмеженою, то, вiдповiдно, ДСЛ (1), (2) з такою
функцiєю f має властивiсть Бернуллi.

Доведення. Єдинiсть вiдновлення траєкторiї за її маршрутом доведено вище. Нехай M =

= (m1,m2, . . . ,mn, . . .) — будь-яка цiлочислова послiдовнiсть. Розглянемо на iнтервалi Im1

сукупнiсть вкладених стягуваних замкнених iнтервалiв Un, побудованих таким чином. Нехай
U (1) — замикання прообразу iнтервалу Imn при вiдображеннi f, яке лежить на Imn - 1 : U (1) =

= f - 1(Imn). Через розтягуванiсть вiдображення f маємо \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}U (1) \leq \lambda  - 1. Нехай U (2) —
прообраз U (1) на iнтервалi Imn - 2 , за iндукцiєю U (k) — прообраз U (k - 1) на iнтервалi Imn - k

.

Множини Un = U (n) \subset Im1 i \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}Un \leq \lambda n. Якщо n\rightarrow \infty , то отримуємо на iнтервалi Im1 сис-
тему вкладених замкнених множин Un+1 \subset Un i \mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{s}Un \rightarrow 0, n\rightarrow \infty . Загальна гранична точка
x0 для всiх Un лежить на Im1 , а її траєкторiя x = (x0, f(x0), . . . , f

n(x0), . . .) має маршрут M.

3. Марковське розбиття фазового простору ДСЛ. Кусково-лiнiйнi ДСЛ. Систему iнтер-

валiв Ik =

\biggl[ 
k  - 1

2
, k +

1

2

\biggr) 
, k \in Z, для ДСЛ (1), (2) можна розглядати як марковське розбиття

фазового простору [12]. Розглянемо бiльш дрiбне марковське пiдрозбиття. Нехай основний

iнтервал I0 розбито на скiнченну кiлькiсть m пiдiнтервалiв I0,j = [xj - 1, xj), де x0 =  - 1

2
,

xj < xj+1, xm =
1

2
, j = 1, 2, . . . ,m. Цiлочисловий зсув цього розбиття приводить до розбиття

iнтервалiв Ik на пiдiнтервали Ik,j = [k + xj - 1, k + xj). Таким чином, виникає розбиття всiєї
осi на iнтервали \{ Ik,j\} , k \in Z, j = 1, 2, . . . ,m.

Означення 2. Марковське розбиття \{ Ik,j\} k\in Z,1\leq j\leq m всiєї осi будемо називати узгодже-
ним з ДСЛ (1), (2), якщо будь-яку ймовiрнiсну мiру зi сталими щiльностями на кожнiй множинi
Ik,j = [k+xj - 1, k+xj) ДСЛ переводить за одиницю часу в мiру, яка має на кожному iнтервалi
Ik,j сталi щiльностi.

Означення 3. Функцiю f, яка визначає ДСЛ (1), (2), будемо називати узгодженою з мар-
ковським розбиттям \{ Ik,j\} k\in Z,1\leq j\leq m, яке визначається за допомогою чисел

 - 1

2
= x0, x1, . . . , xm =

1

2
,

якщо на кожному iнтервалi Ik,j = [k + xj - 1, k + xj) вона є лiнiйною, вiдрiзняється вiд кон-
станти, а на кожному iз кiнцiв iнтервалу Ik,j має значення такого вигляду: цiле число плюс
одне з чисел xj , j = 0, 1, . . . ,m.

Приклад 1. Нехай функцiя f(x) = \Lambda x лiнiйна на iнтервалi I0 =

\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr) 
, де \Lambda =

= 2l + 1 — непарне число. Тодi ця функцiя узгоджена з марковським розбиттям \{ Ik\} k\in Z ,
Ik =

\biggl[ 
k  - 1

2
, k +

1

2

\biggr) 
.

Приклад 2. Нехай функцiя f(x) = \Lambda x, де \Lambda = 2l — парне число. Тодi ця функцiя узгоджена

з марковським розбиттям \{ Ik,\pm \} k\in Z , де Ik,+ =

\biggl[ 
k, k +

1

2

\biggr) 
, Ik, - =

\biggl[ 
k  - 1

2
, k

\biggr) 
.

Важливий приклад функцiї, що задовольняє означення 3, мiстить таке твердження.
Твердження 3. Нехай функцiя f(x), яка визначає ДСЛ (1), (2) на iнтервалi I0, є кусково-

лiнiйною i набуває пiвцiлих значень на кiнцях кожного iз своїх лiнiйних вiдрiзкiв, а також
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f \prime (x) \not = 0 майже скрiзь. Тодi функцiя f узгоджена за означенням 3 з марковським розбиттям
\{ Ik\} k\in Z .

Доведення випливає iз перевiрки умов означення 3 для точок \{ xj\} — усiх точок, в яких
функцiя f набуває пiвцiлих значень.

Кусково-лiнiйну функцiю f iз твердження 3 будемо називати кусково-лiнiйною, яка набу-
ває пiвцiлих значень на кiнцях лiнiйних вiдрiзкiв. Iз еквiвалентностi означень 2 i 3 для ДСЛ
випливає таке твердження.

Твердження 4. Для того щоб марковське розбиття \{ Ik,j\} k\in Z,1\leq j\leq m було узгоджено з
дiєю ДСЛ (1), (2) за означенням 2, необхiдно i достатньо, щоб функцiя f, яка визначає ДСЛ
(1), (2), була узгоджена з цим марковським розбиттям вiдповiдно до означення 3.

Доведення. Покажемо, що якщо функцiя f задовольняє умови означення 3, то ДСЛ пере-
водить iмовiрнiсну мiру зi сталими щiльностями на Ik,j у мiру зi сталими щiльностями на Ik,j ,
тобто для ДСЛ виконуються умови означення 2. Оскiльки оператор Перрона – Фробенiуса \scrF 
(див. [6]) є лiнiйним, достатньо розглянути випадок, коли щiльнiсть початкової мiри є сталою
на фiксованому iнтервалi Ik0,j0 . На ньому функцiя f(x) лiнiйна, вiдрiзняється вiд константи i
переводить Ik0,j0 на об’єднання

\bigcup 
Ik,j кiлькох пiдряд розташованих iнтервалiв. Тому зворотне

вiдображення цих iнтервалiв лiнiйне i, отже, мiра на кожному з них має сталу щiльнiсть.
Нехай тепер виконуються умови з означення 2. Якщо щiльнiсть початкової мiри є сталою на

iнтервалi Ik0,j0 , то при вiдображеннi f виникає нова мiра \mu 1 на всiй осi. Зрозумiло, що \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\mu 1
збiгається iз замиканням деякого об’єднання iнтервалiв Ik,j , оскiльки у протилежному випадку
iснували б iнтервал I\=k,\=j i його частина A такi, що \mu 1(I\=k,\=j) = \mu 1(I\=k,\=j \setminus A) \not = 0, \mu 1(A) = 0. Це
суперечить умовi означення 2, що мiра \mu 1 має сталу щiльнiсть.

Нехай I\=k,\=j — один з iнтервалiв. Оскiльки B \subset Ik0,j0 , то початкова мiра на B має сталу
щiльнiсть, а f взаємно однозначно вiдображає B на I\=k,\=j , i вiдповiдно до оператора Перрона –
Фробенiуса щiльнiсть \rho 1(x) мiри \mu 1 на I\=k,\=j виражається через щiльнiсть \rho 0 початкової мiри

на Ik0,j0 рiвнiстю \rho 1(x) =
\rho 0(x)

| f \prime (x)| . З цього випливає висновок, що f \prime (x) \equiv \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} на iнтервалi

B, i ця функцiя також переводить кiнцi iнтервалу B в кiнцi iнтервалу I\=k,\=j . Тому функцiя f має
властивостi з означення 3.

Виникає питання: чи iснують марковськi розбиття всiєї осi, узгодженi з лiнiйною функцiєю
f(x) = \Lambda x при iнших, нiж у прикладах 1 i 2, значеннях \Lambda ?

Оскiльки лiнiйна функцiя f(x) = \Lambda x є непарною, то числа xj , якi задають узгоджува-
не марковське пiдрозбиття iнтервалу I0, симетричнi вiдносно середини iнтервалу I0. Тому
достатньо задавати лише додатнi значення xj i вказувати на парнiсть кiлькостi m пiдiнтер-
валiв \{ I0,j\} 1\leq j\leq m, оскiльки при парному m точка x = 0 входить у множину \{ xj\} mj=0, а при
непарному m — не входить.

Перенумеруємо всi кiнцi iнтервалiв \{ Ik,j\} , якi знаходяться на додатнiй осi, в порядку
зростання, починаючи з першого додатного. Отримуємо послiдовнiсть 0 < s0 < s1 < s2 < . . .

. . . < sk < . . . . Оскiльки марковське пiдрозбиття \{ Ik,j\} узгоджене з лiнiйною функцiєю f(x) =

= \Lambda x, то

\Lambda s1 = s1+n1 ,\Lambda s2 = \Lambda s1+n1+n2 , . . . ,\Lambda s \^m = s1+n1+n2+...+n \^m
. (4)

Тут \^m виражається через m у виглядi m = 2 \^m для парних m i m = 2 \^m - 1 для непарних. Таким
чином, кожному марковському пiдрозбиттю осi, узгоджуваному з лiнiйною функцiєю f(x) =

= \Lambda x, яка задає ДСЛ (1), (2), вiдповiдають двi величини: парнiсть m кiлькостi пiдiнтервалiв
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\{ I0,j\} , тобто s = ( - 1)m, i цiлочисловий вектор \vec{}n = (n1, n2, . . . , n \^m). Цi величини (s, \vec{}n) будемо
називати параметрами марковського пiдрозбиття \{ Ik,j\} .

Твердження 5. Параметри марковського пiдрозбиття \{ Ik,j\} , парнiсть числа m i цiлочис-
ловий вектор \vec{}n = (n1, n2, . . . , n \^m) однозначно визначають величину нахилу \Lambda лiнiйної функцiї
f(x) = \Lambda x, що узгоджується з марковським пiдрозбиттям \{ Ik,j\} , i сукупнiсть чисел \{ sj\} \^m

j=1,

якi задають кiнцi iнтервалiв Ik,j = [k + sj , k + sj+1) цього пiдрозбиття.

Доведення. Нехай число компонент вектора \vec{}n дорiвнює \^m. Тодi кiлькiсть m пiдiнтервалiв
\{ I0,j\} у марковському пiдрозбиттi визначається рiвнiстю m = 2 \^m для парних m i m = 2 \^m - 1

для непарних (парнiсть m задано величиною s = ( - 1)m). Завжди s \^m =
1

2
. Для непарних

m послiдовнiсть s1, s2, . . . , sk, . . . має вигляд s1, s2, . . . , s \^m+1,
1

2
, 1  - s \^m - 1, 1  - s \^m - 2, . . . , 1  - 

 - s1, 1 + s1, 1 + s2, . . . , 1 + s \^m - 1,
3

2
, 2 - s \^m - 1, . . . i явно виражається через s1, s2, . . . , s \^m =

1

2
.

Це дозволяє кожний член послiдовностi s1, s2, . . . , sk, . . . явно виразити через цiле число й
одне з чисел s1, s2, . . . , s \^m. Тому рiвностi (4) перетворюються в лiнiйну систему вiдносно
s1, s2, . . . , s \^m iз коефiцiєнтами, що є цiлими числами або величиною \Lambda . Умова сумiсностi цiєї
системи приводить до рiвностi нулю визначника цiєї системи, що в свою чергу приводить до
алгебраїчного рiвняння для \Lambda :

R\vec{}n(\Lambda ) = 0.

Пiсля знаходження \Lambda всi s1, s2, . . . , s \^m визначаються однозначно iз системи (4). Аналогiчно роз-
глядається випадок парних m, коли послiдовнiсть s1, s2, . . . , sk, . . . має вигляд s1, s2, . . . , s \^m =

=
1

2
, 1 - s \^m - 1, 1 - s \^m - 2, . . . , 1 - s1, 0, 1 + s1, 1 + s2, . . . .

Наведемо реалiзацiю цiєї схеми в наступному конструктивному прикладi.

Твердження 6. Лiнiйна функцiя f(x) = \Lambda x, яка визначає ДСЛ (1), (2), буде узгодженою з
марковським розбиттям\biggl\{ \biggl[ 

k  - 1

2
, \xi 

\biggr) 
, [k  - \xi , k + \xi ),

\biggl[ 
k + \xi , k +

1

2

\biggr) \biggr\} 
k\in Z

,

якщо для цiлих чисел 0 < m < n i значень \varepsilon 1 = \pm 1, \varepsilon 2 = \pm 1 мають мiсце рiвностi

\Lambda =
2n+ \varepsilon 2 +

\sqrt{} 
(2n - \varepsilon 2)2 + 8m\varepsilon 1
2

,

\xi =
2m

2n - \varepsilon 2 +
\sqrt{} 
(2n - \varepsilon 2)2 + 8m\varepsilon 1

.

Доведення випливає iз рiвностей (4), якi мають вигляд

\Lambda \xi = m+ \varepsilon 2\xi ,
\Lambda 

2
= n+ \varepsilon 1\xi .

Зазначимо, що множина значень нахилу \Lambda для лiнiйної функцiї f(x) = \Lambda x, x \in I0 =

=

\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr) 
, для яких iснує марковське розбиття, що узгоджене з ДСЛ (1), (2), скрiзь щiльна

на пiвосi (2,\infty ) [6, 13].
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4. Детермiнована дифузiя. Розглянемо ДСЛ (1), (2), сукупнiсть iнтервалiв якої \{ Ik\} k\in Z ,
Ik =

\biggl[ 
k  - 1

2
, k +

1

2

\biggr) 
, утворює марковське розбиття фазового простору, яке узгоджене з дi-

єю ДСЛ. Це означає, що мiру \mu 0 з одиничною щiльнiстю на iнтервалi I0 ДСЛ за одиницю
часу переводить у ймовiрнiсну мiру зi сталими щiльностями pk \geq 0 на iнтервалах Ik, а\sum 

k\in Z
pk = 1. Багатократне застосування дiї ДСЛ переводить початкову мiру \mu 0 у мiру зi

сталими щiльностями на iнтервалах Ik. Нехай Pk(n) — щiльнiсть мiри на iнтервалi Ik пiсля
n-кратного застосування ДСЛ до початкової мiри \mu 0. Тодi

Pk(n+ 1) =
\sum 
l\in Z

pk - lPl(n), (5)

а Pk(0) = \delta k,0 внаслiдок вибору початкової мiри \mu 0. Асимптотичну поведiнку величин Pk(n)

при великих n, як розв’язок рiвняння (5), описує вiдома центральна гранична теорема з
теорiї ймовiрностей [7, 9]. Дiйсно, розглядаючи суму n незалежних випадкових величин
\xi = \xi 1 + \xi 2 + . . . + \xi n, кожна з яких набуває лише цiлих значень k з iмовiрнiстю pk, при-
ходимо до рiвняння (5), де Pk(n) — iмовiрнiсть того, що \xi набуває значення k.

Теорема 1. Нехай числа \{ pk\} k\in Z набувають невiд’ємних значень, так що
\sum 

k\in Z
pk = 1,

а найбiльший спiльний дiльник чисел k з pk > 0 дорiвнює 1, та iснують перший i другий
моменти:

\sigma 1 =
\sum 
k\in Z

kpk, \sigma 2 =
\sum 
k\in Z

k2pk. (6)

Тодi розв’язок рiвняння (5) при n\rightarrow \infty має рiвномiрну по k асимптотику

Pk(n) - 
1

\sigma 
\surd 
2\pi n

e - 
(x - \xi n)2

2\sigma 2n \rightarrow 0. (7)

Характер збiжностi у формулi (7) залежить вiд додаткових умов, наприклад iснування тре-
тього моменту (теорема Лапласа).

Доведення. Наведемо стисло вiдому схему доведення теореми 1, яка ґрунтується на тому
фактi, що рiвняння (5) є рiзницевим аналогом рiвняння згортки. Перехiд до перетворення Фур’є
зводить згортку до добутку. Нехай P (\lambda , n) =

\sum 
k\in Z

Pk(n)e
ik\lambda — характеристична функцiя для

розв’язку рiвняння (5), а P (\lambda ) =
\sum 

k\in Z
pke

ik\lambda . Тодi з рiвняння (5) отримуємо

P (\lambda , n) = [P (\lambda )]nP (\lambda , 0). (8)

Таким чином, оскiльки початкова мiра зосереджена на I0 зi сталою щiльнiстю, то P (\lambda , 0) = 1 i

Pk(n) =
1

2\pi 

\pi \int 
 - \pi 

[P (\lambda )]ne - ik\lambda d\lambda . (9)

При \lambda \rightarrow 0 маємо

P (\lambda ) =
\sum 
k\in Z

pke
ik\lambda = 1 + i\sigma 1\lambda  - \sigma 2\lambda 2

2
+ o(1) = ei\sigma 1\lambda  - \sigma 2\lambda 2

2 + o(1).
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Тому

[P (\lambda )]n = ei\sigma 1n\lambda  - \sigma 2n\lambda 2

2 + o(1).

Пiдставляючи це значення в (9) i переходячи до iнтегрування по всiй осi, отримуємо (7).
Близькiсть двох iмовiрнiсних мiр \mu i \nu на осi з щiльностями p(x) i q(x) часто визначають

величиною d(\mu , \nu ) рiвномiрного по x вiдхилення функцiй розподiлiв:

P (x) =

x\int 
 - \infty 

p(s) ds = \mu (( - \infty , x)),

Q(x) =

x\int 
 - \infty 

q(s) ds = \nu (( - \infty , x)),

тобто

d(\mu , \nu ) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
x

| P (x) - Q(x)| . (10)

Означення 4. Будемо казати, що двi послiдовностi мiр \mu n i \nu n асимптотично при n \rightarrow 
\rightarrow \infty еквiвалентнi, якщо \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty d(\mu n, \nu n) = 0. В цьому випадку, якщо мiри \nu n нормальнi з
дисперсiєю \sigma 2n i середнiм \xi n, тобто щiльнiсть мiр виражається кривою Гаусса

qn(x) =
1\sqrt{} 
2\pi \sigma 2n

e
 - (x - \xi n)2

2\sigma 2
n , (11)

будемо казати, що послiдовнiсть мiр \mu n асимптотично при n \rightarrow \infty нормальна. Якщо, крiм

цього,
1

2
\sigma 2n = Dn, то будемо казати, що послiдовнiсть мiр \mu n визначає нормальну дифузiю з

коефiцiєнтом дифузiї D. У випадку, коли дисперсiя \sigma 2n нелiнiйно залежить вiд n, детермiнована
дифузiя є аномальною.

Висновок теореми 1 для ДСЛ можна пояснити таким чином. Початкову мiру з одинич-
ною щiльнiстю на iнтервалi I0 можна iнтерпретувати як випадкове задання в ДСЛ початкових
даних x0 iз рiвномiрним розподiлом на iнтервалi I0. Тодi при великих значеннях часу n\rightarrow \infty 
положення xn будуть випадково розподiленi за нормальним законом iз середнiм значенням
\xi n i дисперсiєю \sigma 2n. Iншими словами, у цьому випадку має мiсце детермiнована дифузiя з

коефiцiєнтом дифузiї D =
\sigma 2n
2n
. Вивчення цього феномена є нашою найближчою задачею.

Переформулюємо теорему 1 для ДСЛ (1), (2) з кусково-лiнiйною функцiєю f.

Теорема 2. Нехай функцiя f, яка задає ДСЛ (1), (2), є кусково-лiнiйною i набуває на кiнцях
усiх максимальних сегментiв лiнiйностi рiзних пiвцiлих значень. Нехай iснує i є скiнченним
значення величини

D =
1

2

1
2\int 

 - 1
2

| f(x)| 2 dx - 1

24
. (12)

Тодi початкова мiра \mu 0 iз одиничною щiльнiстю на iнтервалi I0 пiсля n iтерацiй, згiдно з
ДСЛ, асимптотично переходить у мiру з нормальним розподiлом i коефiцiєнтом дифузiї D.
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Доведення. З огляду на теорему 1 i твердження 3 потрiбно показати, що

\sigma 2 =
\sum 
k\in Z

k2pk =

1
2\int 

 - 1
2

| f(x)| 2 dx - 1

12
. (13)

В цьому легко переконатися, оскiльки iнтеграл для кусково-лiнiйної функцiї f легко обчислю-
ється. Якщо функцiя f(x) є лiнiйною на iнтервалi [a, b] i на кiнцях цього iнтервалу набуває

значень k  - 1

2
, k +

1

2
, то

b\int 
a

| f(x)| 2 dx =

\biggl( 
k2 +

1

12

\biggr) 
(b - a).

Величина pk = \mu 1(Ik) = \mu 0
\bigl( 
f - 1(Ik)

\bigr) 
множини f - 1(Ik)

\bigcap 
I0 складається iз пiдiнтервалiв I0,j

iнтервалу I0, на яких функцiя f(x) набуває значень iз iнтервалу

\biggl[ 
j  - 1

2
, j +

1

2

\biggr) 
. Тому\int 

f - 1(Ik)
\bigcap 

I0

| f(x)| 2 dx =

\biggl( 
k2 +

1

12

\biggr) \sum 
\mu 0(I0,j) =

\biggl( 
k2 +

1

12

\biggr) 
pk.

Пiдсумовуючи по k, отримуємо

1
2\int 

 - 1
2

| f(x)| 2 dx =
\sum 
k\in Z

\biggl( 
k2 +

1

12

\biggr) 
pk,

що еквiвалентно рiвностi (13).
Приклад 3. Нехай f(x) = \Lambda x, де \Lambda — додатне число. Функцiя f задовольняє умову тео-

реми 2 тодi i лише тодi, коли \Lambda — непарне число i \Lambda > 1. Iз формули (12) випливає, що

D =
1

24
(\Lambda 2  - 1), i це збiгається з вiдомою формулою (наприклад, формулою (24.28) iз [6]).

Приклад 4 (зигзаг вiдображення). Розглянемо неперервну, непарну, кусково-лiнiйну функ-
цiю f на вiдрiзку [ - 1/2, 1/2], яка набуває в точцi \xi пiвцiлого значення f(\xi ) = p + 1/2,

0 < \xi < 1/2. Нехай f(0) = 0 i f(1/2) = 1/2. Тодi згiдно з формулою (12) коефiцiєнт дифузiї
має вигляд

D =
p+ 1

12
(2p+ 1 - 2\xi ).

Це вiдомий результат (див. роботу [16] i наведену в нiй бiблiографiю).

Теореми 1 i 2 дозволяють дати таке означення детермiнованої дифузiї для ДС (1).
Означення 5. Будемо казати, що одновимiрна ДС (1) має детермiновану дифузiю, якщо

для будь-якої початкової ймовiрнiсної мiри \mu 0 з обмеженою щiльнiстю знайдуться послiдов-
ностi чисел \sigma 2n > 0 i \xi n такi, що послiдовнiсть мiр \mu n = Fn\mu 0, яку отримуємо iз початкової
при n-кратнiй дiї ДС, асимптотично еквiвалентна при n\rightarrow \infty послiдовностi нормальних мiр
iз дисперсiями \sigma 2n i середнiм значенням \xi n.
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Основною проблемою в детермiнованiй дифузiї для ДС є встановлення факту її iснування
в термiнах функцiї f, яка задає ДС (1). Важливою, особливо з прикладної точки зору, є по-
будова ефективного алгоритму визначення коефiцiєнта детермiнованої дифузiї D i зсуву \xi n.

На сьогоднi отримано ряд формульних виразiв i розроблено числовi методи вивчення залеж-
ностi коефiцiєнта дифузiї вiд вигляду функцiї f. Зауважимо, що навiть для лiнiйної функцiї

f(x) = \Lambda x на iнтервалi I0 =

\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr) 
коефiцiєнт детермiнованої дифузiї для ДСЛ (1), (2)

залежить вiд \Lambda складним, нiде недиференцiйовним фрактальним чином [6, 13]. Наведемо ев-
ристичнi мiркування, чому iснує детермiнована дифузiя для ДСЛ у випадку лiнiйної функцiї

f(x) = \Lambda x, \Lambda > 2, на iнтервалi I0 =

\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr) 
. У цьому випадку ДСЛ (1), (2) можна записати

у виглядi

xn+1 = xn + (\Lambda  - 1)\{ xn), (14)

де [x) = k — найближче цiле число до числа x \in Ik =

\biggl[ 
k  - 1

2
, k +

1

2

\biggr) 
, а \{ x) = x  - [x) —

локальна координата числа x на iнтервалi Ik. Рiвняння (14) можна подати в еквiвалентнiй
формi

xn+1 = x0 +
n\sum 

k=1

(\Lambda  - 1)\{ xk). (15)

Якщо вiдображення f є розтягуючим, тобто \Lambda > 2, а початкове значення x0 на iнтервалi I0
має деяку щiльнiсть iмовiрностi (наприклад, сталу), то величини \{ xk), подiбно до дробових
частин xk, можна вважати рiвномiрно розподiленими на iнтервалi I0 i незалежними при рiзних
k. Строге обґрунтування рiвномiрностi розподiлу дробових частин при довiльних розтягуючих
вiдображеннях наведено в [10]. Величини xn можна вiдповiдно до рiвностi (15) розглядати як
суму x0 i n незалежних однаково розподiлених випадкових величин. Тому, згiдно з централь-
ною граничною теоремою, величини xn при n \rightarrow \infty розподiленi за нормальним законом iз
нульовим середнiм значенням i дисперсiєю, рiвною сумi дисперсiй доданкiв. Оскiльки диспер-

сiя рiвномiрно розподiленої величини на iнтервалi

\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr) 
дорiвнює

\sigma 2 =

1
2\int 

 - 1
2

x2 dx =
1

12
,

то \sigma 2(xn+1) =
(\Lambda  - 1)2

12
. Це приводить до наближеної формули для коефiцiєнтiв дифузiї D =

=
(\Lambda  - 1)2

24
для будь-якого лiнiйного вiдображення f(x) = \Lambda x в ДСЛ (1), (2).

Перейдемо тепер до випадку, коли марковське пiдрозбиття вiдповiдає ДСЛ за означенням 2.
У цьому випадку щiльностi на кожному пiдiнтервалi Ik,j iнтервалу Ik, k \in Z, j = 1, 2, . . . ,m,

при n iтерацiях будемо позначати через Pk,j(n). Якщо розглядати сукупнiсть величин Pk,j(n),

j = 1, 2, . . . ,m, як компоненти вектора Pk(n) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}
\Bigl( 
P

(n)
k,1 , . . . , P

(n)
k,m

\Bigr) 
, то справедливим є

аналог рiвняння (5), де величини Pk(n) — вектори, Pk = \{ pk,i,j\} | mi,j=1 — матриця переходу, яка
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вiдповiдає оператору Перрона – Фробенiуса, pk,i,j — щiльнiсть мiри на Ik,i при одноразовому
застосуваннi ДСЛ до мiри з одиничною щiльнiстю на Ik,j . Такий векторний аналог рiвняння (5)
також добре вивчено в лiтературi. Розв’язок Pk(n) приводить до нормального розподiлу в m-
вимiрному просторi [5, 7].

Теорема 3. Нехай марковське пiдрозбиття \{ Ik,j\} k\in Z,1\leq j\leq m осi узгоджене з дiєю ДСЛ

(1), (2), а функцiя f(x) є розтягуючою i переводить iнтервал I0 =

\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr) 
у скiнченний

iнтервал [a, b) довжини бiльше нiж 2. Тодi початкова ймовiрнiсна мiра \mu 0 на I0 зi сталими
щiльностями на I0,j пiсля n-кратної дiї ДСЛ переходить у мiру \mu n, асимптотично при n\rightarrow \infty 
еквiвалентну нормальнiй мiрi зi щiльностями Pk,j(n) на iнтервалах Ik,j :

Pk,j(n) =
\alpha j

2
\surd 
\pi Dn

e - 
(k - \xi n)2

4Dn , j = 1, 2, . . . ,m, (16)

де \xi n — зсув, D — коефiцiєнт детермiнованої дифузiї, а параметри \alpha j > 0, j = 1, 2, . . . ,m,

визначають розподiл щiльностей на пiдiнтервалах Ik,j iнтервалiв Ik, k \in Z.

Доведення. Як зазначено вище, вектори Pk(n) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l} (Pk,1(n), . . . , Pk,m(n)) задовольняють
рiвняння

Pk(n+ 1) =
\sum 

PjPk - j(n), (17)

де матриця Pj виражається через трансляцiйнi матрицi в розглядуванiй ДСЛ. Зауважимо, що

матриця E =
\sum 

j
Pj еквiвалентна стохастичнiй незвiднiй матрицi DED - 1, де D — дiагональна

матриця з довжинами пiдiнтервалiв I0,1, . . . , I0,m на дiагоналi. Перехiд до перетворення Фур’є
переводить рiвняння (17) у рiзницеве рiвняння

P (\lambda , n+ 1) = P (\lambda )P (\lambda , n), (18)

де матриця P (\lambda ) =
\sum 

j
Pje

ij\lambda , а вектор P (\lambda , n) =
\sum 

k
Pk(n)e

ik\lambda . Розв’язок рiвняння (18)

явно виражається через власнi значення i власнi вектори (а також приєднанi вектори у випадку
кратностi власних значень) матрицi P (\lambda ). Якщо z(\lambda ) — найбiльше власне значення матрицi
P (\lambda ) (воно однократне), то при n\rightarrow \infty розв’язок рiвняння (18) можна записати у виглядi

P (\lambda , n) = zn(\lambda )\alpha (\lambda ) + o(1), n\rightarrow \infty , (19)

де \alpha (\lambda ) — власний вектор матрицi P (\lambda ), що вiдповiдає власному значенню z(\lambda ). Зауважимо,
що z(\lambda ) = ei\sigma 1\lambda  - D\lambda 2

+ o(1) при \lambda \rightarrow 0, а вектор \alpha (0) має всi додатнi компоненти. Застосо-

вуючи обернене перетворення Фур’є, з рiвностi (19) отримуємо (16), де \sigma 1 =  - i \partial z(\lambda )
\partial \lambda 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\lambda =0

—

швидкiсть зсуву \xi n = \sigma 1 : n, а D =  - 1

2

\partial 2

\partial \lambda 2
z(\lambda )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\lambda =0

 - 1

2
\sigma 21.

Зауваження 1. Iз теореми 3 можна отримати в явному виглядi „параметричну” залежнiсть
D вiд \Lambda для лiнiйної функцiї f(x) = \Lambda x, яка задає ДСЛ. У цьому випадку параметрами є
характеристики (s, \vec{}n) узгодженого з ДСЛ марковського пiдрозбиття \{ Ik,j\} , тобто парнiсть m i
цiлочисловий вектор \vec{}n. За цими параметрами можна явно побудувати полiноми R\vec{}n(x), P\vec{}n(x),

Q\vec{}n(x) з цiлочисловими коефiцiєнтами так, що нахил \Lambda буде найбiльшим нулем полiнома

R\vec{}n(x), тобто R\vec{}n(\Lambda ) = 0 (див. твердження 5), а D =
P\vec{}n(\Lambda )

Q\vec{}n (\Lambda )
.

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2019, т. 71, № 11



ДЕТЕРМIНОВАНА ДИФУЗIЯ 1563

Приклад 5. Розглянемо випадок ДСЛ iз лiнiйною функцiєю f(x) = \Lambda x, \Lambda = 2s — парне
число. В цьому випадку марковське пiдрозбиття Ik побудоване iз двох пiвiнтервалiв Ik,+ =

=

\biggl[ 
k, k +

1

2

\biggr) 
i Ik, - =

\biggl[ 
k  - 1

2
,

\biggr) 
. Якщо першi компоненти векторiв вiдносити до iнтервалiв

Ik,+, а другi — до Ik, - , то p0 =
1

\Lambda 

\biggl( 
1 0

0 1

\biggr) 
, pj =

1

\Lambda 

\biggl( 
1 0

1 0

\biggr) 
, ps =

1

\Lambda 

\biggl( 
0 0

1 0

\biggr) 
, p - j =

=
1

\Lambda 

\biggl( 
0 1

0 1

\biggr) 
, p - s =

1

\Lambda 

\biggl( 
0 1

0 0

\biggr) 
, j = 1, 2, . . . , s  - 1. У цьому випадку характеристична

функцiя P (\lambda , n) =
\sum 

k
Pk(n)e

i\lambda k є векторнозначною, а

P (\lambda ) =
\sum 
j

pje
ij\lambda =

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\lambda 

2
s

2s \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\lambda 

2

\left(  ei\lambda 2 (s - 1) e - i\lambda 
2
(s+1)

ei
\lambda 
2
(s+1) e - i\lambda 

2
(s - 1)

\right)  .

Матриця P (\lambda ) має нульовий детермiнант, а слiд \mathrm{s}\mathrm{p} p(\lambda ) =
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\lambda 

2
s

s \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\lambda 

2

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\lambda 

2
(s  - 1). Тому нетри-

вiальне власне значення z(\lambda ) матрицi P (\lambda ) збiгається зi слiдом матрицi P (\lambda ). Це приводить
до явного, вiдомого виразу для коефiцiєнта дифузiї при парних \Lambda = 2s (див., наприклад, [6],
(24.27))

D =  - 1

2

\partial 2

\partial \lambda 2
\mathrm{s}\mathrm{p} p(\lambda )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\lambda =0

=
(\Lambda  - 1)(\Lambda  - 2)

24
. (20)

Формули iз прикладу 3 i (20) для коефiцiєнта детермiнованої дифузiї у випадку лiнiйної
функцiї f(x) = \Lambda x iз цiлим \Lambda показують, що D(\Lambda ) монотонно залежить вiд \Lambda . При збiльшеннi
\Lambda , тобто при збiльшеннi розтягування вiдображення f(x), коефiцiєнт D(\Lambda ) детермiнованої ди-
фузiї збiльшується. Але якщо порiвняти формули для парних i непарних \Lambda , то, наприклад, при

\Lambda = 3 коефiцiєнт дифузiї D3 =
1

3
, а при \Lambda = 4 коефiцiєнт D4 =

1

4
. Тобто, на перший погляд,

з позицiї iнтуїцiї вiдповiдь як мiнiмум є дивною. Розглянемо це питання бiльш детально. Не-

хай початкова ймовiрнiсна мiра рiвномiрно розподiлена на iнтервалi

\biggl[ 
3

2
, 2

\biggr) 
, тобто її щiльнiсть

стала i дорiвнює 2. При одноразовiй дiї ДСЛ при вiдображеннi з \Lambda = 3 отримуємо мiру зi

сталою щiльнiстю на iнтервалi

\biggl[ 
1

2
, 2

\biggr) 
, а при \Lambda = 4 — на iнтервалi [0, 2). Звичайно, дисперсiя

мiри зi сталою щiльнiстю на iнтервалi [0, 2) бiльша за дисперсiю мiри на iнтервалi

\biggl[ 
1

2
, 2

\biggr) 
, що

збiгається з нашим iнтуїтивним припущенням — бiльше розтягування призводить до бiльшої

дисперсiї. Так само буде, якщо початкова мiра має сталу щiльнiсть на iнтервалi

\biggl[ 
 - 2, - 3

2

\biggr) 
. Вi-

дображення згiдно з ДСЛ при \Lambda = 3 приводить до мiри на iнтервалi

\biggl[ 
 - 2, - 1

2

\biggr) 
зi сталою щiль-

нiстю, а вiдображення з \Lambda = 4 — до мiри зi сталою щiльнiстю на iнтервалi [ - 2, 0). Але якщо

початкова ймовiрнiсна мiра має сталу щiльнiсть на об’єднаннi iнтервалiв

\biggl[ 
 - 2, - 3

2

\biggr) \bigcup \biggl[ 3
2
, 2

\biggr) 
,

то, використовуючи лiнiйнiсть оператора Перрона – Фробенiуса при \Lambda = 3, отримуємо мiру на
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,

,

,

,

Рис. 1. Графiк функцiї D(\Lambda ).

об’єднаннi iнтервалiв A3 =

\biggl[ 
 - 2, - 1

2

\biggr) \bigcup \biggl[ 1
2
, 2

\biggr] 
, а при вiдображеннi з \Lambda = 4 мiра буде мати

сталу щiльнiсть на iнтервалi A4 = [ - 2, 2]. Звичайно, дисперсiя ймовiрнiсної мiри на A3 бiльша,
нiж дисперсiя на A4. Таким чином, бiльша розтягуванiсть не завжди призводить до бiльшої
дисперсiї. Якщо розтягування направлено в бiк розташування середнього значення, то
дисперсiя зменшується.

Формули для значень D при парних i непарних \Lambda можна об’єднати в один вираз i поширити
на всi \Lambda , якщо ввести функцiю \omega (\Lambda ) :

D(\Lambda ) =
1

24
(\Lambda  - 1)(\Lambda  - \omega (\Lambda )), (21)

де функцiя \omega (\Lambda ) набуває значення 2 при парних \Lambda i значення  - 1 при непарних. Для довiльних
\Lambda функцiя \omega (\Lambda ) складним фрактальним чином залежить вiд \Lambda , оскiльки такою є залежнiсть
D вiд \Lambda (див. [6, 13]). Наближено можна вважати, що \omega (\Lambda ) — 2-перiодична функцiя i \omega (\Lambda ) =
= 2 - 3| \Lambda  - 4| при \Lambda \in [3, 5]. Графiк функцiї D(\Lambda ) зображено на рис. 1.

Приклад 6. Розглянемо ДСЛ вигляду (1), (2), де функцiя f(x) = 3x+
1

2
. Легко бачити, що

така ДСЛ узгоджена з марковським пiдрозбиттям, як у прикладi 5. У цьому випадку матриця

P (\lambda ) має вигляд P (\lambda ) =
1

3

\biggl( 
ei\lambda 1 + e - i\lambda 

ei\lambda + e2i\lambda 1

\biggr) 
, а власне число z(\lambda ) для цiєї матрицi P (\lambda )

задовольняє рiвняння
9z2  - 3z(1 + ei\lambda ) - e2i\lambda  - ei\lambda  - 1 = 0.

Iз цього рiвняння отримуємо z(0) = 1, z\prime (0) =
i

2
, z\prime \prime (0) =  - 13

24
. Тодi швидкiсть зсуву \sigma 1 =

1

2
,

D =
7

48
. Власний вектор матрицi P (0) має однаковi компоненти a1 = a2 = 1. В цьому випадку

справедливою є формула (16) зi вказаними значеннями параметрiв.

Приклад 7. Розглянемо ДСЛ вигляду (1), (2), де функцiя f(x) = 2x при  - 1

2
< x < 0 i

f(x) = \Lambda x при 0 < x <
1

2
, \Lambda = 1 +

\surd 
2. Ця ДСЛ узгоджена iз марковським пiдрозбиттям
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осi iнтервалами Ik,j , j = 1, 2, 3, яке має вигляд I0,1 =

\biggl[ 
 - 1

2
, 0

\biggr) 
, I0,2 =

\biggl[ 
0,

1

2
\Lambda  - 1

\biggr) 
, I0,3 =

=

\biggl[ 
1

2
\Lambda  - 1,

1

2

\biggr) 
, оскiльки \Lambda задовольняє рiвняння \Lambda 2 - 2\Lambda  - 1 = 0. Матриця має вигляд P (\lambda ) =

=

\left(       
 - 1

2
0 \Lambda  - 1ei\lambda 

1

2
e - i\lambda \Lambda  - 1 \Lambda  - 1ei\lambda 

1

2
e - i\lambda \Lambda  - 1 0

\right)       . Власне значення z(\lambda ) для матрицi P (\lambda ) задовольняє рiвняння

z3  - z2
\biggl( 
1

2
+ \Lambda  - 1

\biggr) 
+

1

2
\Lambda  - 2ei\lambda  - \Lambda  - 2zei\lambda = 0.

Iз цього рiвняння шляхом диференцiювання отримуємо

z\prime (0) =  - i

2
\Lambda  - 2, z\prime \prime (0) =  - 3(3\Lambda + 2)

4\Lambda 4
.

Тому швидкiсть зсуву \sigma 1 =
1

2
\Lambda  - 2 =

3 - 2
\surd 
2

2
\approx 0,09, а коефiцiєнт детермiнованої дифузiї

D =  - 1

2
z\prime \prime (0)  - 1

2
\xi 2 =

9\Lambda + 5

8\Lambda 4
\approx 0,098. Власний вектор матрицi P (0), який вiдповiдає

власному значенню z(0) = 1, має компоненти \alpha 1 =
2

\Lambda 
\approx 0,82, \alpha 2 = \Lambda  - 1 \approx 1,41, \alpha 3 = 1. Для

асимптотичного розподiлу щiльностi мiри справедливою є формула (16).

Розглянемо ДСЛ вигляду (1), (2) з лiнiйною функцiєю f(x) = \Lambda x, де число \Lambda близьке до 2,
коли коефiцiєнт детермiнованої дифузiї набуває малих значень.

Теорема 4. Нехай \Lambda — найбiльший нуль рiвняння

\Lambda m+1  - 2\Lambda m  - 1 = 0, (22)

де m \geq 1 — задане цiле число. Тодi це рiвняння має єдиний розв’язок \Lambda > 2, при великих m

наближено зображуваний у виглядi \Lambda \approx 2 +
\Bigl( 
2m +

m

2

\Bigr)  - 1
. ДСЛ вигляду (1), (2) з лiнiйною

функцiєю f(x) = \Lambda x, де число \Lambda — найбiльший нуль рiвняння (22), узгоджена з марковським
розбиттям осi Ik,j , k \in N, j = 1, 2, . . . , 2m+ 1, де

Ik,j =
\bigl[ 
k  - \Lambda m+1 - j\xi , k  - \Lambda m - j\xi 

\bigr) 
,

Ik,m+1+j =
\bigl[ 
k + \Lambda j - 1\xi , k + \Lambda j\xi 

\bigr) 
, j = 1, . . . ,m, (23)

Ik,m+1 = [k  - \xi , k + \xi ), \xi =
1

2
(\Lambda  - 2), \Lambda m\xi =

1

2
.

Ця ДСЛ породжує детермiновану дифузiю без зсуву, а коефiцiєнт детермiнованої дифузiї має
вигляд

D =
\Lambda  - 1

2 (\Lambda m+1 +m)
. (24)
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Доведення. Легко перевiрити, що вказане марковське пiдрозбиття узгоджене з дiєю ДСЛ.
Дiйсно, мiра зi сталою щiльнiстю \alpha m+1 на iнтервалi I0,m+1 = [ - \xi , \xi ) переходить на iнтервал

[ - \Lambda \xi ,\Lambda \xi ) = I0,m \cup I0,m+1 \cup I0,m+2 зi сталою щiльнiстю
1

\Lambda 
\alpha m. Мiра зi сталою щiльнiстю

\alpha m+j на iнтервалi
\bigl[ 
\Lambda j - 1\xi ,\Lambda j\xi 

\bigr) 
переходить у мiру на iнтервалi I0,m+1+j , якщо j < m. Мiра на

iнтервалi I0,2m+1 =

\biggl[ 
\Lambda m - 1\xi ,

1

2

\biggr) 
переходить у мiру на iнтервалi

\biggl[ 
1

2
, 1+\xi 

\biggr) 
, який є об’єднанням\bigcup m+1

j=1
I1,j . Процес є симетричним i на вiд’ємнiй пiвосi. Це показує, що квадратна матриця

\Lambda P (\lambda ) розмiру 2m + 1 має таку структуру: крiм (m + 1)-го рядка матрицi \Lambda P (\lambda ), всi iншi
рядки мають лише два елементи, що вiдмiннi вiд нуля. В (m + 1)-му рядку перший елемент
дорiвнює e - i\lambda , останнiй елемент дорiвнює ei\lambda , а (m + 1)-й елемент дорiвнює 1. В рядку з
номером j \leq m (j + 1)-й елемент дорiвнює 1, а останнiй елемент дорiвнює ei\lambda . В рядку з
номером j \geq m + 2 останнiй елемент дорiвнює ei\lambda , а (j  - 1)-й елемент дорiвнює 1. Можна
показати, що власне число z(\lambda ) матрицi P (\lambda ) задовольняє полiномiальне рiвняння

(\Lambda z)2m+1  - 2(\Lambda z)m \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda  - 
2m\sum 
j=1

(\Lambda z)j = 0. (25)

Оскiльки найбiльше власне значення z(\lambda ) при \lambda = 0 дорiвнює 1, то iз (25) отримуємо z\prime (0) = 0.

Диференцiюючи рiвняння (25) двiчi по \lambda i вважаючи \lambda = 0, отримуємо

z\prime \prime (0)

\Biggl( 
(2m+ 1)\Lambda 2m+1  - 2m\Lambda m  - 

2m\sum 
j=1

j\Lambda j

\Biggr) 
+ 2\Lambda m = 0. (26)

Оскiльки
2m\sum 
j=1

j\Lambda j = \Lambda 
\partial 

\partial \Lambda 

2m\sum 
j=1

\Lambda j = \Lambda 
\partial 

\partial \Lambda 

\Lambda 2m+1  - 1

\Lambda  - 1
,

то iз (26), враховуючи (22), одержуємо такий вираз для коефiцiєнта детермiнованої дифузiї (24):

D =  - 1

2
z\prime \prime (0).

Теорема 3 i наведенi приклади дозволяють дати таке означення детермiнованої дифузiї для
ДСЛ (1), (2).

Означення 6. Будемо казати, що ДСЛ (1), (2) має детермiновану дифузiю, якщо для будь-
якої початкової ймовiрнiсної мiри \mu 0 з обмеженою щiльнiстю знайдуться послiдовностi чисел

\sigma 2n > 0, \xi n i така 1-перiодична функцiя \alpha (x) \geq 0,

\int 1/2

 - 1/2
\alpha (x) dx = 1, що послiдовнiсть мiр

\mu n = Fn\mu 0, яку отримуємо iз початкової при n-кратнiй дiї ДСЛ, асимптотично еквiвалентна
при n\rightarrow \infty послiдовностi мiр зi щiльностями

\rho n(x) =
\alpha (x)

\sigma n
\surd 
2\pi 
e
 - (x - \xi n)2

2\sigma 2
n .

Зауваження 2. ДСЛ (1), (2) на всiй осi породжує асоцiйовану ДС xn+1 = \beta (xn) на скiн-

ченному iнтервалi

\biggl[ 
 - 1

2
,
1

2

\biggr) 
, де значення функцiї \beta (x) : \beta (x) = \{ f(x)) i функцiя \beta вiдображає

iнтервал
\Bigl[ 
 - 1

2
,
1

2

\Bigr) 
у себе. Таку ДС, яка є компактифiкацiєю ДСЛ, будемо позначати КДСЛ.

Функцiя \alpha (x) \geq 0 в означеннi 6 є щiльнiстю iнварiантної ймовiрнiсної мiри для КДСЛ.
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5 Детермiнована дифузiя при транспортi в бiльяр-
дному каналi

Як показують обчислювальнi експерименти в роботi [4], детермiнована дифузiя в довгих
бiльярдних каналах є аномальною. Iснують рiзнi теоретичнi моделi для такого дифу-
зiйного транспорту в довгих каналах. Одна iз моделей представлена в роботi [3]. Її
суть в наступному. Розглянемо довгий бiльярдний канал, борти якого побудованi з пе-
рiодично повторюваних дуг, якi мало викривляють прямi лiнiї бортiв. Будемо вважати,
що верхня границя такого каналу симетрична нижнiй. Тодi траєкторiї руху бiльярдно-
го шару як матерiальної точки з iдеальним законом вiдбиттям вiд обох бортiв можна
розглядати в каналi половинної ширини, яка симетрично вiдбиває траєкторiю верхньої
частини в нижню вiдносно прямої – середньої лiнiї каналу. Таким чином, на цiй середнiй
лiнiї можна вважати вiдбиття iдеальним вiд цiєї прямої. Будемо наближено вважати,
що вiдбиття на нижнiй частинi викривленого борта вiдбувається на його лiнiйнiй апро-
ксимацiї. Але нормаль ⌫ вiд поверхнi фактичного вiдбиття не спiвпадає з нормаллю
прямолiнiйної апроксимацiї каналу i є вiдомою перiодичною функцiєю вздовж осi ка-
налу. Нехай xn�1, xn i xn+1 – абсциси трьох послiдовних вiдбиттiв бiльярдного шару,
а вектор ⌫(xn) утворює кут ↵(xn) вiд нормалi до границi (див. рис. 2). Тодi розгляд
iдеального вiдбиття в точцi xn призводить до рiвностi кута падiння 'n i вiдбиття  n по
вiдношенню до вектора ⌫. Ясно, що ' = arctan xn�xn�1

h
+ ↵, а  = arctan xn+1�xn

h
� ↵.

Тому маємо
xn+1 � xn

h
=

xn+1�xn

h
+ tan(2↵)

1 � tan(2↵) · xn+1�xn

h

. (27)

При великих h iз (27) наближено отримуємо

xn+1 � xn = xn � xn�1 + h tan(2↵(xn)).

h
2

 

'

↵

xn�1 xn xn+1

⌫

Рис.2. Вiдображення бiлiардного шару в каналi з половинною шириною.

Нехай функцiя f(x) = tan(2↵x) – перiодична по x з перiодом 1. Тодi отримуємо таку
модель траєкторiї в бiльярдному каналi

xn+1 � xn = xn � xn�1 + f(xn). (28)

17

Рис. 2. Вiдображення бiльярдної кулi в каналi з половинною шириною.

Зауважимо, що \beta -функцiя вiдображає iнтервал I0 =
\Bigl[ 
 - 1

2
, 0
\Bigr) 

на себе. Окiльки iнтервал

I0 можна природно вiдобразити на одиничне коло, то виникає вiдображення одиничного кола
на себе. Такi вiдображення добре вивченi i мають назву „\beta -автоморфiзм” або „\beta -зсув” . Для
таких перетворень доведено iснування iнварiантної мiри i запропоновано ефективнi алгоритми
для її побудови [8, 11, 17, 21, 22, 25]. Якщо \beta -перетворення породжене ДСЛ, яке узгоджене
з марковським пiдрозбиттям \{ I0,j\} mj=1 iнтервалу I0, то мiра зi сталими щiльностями на I0,j
при \beta -перетвореннi переходить у мiру зi сталими щiльностями на тих самих компонентах. При
цьому оператор Перрона – Фробенiуса можна подати у виглядi матрицi P (0), яка дiє на вектор
\alpha = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l} (\alpha 1, . . . , \alpha m), що складається iз щiльностей \alpha j мiри на пiдiнтервалах I0,j . Щiльностi
iнварiантної мiри визначаються компонентами власного вектора P (0)\alpha = \alpha . Як показують
приклади 6 i 7, це дає можливiсть явно знаходити щiльностi iнварiантної мiри КДСЛ у цьому
конкретному випадку.

5. Детермiнована дифузiя при транспортi в бiльярдному каналi. Як показують чисельнi
експерименти в роботi [4], детермiнована дифузiя в довгих бiльярдних каналах є аномальною.
Iснують рiзнi теоретичнi моделi для такого дифузiйного транспорту в довгих каналах. Одну
iз моделей наведено в роботi [3]. Її суть полягає в наступному. Розглянемо довгий бiльярдний
канал, борти якого побудованi з перiодично повторюваних дуг, якi мало викривляють прямi
лiнiї бортiв. Будемо вважати, що верхня границя такого каналу симетрична нижнiй. Тодi тра-
єкторiї руху бiльярдної кулi як матерiальної точки з iдеальним законом вiдбиття вiд обох бортiв
можна розглядати в каналi половинної ширини, яка симетрично вiдбиває траєкторiю верхньої
частини в нижню вiдносно прямої — середньої лiнiї каналу. Таким чином, на цiй середнiй лiнiї
можна вважати iдеальним вiдбиття вiд цiєї прямої. Будемо наближено вважати, що вiдбиття на
нижнiй частинi викривленого борту вiдбувається на його лiнiйнiй апроксимацiї. Але нормаль \nu 
вiд поверхнi фактичного вiдбиття не збiгається з нормаллю прямолiнiйної апроксимацiї каналу
i є вiдомою перiодичною функцiєю вздовж осi каналу. Нехай xn - 1, xn i xn+1 — абсциси трьох
послiдовних вiдбиттiв бiльярдної кулi, а вектор \nu (xn) утворює кут \alpha (xn) вiд нормалi до межi
(див. рис. 2). Тодi розгляд iдеального вiдбиття в точцi xn приводить до рiвностi кутiв падiння

\varphi n i вiдбиття \psi n по вiдношенню до вектора \nu . Зрозумiло, що \varphi = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
xn  - xn - 1

h
+ \alpha , а

\psi = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
xn+1  - xn

h
 - \alpha . Тому маємо

xn+1  - xn
h

=

xn+1  - xn
h

+ \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}(2\alpha )

1 - \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}(2\alpha )
xn+1  - xn

h

. (27)

При великих h iз (27) наближено отримуємо
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xn+1  - xn = xn  - xn - 1 + h \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}(2\alpha (xn)).

Нехай функцiя f(x) = \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}(2\alpha x) перiодична по x з перiодом 1. Тодi отримуємо таку модель
траєкторiї в бiльярдному каналi:

xn+1  - xn = xn  - xn - 1 + f(xn). (28)

ДС (28) є системою другого порядку вiдносно дискретного часу, яка узагальнює ДС (1). Почат-

ковi умови x0 i x1 задано. Нехай x0 = 0, а x1 \in Ik =
\Bigl[ 
k  - 1

2
, k +

1

2

\Bigr) 
. Рiвняння (28) можна

записати в еквiвалентному виглядi

xn+1 = x1n+
n\sum 

k=1

(n+ 1 - k)f(xk). (29)

Нехай у рiвняннi (29) функцiя f(x) 1-перiодична по x i лiнiйна, f(x) = \Lambda x при x \in I0 =

=
\Bigl[ 
 - 1

2
,
1

2

\Bigr) 
. Тодi при \Lambda > 1 i x1, рiвномiрно розподiленiй по iнтервалу Ik, доданки в (29)

можна вважати рiвномiрно розподiленими випадковими незалежними доданками. Це приводить
до нормального розподiлу xn+1 з дисперсiєю, яка дорiвнює сумi дисперсiй усiх доданкiв у
формулi (29). Тому розподiл xn+1 має дисперсiю

\sigma 2 =
1

12
n2 +

\Lambda 2

12

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

яка нелiнiйно залежить вiд n \rightarrow \infty . Детермiнована дифузiя в такiй бiльярднiй смузi є ано-
мальною. Отже, iснують два фактори, якi призводять до аномальностi детермiнованої дифузiї:
це квадратична залежнiсть дисперсiї вiд розподiлу початкових значень навiть для iдеального
бiльярда i рiст коефiцiєнтiв при доданках у сумi (29), що приводить до кубiчної залежностi
дисперсiї xn+1 вiд n.

Зауваження 3. Ми розглянули розподiл мiсцезнаходжень бiльярдної кулi пiсля n \rightarrow \infty 
вiдбиттiв. З фiзичної точки зору бiльш важливо мати розподiл абсцис бiльярдних куль при
великих значеннях часу t, оскiльки за один i той самий час на рiзних траєкторiях бiльярдна
куля робить рiзне число вiдбиттiв. Час мiж двома послiдовними зiткненнями у звичайних бi-
льярдах пропорцiйний пройденому шляху, але в моделi стрибаючого м’ячика [19] над нерiвною
поверхнею час мiж двома послiдовними зiткненнями буде практично сталим. Задача вивчен-
ня аномальної детермiнованої дифузiї в бiльярдних каналах при t \rightarrow \infty заслуговує окремого
детального розгляду.

Висновки:
1. При вивченнi ДС iз хаотичною поведiнкою траєкторiй корисно вивчати трансформацiю

мiр та їхню асимптотичну поведiнку при великих значеннях часу пiд впливом ДС. У роботi
наведено спецiальнi ДС на всiй осi, коли ймовiрнiсна мiра зi сталою щiльнiстю асимптотично
стає нормальною, тобто в ДС iснує детермiнована дифузiя.

2. Показано, що детермiнована дифузiя в бiльярдних каналах iз неiдеальним просторово-
перiодичним законом вiдбиття є аномальною, оскiльки дисперсiя мiри нелiнiйно залежить вiд
часу.

3. Компактифiкацiя розглянутих ДСЛ дає ДС на одиничному колi з iнварiантною мiрою,
коли мiра зi сталою щiльнiстю при великих значеннях часу асимптотично наближається до
iнварiантної мiри.
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4. Щiльнiсть Гаусса \rho (x, t) =
1\surd 
2\pi Dt

e - 
x2

4Dt при звичайнiй дифузiї є функцiєю Грiна задачi

Кошi для диференцiального рiвняння з частинними похiдними

\partial u

\partial t
 - D\Delta u = 0.

При вивченнi аномальної дифузiї розглядають диференцiальне рiвняння з довiльними похiдни-
ми дробового порядку. Вивченню таких рiвнянь присвячено ряд робiт (див. [15] i наведену там
бiблiографiю).
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