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ПРО АПРОКСИМАЦIЮ ТА ЗРОСТАННЯ ЦIЛИХ
ГАРМОНIЧНИХ В \BbbR \bfitn ФУНКЦIЙ

We establish a criterion of extendability of harmonic function in a ball of the n-dimensional space to harmonic entire
function and study the growth of entire harmonic function in terms of the best approximation of these function by harmonic
polynomials.

Установлен критерий продолжаемости гармонической в шаре функции n-мерного пространства к целой гармо-
нической и исследован рост целой гармонической функции в терминах наилучшего приближения такой функции
гармоническими полиномами.

Нехай Sn = \{ y \in \BbbR n : | y| = 1\} — одинична сфера у просторi \BbbR n, n \geq 3, з центром у початку

координат, а \omega n =
2\pi 

n
2

\Gamma 
\Bigl( n
2

\Bigr) — площа її поверхнi, де \Gamma (x) — гамма-функцiя.

Через Y (k) будемо позначати сферичнi гармонiки або сферичнi функцiї Лапласа степеня
k, якi є звуженням на одиничну сферу Sn однорiдного гармонiчного многочлена степеня k

[1, с. 157 – 174; 2].

Множину сферичних гармонiк степеня k можна розглядати як пiдпростiр простору L2 (Sn)

дiйснозначних функцiй зi скалярним добутком

(f, g) =
1

\omega n

\int 
Sn

f(x)g(x)dS,

де dS — елемент площi сфери Sn. Якщо Y (k)
1 , Y

(k)
2 , . . . , Y

(k)
\gamma k — ортонормований базис у цьому

пiдпросторi, то
\bigcup \infty 

k=0

\Bigl\{ 
Y

(k)
1 , Y

(k)
2 , . . . , Y

(k)
\gamma k

\Bigr\} 
буде ортонормованим базисом у просторi L2 (Sn) .

Тут \gamma k =
(2k + n - 2)(k + n - 3)!

k!(n - 2)!
— кiлькiсть лiнiйно незалежних сферичних гармонiк сте-

пеня k.

Нехай Kn
R = \{ y \in \BbbR n : | y| \leq R\} — куля радiуса R у просторi \BbbR n, n \geq 3, з центром у

початку координат, а Kn
R — її замикання. Клас гармонiчних у Kn

R i неперервних на Kn
R функцiй

позначимо через HR, де 0 < R <\infty .

Вiдомо [3, с. 94], що для функцiї u \in HR при всiх r, 0 < r < R, має мiсце розклад у ряд
Фурьє – Лапласа

u(rx) =
\infty \sum 
k=0

Y (k)(x;u)rk, (1)

де x \in Sn,

Y (k)(x;u) = a
(k)
1 Y

(k)
1 (x) + a

(k)
2 Y

(k)
2 (x) + . . .+ a(k)\gamma k

Y (k)
\gamma k

(x),

a
(k)
j =

\Bigl( 
u, Y

(k)
j

\Bigr) 
, j = 1, . . . , \gamma k,
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u, Y

(k)
j

\Bigr) 
— скалярний добуток в L2 (Sn) .

При n = 2 сферичнi гармонiки зводяться до звичайних тригонометричних функцiй кута,
при n \geq 3 мають бiльш складну структуру i зв’язанi з деякими многочленами спецiального
вигляду.

Нехай \nu =
n - 2

2
. Тодi [2]

Y (k)(x;u) =
k + \nu 

\nu \omega n

\int 
Sn

C\nu 
k [(x, y)]u(y)dS(y), (2)

де k \in Z+, x \in Sn, (\cdot , \cdot ) — скалярний добуток в \BbbR n, а C\nu 
k — многочлени Гегенбауера або

ультрасферичнi многочлени степеня k i порядку \nu [2], якi визначаються iз спiввiдношення

\bigl( 
1 - 2\tau t+ \tau 2

\bigr)  - \nu 
=

\infty \sum 
k=0

C\nu 
k (t)\tau 

k,

де | t| \leq 1, 0 \leq \tau < 1.

У випадку тривимiрного простору сферичнi гармонiки, крiм того, можуть бути вираженi
через многочлени Лежандра Pk = P 0

k та приєднанi многочлени Лежандра P j
k (див., наприклад,

[4, c. 151 – 155; 5, с. 179 – 184])

Y (k)(x;u) = Y (k)(\theta , \varphi ;u) =
k\sum 

j=0

\Bigl( 
a
(1)
kj \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} j\varphi + a

(2)
kj \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} j\varphi 

\Bigr) 
P j
k (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta ) ,

де k \in Z+, \theta , \varphi — сферичнi координати точки x \in S3, a
(i)
kj , i = 1, 2, — коефiцiєнти.

Функцiя U називається цiлою гармонiчною, якщо вона гармонiчна у всьому просторi \BbbR n.

Розглянемо функцiю M(r, U) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}x\in Sm | U(rx)| , за допомогою якої будемо визначати зростан-
ня функцiї U.

Нехай функцiя \gamma визначена i диференцiйовна на промiжку [a; +\infty ) при деякому a \geq 0,

строго монотонно зростає, при t \rightarrow \infty прямує до \infty . Згiдно з [6], вона належить класу L0,

якщо для будь-якої дiйсної функцiї \psi такої, що \psi (t) \rightarrow 0 при t\rightarrow \infty , справджується рiвнiсть

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

\gamma [(1 + \psi (t)) t]

\gamma (t)
= 1,

i належить класу \Lambda , якщо для всiх c, 0 < c <\infty ,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

\gamma (ct)

\gamma (t)
= 1.

За допомогою функцiй \alpha , \beta iз класiв L0, \Lambda за аналогiєю з [6] визначимо узагальнений
порядок i нижнiй порядок цiлої гармонiчної в \BbbR n функцiї U рiвностями

\rho \alpha \beta (U) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow \infty 

\alpha (\mathrm{l}\mathrm{n}M(r, U))

\beta (r)
,

\lambda \alpha \beta (U) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow \infty 

\alpha (\mathrm{l}\mathrm{n}M(r, U))

\beta (r)
.
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Позначимо через \Pi k множину гармонiчних многочленiв степеня не вищого за k. Похибку
апроксимацiї функцiї u \in HR гармонiчними многочленами P \in \Pi k визначимо як

Ek
R(u) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}

P\in \Pi k

\Biggl\{ 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
y\in Kn

R

| u(y) - P (y)| 

\Biggr\} 
. (3)

У данiй статтi для функцiї з класу HR, яка розкладається в ряд (1), встановлено необхiднi та
достатнi умови, за яких її можна продовжити до цiлої гармонiчної в \BbbR n функцiї, що формулю-
ються в термiнах найкращого наближення Ek

R(u) цiєї функцiї гармонiчними многочленами, i
дослiджено зростання останньої. Аналогiчне питання для гармонiчних у тривимiрному просто-
рi функцiй у випадку, коли вони зображуються рядом за приєднаними многочленами Лежандра,
вивчено в [7].

Нехай

F (t, c) = \beta  - 1(c\alpha (t)), (4)

де \beta  - 1 — функцiя, обернена до \beta , c — стала.
Теорема 1. Функцiя u \in HR продовжується до цiлої гармонiчної в \BbbR n функцiї тодi i лише

тодi, коли виконується рiвнiсть

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

k

\sqrt{} 
Ek

R(u) = 0, (5)

де Ek
R(u) визначенi спiввiдношенням (3).

Якщо, крiм того, для всiх c, 0 < c <\infty , виконується одна з умов

а) \alpha , \beta \in \Lambda ,
d \mathrm{l}\mathrm{n}F (t, c)

d \mathrm{l}\mathrm{n} t
= O(1), t\rightarrow \infty ;

б) \alpha , \beta \in L0, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

d \mathrm{l}\mathrm{n}F (t, c)

d \mathrm{l}\mathrm{n} t
= p, 0 < p <\infty ,

де функцiя F (t, c) визначена спiввiдношенням (4), то узагальнений порядок \rho \alpha \beta (u) цiлої гар-
монiчної в \BbbR n функцiї визначається рiвнiстю

\rho \alpha \beta (u) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

\alpha (pk))

\beta 
\Bigl( 
epR

\bigl[ 
Ek

R(u)
\bigr]  - 1/k

\Bigr) , (6)

причому при виконаннi умови а) число p вважається довiльним додатним.

Наведемо леми, необхiднi для доведення цiєї теореми.
Лема 1. Якщо u \in HR, то для всiх k \in N

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\xi \in Sn

\bigm| \bigm| \bigm| Y (k)(\xi ;u)
\bigm| \bigm| \bigm| Rk \leq 4(k + 2\nu )2\nu 

(2\nu )!
Ek - 1

R (u), (7)

де \nu =
n - 2

2
, а Ek - 1

R (u) визначенi спiввiдношенням (3).

Доведення. Оскiльки гармонiчний многочлен є сумою однорiдних гармонiчних многочле-
нiв, то на пiдставi теореми додавання [5, с. 235] для многочленiв Гегенбауера C\nu 

k маємо\int 
Sn

C\nu 
k [(\xi , \eta )]P (\tau \eta )dS(\eta ) = 0,
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де P \in \Pi k - 1, 0 < \tau < R, \xi \in Sn. Враховуючи це, записуємо спiввiдношення (2) так:

Y (k)(\xi ;u)\tau k =
k + \nu 

\nu \omega n

\int 
Sn

C\nu 
k [(\xi , \eta )] \{ u(\tau \eta ) - P (\tau \eta )\} dS(\eta ).

Звiдси, враховуючи спiввiдношення \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} - 1\leq t\leq 1 | C\nu 
k (t)| = C\nu 

k (1), де C\nu 
k (1) =

(k + 2\nu  - 1)!

(2\nu  - 1)!k!
[5, с. 176], знаходимо\bigm| \bigm| \bigm| Y (k)(\xi ;u)

\bigm| \bigm| \bigm| \tau k \leq k + \nu 

\nu \omega n
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\tau \eta \in Kn

R

| u(\tau \eta ) - P (\tau \eta )| C\nu 
k (1)\omega n \leq 

\leq 2(k + 2\nu )!

(2\nu )!k!
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\tau \eta \in Kn

R

| u(\tau \eta ) - P (\tau \eta )| \leq 2(k + 2\nu )2\nu 

(2\nu )!
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\tau \eta \in Kn

R

| u(\tau \eta ) - P (\tau \eta )| . (8)

Далi, з визначення похибки Ek
R(u) випливає, що iснує многочлен P \ast \in \Pi k - 1, для якого

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\tau \eta \in Kn

R

| u(\tau \eta ) - P \ast (\tau \eta )| \leq 2Ek - 1
R (u). (9)

Покладаючи в нерiвностi (8) P = P \ast i враховуючи нерiвнiсть (9), а також те, що \tau є
довiльним, отримуємо твердження леми 1.

Нехай

Bk =

\sqrt{} 
(2\nu )!

2

1

(k + 2\nu )\nu 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\xi \in Sn

\bigm| \bigm| \bigm| Y (k)(\xi ;u)
\bigm| \bigm| \bigm| .

Лема 2 [8]. Для цiлої гармонiчної в \BbbR n функцiї u, яка задана рядом (1), виконуються
нерiвностi

Bk \leq M(r, u)r - k

для всiх k \in Z+ i r > 0.

Лема 3. Для цiлої гармонiчної в \BbbR n функцiї u справедливою є оцiнка

Ek
R(u) \leq 

\sqrt{} 
2

(2\nu )!
(2\nu + 1)!(k + 2\nu )2\nu M(r, u)

\biggl( 
R

r

\biggr) k

(10)

для всiх r > eR i k \in Z+.

Доведення. Нехай

Qk (r\xi ) =
k\sum 

j=0

Y (j)(\xi ;u)rj ,

де r > 0, \xi \in Sn. Функцiя Qk є гармонiчним многочленом степеня не вищого за k, тобто
Qk \in \Pi k. Виходячи з означення похибки Ek

R(u) та враховуючи розклад (1) i лему 2, знаходимо

Ek
R(u) \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\tau \xi \in Kn
R

| u (\tau \xi ) - Qk (\tau \xi )| \leq 
\infty \sum 

j=k+1

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\xi \in Sn

\bigm| \bigm| \bigm| Y (j)(\xi ;u)
\bigm| \bigm| \bigm| Rj \leq 
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\leq 

\sqrt{} 
2

(2\nu )!
M (r;u)

\infty \sum 
j=k+1

(j + 2\nu )\nu 
\biggl( 
R

r

\biggr) j

=

=

\sqrt{} 
2

(2\nu )!
M (r;u)

\biggl( 
R

r

\biggr) k \infty \sum 
j=k+1

(j + 2\nu )\nu 
\biggl( 
R

r

\biggr) j - k

.

Оцiнимо останню суму. Для r > eR маємо

\infty \sum 
j=k+1

(j + 2\nu )\nu 
\biggl( 
R

r

\biggr) j - k

\leq ek
\infty \sum 

j=k+1

(j + 2\nu )2\nu e - j \leq ek
\infty \int 
k

(t+ 2\nu )2\nu e - tdt.

Вибираючи s = 2\nu i hs(t) = (t+ s)s та iнтегруючи s+ 1 раз частинами, отримуємо

\infty \int 
k

hs(t)e
 - tdt =

\Bigl[ 
 - e - t

\Bigl( 
hs(t) + h

\prime 
s(t) + . . .+ h(s)s (t)

\Bigr) \Bigr] \bigm| \bigm| \bigm| \infty 
k
.

Враховуючи, що h(i)s (t) =
s!

(s - i)!
(t+ s)s - i для i = 1, s, знаходимо

\infty \int 
k

hs(t)e
 - tdt = e - k

s\sum 
i=0

s!(k + s)s - i

(s - i)!
= e - k

2\nu \sum 
i=0

(2\nu )!(k + 2\nu )2\nu  - i

(2\nu  - i)!
.

Остання сума не перевищує (2\nu + 1)!(k + 2\nu )2\nu , що й доводить лему 3.
Доведення теореми 1. Припустимо, що функцiя u \in HR продовжується до цiлої гармо-

нiчної в \BbbR n функцiї, яку також позначимо через u. Тодi спiввiдношення (5) безпосередньо
випливає з оцiнки (10). Навпаки, використовуючи нерiвнiсть (7), отримуємо\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

\infty \sum 
k=0

Y (k)(\xi ;u)rk

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq \bigm| \bigm| \bigm| Y (0)(\xi ;u)
\bigm| \bigm| \bigm| + 4

(2\nu )!

\infty \sum 
k=1

(k + 2\nu )2\nu Ek - 1
R (u)

\Bigl( r
R

\Bigr) k
, (11)

звiдки, згiдно зi спiввiдношенням (5), випливає рiвномiрна збiжнiсть на компактних пiдмно-
жинах з \BbbR n ряду в правiй частинi рiвностi (1). Отже, задавши функцiю u \in HR рядом (1),
продовжимо її на весь простiр \BbbR n.

Доведемо спiввiдношення (6). Для цього розглянемо цiлi функцiї комплексної змiнної

f1 (z) =
\infty \sum 
k=0

\sqrt{} 
(2\nu )!

\surd 
2 (2\nu + 1)! (k + 2\nu )2\nu 

Ek
R(u)

\Bigl( z
R

\Bigr) k
,

f2 (z) =
\infty \sum 
k=1

4

(2\nu )!
(k + 2\nu )2\nu Ek - 1

R (u)
\Bigl( z
R

\Bigr) k
.

Використовуючи нерiвностi (10) та (11), для r > eR отримуємо

\mu (r; f1) \leq M (r;u) \leq 
\bigm| \bigm| \bigm| Y (0) (\xi ;u)

\bigm| \bigm| \bigm| +M (r; f2) ,

де \mu (r; f1) — максимальний член степеневого ряду функцiї f1 (z) , а M (r; f2) — максимум
модуля функцiї f2 (z) . Звiдси
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\rho \alpha \beta (f1) \leq \rho \alpha \beta (u) \leq \rho \alpha \beta (f2) . (12)

Використовуючи формулу, яка виражає узагальнений порядок цiлої функцiї однiєї комп-
лексної змiнної через коефiцiєнти її степеневого ряду, знаходимо

\rho \alpha \beta (f1) = \rho \alpha \beta (f2) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

\alpha (pk)

\beta 
\Bigl( 
epR

\bigl[ 
Ek

R(u)
\bigr]  - 1/k

\Bigr) .
Звiдси, враховуючи нерiвнiсть (12), отримуємо рiвнiсть (6).

Теорему 1 доведено.

Зауважимо, що з теореми 1 для цiлої гармонiчної в \BbbR n функцiї u можна отримати:

1) при \alpha (t) = \beta (t) = \mathrm{l}\mathrm{n} t формулу для порядку \rho (u):

\rho (u) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

k \mathrm{l}\mathrm{n} k

\mathrm{l}\mathrm{n}
1

Ek
R(u)

;

2) при \alpha (t) = t, \beta (t) = t\rho , p =
1

\rho 
, де \rho — порядок функцiї u, формулу для типу \sigma (u):

R (\sigma (u)\rho e)1/\rho = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

k1/\rho k

\sqrt{} 
Ek

R(u);

3) при \alpha (t) = t, \beta (t) = t\rho (t), де \rho (t) — уточнений порядок функцiї u, формулу для типу
\sigma \ast (u) вiдносно уточненого порядку \rho (t):

R (\sigma \ast (u)\rho e)1/\rho = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

\psi (k) k

\sqrt{} 
Ek

R(u),

де t = \psi (\tau ) — функцiя, обернена до \tau = t\rho (t) .

Теорема 2. Нехай u \in HR. Якщо виконується умова (5), то функцiя u продовжується до
цiлої гармонiчної функцiї i

\lambda \alpha \beta (u) \geq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

\alpha (pk))

\beta 
\Bigl( 
epR

\bigl[ 
Ek

R(u)
\bigr]  - 1/k

\Bigr) . (13)

Якщо, крiм того, частка
Ek

R(u)

Ek+1
R (u)

є неспадною функцiєю вiд k i виконується одна з умов

а), б) теореми 1, то нерiвнiсть (13) перетворюється в рiвнiсть.

Доведення цiєї теореми аналогiчне доведенню теореми 1.

Наслiдок. Нехай u — цiла гармонiчна в \BbbR n функцiя. Тодi

\lambda (u) \geq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
k\rightarrow \infty 

k \mathrm{l}\mathrm{n} k

\mathrm{l}\mathrm{n}
1

Ek
R(u)

. (14)

Нерiвнiсть (14) перетворюється у рiвнiсть, коли частка
Ek

R(u)

Ek+1
R (u)

є неспадною функцiєю вiд k.
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