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We obtain asymptotic equalities for the least upper bounds of the deviations of biharmonic Poisson integrals from functions
of the classes W r

\beta H
\alpha in the case where r > 2, 0 \leq \alpha < 1.

Получены асимптотические равенства для точных верхних граней отклонений бигармонических интегралов Пуас-
сона от функций из классов W r

\beta H
\alpha в случае r > 2, 0 \leq \alpha < 1.

Нехай L — простiр 2\pi -перiодичних сумовних на перiодi функцiй iз нормою \| f\| L = \| f\| 1 =

=

\int \pi 

 - \pi 
| f(t)| dt; C — простiр 2\pi -перiодичних неперервних функцiй, в якому норма задається за

допомогою рiвностi \| f\| C = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t

| f(t)| .
Далi, нехай f \in L i її ряд Фур’є має вигляд

S[f ] =
a0
2

+
\infty \sum 
k=1

(ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx) .

Якщо r > 0 i \beta — фiксоване дiйсне число, а ряд

\infty \sum 
k=1

kr
\biggl[ 
ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
kx+

\beta \pi 

2

\biggr) 
+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
kx+

\beta \pi 

2

\biggr) \biggr] 
є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї \varphi , то функцiю \varphi називають (r, \beta )-похiдною функцiї f
у розумiннi Вейля – Надя [1] i позначають через f r\beta . Множину всiх функцiй, що задовольняють
таку умову, позначають через W r

\beta .
Якщо f \in W r

\beta , i при цьому f r\beta \in H\alpha , тобто f r\beta задовольняє умову Лiпшиця порядку \alpha :

| f r\beta (x+ h) - f r\beta (x)| \leq | h| \alpha , 0 < \alpha \leq 1, 0 \leq h \leq 2\pi , x \in \BbbR ,

то кажуть, що f належить класу W r
\beta H

\alpha . При \alpha = 0 вважають, що W r
\beta H

0 =W r
\beta ,\infty . При

r = \beta отримуємо клас W rH\alpha функцiй f iз похiдною порядку r > 0 в розумiннi Вейля, яка
задовольняє умову Лiпшиця порядку \alpha .

Нехай f належить L. Величину

B\delta (f ;x) =
a0
2

+

\infty \sum 
k=1

\lambda \delta (k) (ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx) , \delta > 0,

де

\lambda \delta (k) =

\biggl( 
1 +

k

2

\Bigl( 
1 - e - 

2
\delta 

\Bigr) \biggr) 
e - 

k
\delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt,

називають бiгармонiчним iнтегралом Пуассона функцiї f (див., наприклад, [2]).
Дану роботу присвячено вивченню асимптотичної поведiнки при \delta \rightarrow \infty величини
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\scrE (W r
\beta H

\alpha ;B\delta )C = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in W r

\beta H
\alpha 
\| f(\cdot ) - B\delta (f ; \cdot )\| C . (1)

Задачу про вiдшукання асимптотичної рiвностi для величини (1), згiдно з О. I. Степанцем
[3, с. 198], називатимемо задачею Колмогорова – Нiкольського для методу B\delta на класi W r

\beta H
\alpha 

у рiвномiрнiй метрицi.

Задача Колмогорова – Нiкольського для бiгармонiчних iнтегралiв Пуассона на класах W 1
\infty 

розв’язувалась у роботах С. Канiєва [4], П. Пих [5], Л. П. Фалалєєва [6], Л. П. Фалалєєва та
Т. I. Аманова [7], К. М. Жигалла та Ю. I. Харкевича [8], С. Б. Гембарської та К. М. Жигалла
[9]. Апроксимативнi властивостi методу наближення бiгармонiчними iнтегралами Пуассона на
класах диференцiйовних функцiй дослiджувались також у роботах [10 – 12]. На класах функцiй,
якi задаються за допомогою введеного О. I. Степанцем поняття (\psi , \beta )-похiдної (означення
класiв див., наприклад, у [13, с. 25]), задачу Колмогорова – Нiкольського для методу B\delta (f ;x) в
залежностi вiд параметрiв, що визначають данi класи, розв’язанo в роботах [14 – 16].

У роботi Ю. I. Харкевича та I. В. Кальчук [17] знайдено розв’язок задачi Колмогорова –
Нiкольського для бiгармонiчного iнтеграла Пуассона на класах W r

\beta H
\alpha у випадку, коли r \leq 2.

Тому розв’язання вказаної вище задачi доповнює результати дослiджень асимптотичної пове-
дiнки величини \scrE (W r

\beta H
\alpha ;B\delta )C .

Для бiгармонiчного iнтеграла Пуассона введемо функцiю

\tau (u) = \tau \delta (u) =

\left\{     
(1 - [1 + \gamma u]e - u)\delta r, 0 \leq u \leq 1

\delta 
,

(1 - [1 + \gamma u]e - u)u - r, u \geq 1

\delta 
,

(2)

де \gamma =
1

2
(1 - e - 2/\delta )\delta , перетворення Фур’є якої

\widehat \tau (t) = 1

\pi 

\infty \int 
0

\tau (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du (3)

є сумовним на всiй числовiй осi (цей факт доведено в роботi [16]).

Теорема. При r > 2, 0 \leq \alpha < 1 i \delta \rightarrow \infty має мiсце асимптотична рiвнiсть

\scrE (W r
\beta H

\alpha ;B\delta )C =
1

\delta 2
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in W r
\beta H

\alpha 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f (2)0

2
+ f

(1)
0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C

+O

\biggl( 
1

\delta r+\alpha 
+

1

\delta 3

\biggr) 
, (4)

де f (1)0 i f (2)0 — вiдповiдно (1, 0)- та (2, 0)-похiдна функцiї f у розумiннi Вейля – Надя.

Доведення. Запишемо функцiю \tau (u), задану за допомогою спiввiдношення (2), у виглядi
\tau (u) = \varphi (u) + \mu (u), де

\varphi (u) =

\left\{         
\biggl( 
u2

2
+
u

\delta 

\biggr) 
\delta r, 0 \leq u \leq 1

\delta 
,\biggl( 

u2

2
+
u

\delta 

\biggr) 
u - r, u \geq 1

\delta 
,

(5)
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\mu (u) =

\left\{         
\biggl( 
1 - [1 + \gamma u]e - u  - u2

2
 - u

\delta 

\biggr) 
\delta r, 0 \leq u \leq 1

\delta 
,\biggl( 

1 - [1 + \gamma u]e - u  - u2

2
 - u

\delta 

\biggr) 
u - r, u \geq 1

\delta 
,

(6)

i перетворення Фур’є яких \widehat \varphi (t), \widehat \mu (t) вигляду (3) сумовнi на всiй числовiй осi (цей факт
доведено в роботi [15]).

Згiдно з теоремою 3 роботи [18], якщо iнтеграли

A(\alpha ,\varphi ) :=
1

\pi 

\infty \int 
 - \infty 

| t| \alpha 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\varphi (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dt,
A(\alpha , \mu ) :=

1

\pi 

\infty \int 
 - \infty 

| t| \alpha 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\mu (u) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
ut+

\beta \pi 

2

\biggr) 
du

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dt
збiгаються на всiй числовiй осi i A(\alpha , \mu ) = o

\bigl( 
A(\alpha ,\varphi )

\bigr) 
, то при 0 \leq \alpha < 1 i \delta \rightarrow \infty має мiсце

асимптотична рiвнiсть

\scrE (W r
\beta H

\alpha ;B\delta )C =
1

\delta r
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in W r
\beta H

\alpha 
\| f\varphi \| C +O

\biggl( 
1

\delta r+\alpha 
A(\alpha , \mu )

\biggr) 
, (7)

де f\varphi (x) :=
\int \infty 

 - \infty 

\biggl( 
f r\beta 

\biggl( 
x+

t

\delta 

\biggr) 
 - f r\beta (x)

\biggr) \widehat \varphi (t)dt i \widehat \varphi (t) — перетворення Фур’є функцiї \varphi вигля-

ду (3).
Переконаємося, що умови теореми 3 роботи [18] виконуються для функцiй \varphi (u) та \mu (u)

вигляду (5) та (6).
З метою доведення збiжностi iнтеграла A(\alpha ,\varphi ), згiдно з теоремою 1 роботи [18, с. 6],

покажемо збiжнiсть iнтегралiв

1/2\int 
0

u1 - \alpha | d\varphi \prime (u)| ,
3/2\int 

1/2

| u - 1| 1 - \alpha | d\varphi \prime (u)| ,
\infty \int 

3/2

(u - 1)| d\varphi \prime (u)| , (8)

\infty \int 
0

| \varphi (u)| 
u1+\alpha 

du,

1\int 
0

| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)| 
u1+\alpha 

du (9)

i встановимо для них оцiнки зверху.

Оцiнимо перший iнтеграл iз (8). Оскiльки при u \in 
\biggl[ 
0;

1

\delta 

\biggr] 
\varphi \prime (u) = \delta r

\biggl( 
u+

1

\delta 

\biggr) 
, \varphi \prime \prime (u) = \delta r,

то
1/\delta \int 
0

u1 - \alpha | d\varphi \prime (u)| =
1/\delta \int 
0

u1 - \alpha d\varphi \prime (u) = \delta r
1/\delta \int 
0

u1 - \alpha du = O

\biggl( 
1

\delta 2 - (r+\alpha )

\biggr) 
.
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При u \in 
\biggl[ 
1

\delta 
;
1

2

\biggr] 
, \delta > 2, i r > 2 отримуємо

\varphi \prime (u) =
2 - r

2
u1 - r +

1 - r

\delta 
u - r,

\varphi \prime \prime (u) =
(2 - r)(1 - r)

2
u - r  - (1 - r)r

\delta 
u - r - 1 > 0, (10)

1/2\int 
1/\delta 

u1 - \alpha | d\varphi \prime (u)| =
1/2\int 

1/\delta 

u1 - \alpha d\varphi \prime (u) = O

\biggl( 
1

\delta 2 - (r+\alpha )

\biggr) 
.

Отже,

1/2\int 
0

u1 - \alpha | d\varphi \prime (u)| = O

\biggl( 
1

\delta 2 - (r+\alpha )

\biggr) 
. (11)

Оцiнимо наступнi два iнтеграли з (8). Очевидно, що

3/2\int 
1/2

| u - 1| 1 - \alpha | d\varphi \prime (u)| \leq 2\alpha 
\infty \int 

1/2

u| d\varphi \prime (u)| ,
\infty \int 

3/2

(u - 1)| d\varphi \prime (u)| \leq 
\infty \int 

1/2

u| d\varphi \prime (u)| .

Тодi, враховуючи (10), а також те, що r > 2, отримуємо
\infty \int 

1/2

u| d\varphi \prime (u)| = O(1).

Отже,

3/2\int 
1/2

| u - 1| 1 - \alpha | d\varphi \prime (u)| = O(1),

\infty \int 
3/2

(u - 1)| d\varphi \prime (u)| = O(1). (12)

Для того щоб оцiнити перший iнтеграл iз (9), розiб’ємо промiжок [0;\infty ) на три частини:\biggl[ 
0;

1

\delta 

\biggr] 
,

\biggl[ 
1

\delta 
; 1

\biggr] 
та [1;\infty ). Iз (5) при r > 2 маємо

1/\delta \int 
0

| \varphi (u)| 
u1+\alpha 

du = \delta r
1/\delta \int 
0

\biggl( 
u2

2
+
u

\delta 

\biggr) 
u1+\alpha 

du = O

\biggl( 
1

\delta 2 - (r+\alpha )

\biggr) 
, (13)

1\int 
1/\delta 

| \varphi (u)| 
u1+\alpha 

du =

1\int 
1/\delta 

\biggl( 
u2 - r

2
+
u1 - r

\delta 

\biggr) 
u1+\alpha 

du = O

\biggl( 
1

\delta 2 - (r+\alpha )

\biggr) 
, (14)

\infty \int 
1

| \varphi (u)| 
u1+\alpha 

du =

\infty \int 
1

\biggl( 
u2 - r

2
+
u1 - r

\delta 

\biggr) 
u1+\alpha 

du = O(1). (15)
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З (13) – (15) одержуємо

\infty \int 
0

| \varphi (u)| 
u1+\alpha 

du = O

\biggl( 
1

\delta 2 - (r+\alpha )

\biggr) 
, r > 2.

Аналогiчно до формули (30) роботи [17] можна показати, що для функцiї \varphi (u), заданої за
допомогою спiввiдношення (5), має мiсце рiвнiсть

1\int 
0

| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)| 
u1+\alpha 

du =

1\int 
0

| \lambda (1 - u) - \lambda (1 + u)| 
u1+\alpha 

du+

+O

\left(   | \varphi (0)| + | \varphi (1)| +
1/2\int 
0

u1 - \alpha | d\varphi \prime (u)| +
3/2\int 

1/2

| u - 1| 1 - \alpha | d\varphi \prime (u)| +
\infty \int 

3/2

(u - 1)| d\varphi \prime (u)| 

\right)   , (16)

де \lambda (u) = 1 - u2

2
 - u

\delta 
. Оскiльки

\int 1

0

| \lambda (1 - u) - \lambda (1 + u)| 
u1+\alpha 

du = O(1), то на пiдставi спiввiдно-

шення (16), враховуючи оцiнки (11), (12), отримуємо

1\int 
0

| \varphi (1 - u) - \varphi (1 + u)| 
u1+\alpha 

du = O

\biggl( 
1

\delta 2 - (r+\alpha )

\biggr) 
, r > 2.

Отже, всi iнтеграли в (8) та (9) є збiжними.
Таким чином, згiдно з теоремою 1 роботи [18], iнтеграл A(\alpha ,\varphi ) є збiжним i для нього має

мiсце оцiнка

A(\alpha ,\varphi ) =

\biggl( 
1

\delta 2 - (r+\alpha )

\biggr) 
.

Доведемо тепер збiжнiсть iнтеграла A(\alpha , \mu ). Для цього, згiдно з теоремою 1 роботи [18, с. 6],
покажемо збiжнiсть iнтегралiв

1/2\int 
0

u1 - \alpha | d\mu \prime (u)| ,
3/2\int 

1/2

| u - 1| 1 - \alpha | d\mu \prime (u)| ,
\infty \int 

3/2

(u - 1)| d\mu \prime (u)| , (17)

\infty \int 
0

| \mu (u)| 
u1+\alpha 

du,

1\int 
0

| \mu (1 - u) - \mu (1 + u)| 
u1+\alpha 

du. (18)

Для того щоб оцiнити iнтеграли з (17), дослiдимо спочатку функцiю

\widetilde \mu (u) = 1 - e - u  - \gamma ue - u  - u

\delta 
 - u2

2
.

Оскiльки

\widetilde \mu (0) = 0,
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\widetilde \mu \prime (u) = e - u  - \gamma e - u + \gamma ue - u  - 1

\delta 
 - u = e - u(1 - \gamma ) + \gamma ue - u  - 1

\delta 
 - u,

\widetilde \mu \prime \prime (u) =  - e - u + 2\gamma e - u  - \gamma ue - u  - 1 =  - 1 + e - u( - 1 + 2\gamma  - \gamma u)

i мають мiсце оцiнки

1 - 1

\delta 
\leq \gamma \leq 1, (19)

e - u \leq 1, u \geq 0, (20)

то

\widetilde \mu \prime (u) < 0, \widetilde \mu \prime \prime (u) \leq  - \gamma ue - u < 0.

Таким чином,

\widetilde \mu (u) < 0, \widetilde \mu \prime (u) < 0, \widetilde \mu \prime \prime (u) < 0, u \in [0;\infty ). (21)

Використовуючи оцiнки (19) – (21) та

e - u \geq 1 - u, e - u \leq 1 - u+
u2

2
, u \geq 0, (22)

 - 1 + \gamma +
1

\delta 
\leq 2

3\delta 2
, (23)

одержуємо

| \widetilde \mu (u)| \leq 2

3\delta 2
u+

1

\delta 
u2 +

u3

2
, (24)

| \widetilde \mu \prime (u)| \leq 2

3\delta 2
+

2

\delta 
u+

3

2
u2, (25)

| \widetilde \mu \prime \prime (u)| \leq 2

\delta 
+ 3u. (26)

Щоб оцiнити перший iнтеграл у (17), розiб’ємо промiжок

\biggl[ 
0;

1

2

\biggr] 
на двi частини:

\biggl[ 
0;

1

\delta 

\biggr] 
та\biggl[ 

1

\delta 
;
1

2

\biggr] 
, \delta > 2. Iз (6), враховуючи (26), отримуємо

1/\delta \int 
0

u1 - \alpha | d\mu \prime (u)| \leq \delta r
1/\delta \int 
0

\biggl( 
2

\delta 
+ 3u

\biggr) 
u1 - \alpha du = O

\biggl( 
1

\delta 3 - (\alpha +r)

\biggr) 
. (27)

Нехай тепер u \in 
\biggl[ 
1

\delta 
;
1

2

\biggr] 
. Згiдно зi спiввiдношеннями (6) та (21), при u \geq 1

\delta 
будемо мати

| d\mu \prime (u)| \leq 
\bigl\{ 
r(r + 1)u - r - 2| \widetilde \mu (u)| + 2ru - r - 1| \widetilde \mu \prime (u)| + u - r| \widetilde \mu \prime \prime (u)| \bigr\} du. (28)

Тодi з урахуванням оцiнок (24) – (26) одержуємо
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1/2\int 
1/\delta 

u1 - \alpha | d\mu \prime (u)| \leq r(r + 1)

1/2\int 
1/\delta 

u - r - \alpha  - 1| \widetilde \mu (u)| du+

+2r

1/2\int 
1/\delta 

u - r - \alpha | \widetilde \mu \prime (u)| du+

1/2\int 
1/\delta 

u1 - r - \alpha | \widetilde \mu \prime \prime (u)| du \leq 

\leq r(r + 1)

1/2\int 
1/\delta 

u - r - \alpha  - 1

\biggl( 
2

3\delta 2
u+

1

\delta 
u2 +

u3

2

\biggr) 
du+ 2r

1/2\int 
1/\delta 

u - r - \alpha 

\biggl( 
2

3\delta 2
+

2

\delta 
u+

3

2
u2
\biggr) 
du+

+

1/2\int 
1/\delta 

u1 - r - \alpha 

\biggl( 
2

\delta 
+ 3u

\biggr) 
du = O

\biggl( 
1 +

1

\delta 3 - (r+\alpha )

\biggr) 
. (29)

Об’єднуючи (27) та (29), маємо оцiнку

1/2\int 
0

u1 - \alpha | d\mu \prime (u)| = O

\biggl( 
1 +

1

\delta 3 - (r+\alpha )

\biggr) 
. (30)

Використовуючи нерiвностi (19) – (21), оцiнюємо функцiю \mu (u) та її похiднi таким чином:

| \widetilde \mu (u)| =  - 1 + e - u + \gamma ue - u +
u

\delta 
+
u2

2
\leq  - 1 + 1 - u+

u2

2
+ u+

u

\delta 
+
u2

2
= u2 +

u

\delta 
, (31)

| \widetilde \mu \prime (u)| =  - e - u + \gamma e - u  - \gamma ue - u +
1

\delta 
+ u \leq  - (1 - u) + 1 - \gamma ue - u + u+

1

\delta 
=

= 2u+
1

\delta 
 - \gamma ue - u < 2u+

1

\delta 
, (32)

| \widetilde \mu \prime \prime (u)| = e - u  - 2\gamma e - u + \gamma ue - u + 1 < 3. (33)

Легко бачити, що

3/2\int 
1/2

| u - 1| 1 - \alpha | d\mu \prime (u)| \leq 2\alpha 
\infty \int 

1/2

u| d\mu \prime (u)| ,
\infty \int 

3/2

(u - 1)| d\mu \prime (u)| \leq 
\infty \int 

1/2

u| d\mu \prime (u)| .

Тодi, враховуючи спiввiдношення (28), (31) – (33), знаходимо оцiнку iнтеграла

\infty \int 
1/2

u| d\mu \prime (u)| \leq r(r + 1)

\infty \int 
1/2

u - r - 1
\Bigl( 
u2 +

u

\delta 

\Bigr) 
du+

+2r

\infty \int 
1/2

u - r

\biggl( 
2u+

1

\delta 

\biggr) 
du+ 3

\infty \int 
1/2

u1 - rdu = O(1), r > 2.

Таким чином,
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3/2\int 
1/2

| u - 1| 1 - \alpha | d\mu \prime (u)| = O(1),

\infty \int 
3/2

(u - 1)| d\mu \prime (u)| = O(1). (34)

Для того щоб оцiнити перший iнтеграл iз (18), розiб’ємо промiжок [0;\infty ) на три частини:\biggl[ 
0;

1

\delta 

\biggr] 
,

\biggl[ 
1

\delta 
; 1

\biggr] 
та [1;\infty ). Враховуючи спочатку рiвнiсть (6), а потiм нерiвностi (21) та (24),

отримуємо

1/\delta \int 
0

| \mu (u)| 
u1+\alpha 

du =  - 
1/\delta \int 
0

\mu (u)

u1+\alpha 
du =

= \delta r
1/\delta \int 
0

\biggl( 
 - 1 + e - u + \gamma ue - u +

u2

2
+
u

\delta 

\biggr) 
du

u1+\alpha 
\leq 

\leq \delta r
1/\delta \int 
0

\biggl( 
2

3\delta 2
+
u

\delta 
+
u2

2

\biggr) 
du

u\alpha 
= O

\biggl( 
1

\delta 3 - (r+\alpha )

\biggr) 
, (35)

1\int 
1/\delta 

| \mu (u)| 
u1+\alpha 

du \leq 
1\int 

1/\delta 

\biggl( 
2

3\delta 2
+
u

\delta 
+
u2

2

\biggr) 
u - r - \alpha du = O

\biggl( 
1 +

1

\delta 3 - (r+\alpha )

\biggr) 
. (36)

Мiркуючи, як i при оцiнюваннi попереднiх двох iнтегралiв, з урахуванням нерiвностей (19) та
(22) маємо

\infty \int 
1

| \mu (u)| 
u1+\alpha 

du =

\infty \int 
1

\biggl( 
e - u  - 1 + \gamma ue - u +

u2

2
+
u

\delta 

\biggr) 
du

u1+r+\alpha 
\leq 

\leq 
\infty \int 
1

\biggl( 
 - 1 + u+ \gamma +

1

\delta 

\biggr) 
du

ur+\alpha 
= O(1), r > 2. (37)

Об’єднуючи спiввiдношення (35) – (37), одержуємо оцiнку
\infty \int 
0

| \mu (u)| 
u1+\alpha 

du =O

\biggl( 
1 +

1

\delta 3 - (r+\alpha )

\biggr) 
. (38)

Для того щоб оцiнити другий iнтеграл iз (18), зауважимо, що має мiсце рiвнiсть
1\int 

0

| \mu (1 - u) - \mu (1 + u)| 
u1+\alpha 

du =

1\int 
0

| \lambda (1 - u) - \lambda (1 + u)| 
u1+\alpha 

du+

+O

\left(   | \mu (0)| + | \mu (1)| +
1/2\int 
0

u1 - \alpha | d\mu \prime (u)| +
3/2\int 

1/2

| u - 1| 1 - \alpha | d\mu \prime (u)| +
\infty \int 

3/2

(u - 1)| d\mu \prime (u)| 

\right)   ,

де \lambda (u) = [1 + \gamma u]e - u +
u2

2
+
u

\delta 
.
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\beta H

\alpha 633

Оскiльки
1\int 

0

| \lambda (1 - u) - \lambda (1 + u)| 
u1+\alpha 

du = O(1),

то, враховуючи спiввiдношення (30) та (34), отримуємо

1\int 
0

| \mu (1 - u) - \mu (1 + u)| 
u1+\alpha 

du = O

\biggl( 
1 +

1

\delta 3 - (r+\alpha )

\biggr) 
. (39)

Використовуючи формули (30), (34), (38) та (39), згiдно з теоремою 1 роботи [18], переко-
нуємося в тому, що iнтеграл A(\alpha , \mu ) є збiжним i для нього має мiсце оцiнка

A(\alpha , \mu ) = O

\biggl( 
1 +

1

\delta 3 - (r+\alpha )

\biggr) 
. (40)

Отже, умови теореми 3 роботи [18] виконуються, тобто має мiсце рiвнiсть (7). Iз урахуван-
ням оцiнки (40) отримуємо

\scrE (W r
\beta H

\alpha ;B\delta )C = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in W r

\beta H
\alpha 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

\delta r

\infty \int 
 - \infty 

\biggl( 
f r\beta 

\biggl( 
x+

t

\delta 

\biggr) 
 - f r\beta (x)

\biggr) \widehat \varphi (t)dt
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C

+

+O

\biggl( 
1

\delta r+\alpha 
+

1

\delta 3

\biggr) 
. (41)

Вiдомо, що ряд Фур’є функцiї

f\varphi (x) =

\infty \int 
 - \infty 

\biggl( 
f r\beta 

\biggl( 
x+

t

\delta 

\biggr) 
 - f r\beta (x)

\biggr) \widehat \varphi (t)dt
має вигляд (див., наприклад, [19])

S[f\varphi ] =
\infty \sum 
k=1

\biggl( 
k2

2\delta 2 - r
+

k

\delta 2 - r

\biggr) 
(ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx),

де ak , bk — коефiцiєнти Фур’є функцiї f . Тому

f\varphi (x) =

\infty \int 
 - \infty 

\biggl( 
f r\beta 

\biggl( 
x+

t

\delta 

\biggr) 
 - f r\beta (x)

\biggr) \widehat \varphi (t)dt = 1

\delta 2 - r

\Biggl( 
f
(2)
0 (x)

2
+ f

(1)
0 (x)

\Biggr) 
. (42)

Пiдставляючи (42) в (41), отримуємо (4).
Теорему доведено.
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