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НЕОБХIДНI ТА ДОСТАТНI УМОВИ АБСОЛЮТНОЇ НЕСТIЙКОСТI
РОЗВ’ЯЗКIВ ЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ
ЗI САМОСПРЯЖЕНИМИ ОПЕРАТОРНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

For linear differential-difference equations of retarded and neutral types with infinitely many deviations and self-adjoint
operator coefficients, we present necessary and sufficient conditions for the absolute instability of the zero solutions.

Для линейных дифференциально-разностных уравнений запаздывающего и нейтрального типов с бесконечным
числом отклонений и самосопряженными операторными коэффициентами приведены необходимые и достаточные
условия абсолютной неустойчивости нулевых решений.

1. Основний об’єкт дослiджень. Нехай H — гiльбертовий простiр i \| \cdot \| H — норма в H, що
визначається рiвнiстю

\| x\| E =
\sqrt{} 

(x, x),

де (x, y) — скалярний добуток x на y (x, y \in H ). Позначимо через \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}H банахову алгебру
лiнiйних неперервних операторiв A : H \rightarrow H з одиницею I та нормою

\| A\| EndH = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\| x\| H=1

\| Ax\| H .

Розглянемо самоспряженi оператори An \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}H, n \geq 1, Bn \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}H, n \geq 0, що задо-
вольняють умову

\infty \sum 
n=1

\| An\| EndH +
\infty \sum 
n=0

\| Bn\| EndH < \infty , (1)

невiд’ємнi числа \Delta n, \tau n, n \geq 1, для яких

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\geq 1

\Delta n + \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n\geq 1

\tau n < \infty , (2)

та диференцiально-рiзницевi рiвняння

dx(t)

dt
= B0x(t) +

\infty \sum 
n=1

Bnx(t - \Delta n), t \geq 0, (3)

i

dx(t)

dt
+

\infty \sum 
n=1

An
dx(t - \tau n)

dt
= B0x(t) +

\infty \sum 
n=1

Bnx(t - \Delta n), t \geq 0, (4)

запiзнювального та нейтрального типiв вiдповiдно.
Нульовi розв’язки рiвнянь (3), (4) називаються абсолютно нестiйкими по вiдношенню до

вiдхилень \Delta n, \tau n, n \geq 1, якщо цi розв’язки нестiйкi при всiх невiд’ємних \Delta n, n \geq 1, i
\Delta n, \tau n, n \geq 1, вiдповiдно i для цих вiдхилень виконується спiввiдношення (2) (означен-
ня нестiйких розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз вiдхиленнями аргумента можна знайти,
наприклад, в [1, 2]).

Мета статтi — встановлення необхiдних i достатнiх умов абсолютної нестiйкостi нульових
розв’язкiв рiвнянь (3), (4).
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2. Формулювання основних результатiв. Позначимо через \mathrm{S}\mathrm{p}A спектр оператора A \in 
\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}H, а через \BbbC + множину \{ z \in \BbbC : \mathrm{R}\mathrm{e} z > 0\} .

Правильними є наступнi твердження.
Теорема 1. Для абсолютної нестiйкостi нульового розв’язку рiвняння (3) необхiдно i дос-

татньо, щоб \Biggl( 
\mathrm{S}\mathrm{p}

\infty \sum 
n=0

Bn

\Biggr) \bigcap 
\BbbC + \not = \varnothing . (5)

Теорема 2. Нехай
\infty \sum 
n=1

\| An\| EndH < 1 (6)

i \Biggl( \infty \sum 
n=1

pnAn

\Biggr) \Biggl( 
B0 +

\infty \sum 
n=1

qnBn

\Biggr) 
=

\Biggl( 
B0 +

\infty \sum 
n=1

qnBn

\Biggr) \Biggl( \infty \sum 
n=1

pnAn

\Biggr) 
(7)

для всiх pn \in [0, 1], qn \in [0, 1], n \geq 1.

Для абсолютної нестiйкостi нульового розв’язку рiвняння (4) необхiдно i достатньо вико-
нання спiввiдношення (5).

Доведення цих тверджень див. у пп. 4, 5.
3. Допомiжнi твердження. Спочатку наведемо деякi факти про самоспряженi неперервнi

оператори, що будуть використовуватись у подальшому.
Нагадаємо, що оператор A \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}H називається самоспряженим, якщо вiн збiгається зi

спряженим до нього оператором A\ast , тобто

(Ax, y) = (x,Ay)

для всiх x, y \in H (теорiю таких операторiв викладено, наприклад, у [3 – 5]). Самоспряжений
оператор A \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}H характеризується тим, що його ермiтова форма (Ax, x), x \in H, набуває
лише дiйсних значень. Спектр самоспряженого оператора \mathrm{S}\mathrm{p}A є непорожньою обмеженою
замкненою множиною на дiйснiй осi. Найменший сегмент, що мiстить у собi спектр \mathrm{S}\mathrm{p}A,

позначимо через [\lambda m(A), \lambda M (A)]. Як вiдомо (див., наприклад, [4]),

\lambda m(A) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f} \{ (Ax, x) : \| x\| H = 1\} ,

\lambda M (A) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p} \{ (Ax, x) : \| x\| H = 1\} ,

\| A\| EndH = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ \lambda M (A), - \lambda m(A)\} .

Очевидно, що \lambda m(A), \lambda M (A) i \| A\| EndH неперервно залежать вiд A.

Зазначимо також, що сума самоспряжених операторiв є самоспряженим оператором, лi-
нiйна комбiнацiя їх iз дiйсними коефiцiєнтами також є самоспряженим оператором. Завдяки
неперервностi скалярного добутку границя за нормою послiдовностi самоспряжених операторiв
є самоспряженим оператором. Добуток BA самоспряжених операторiв A i B є самоспряженим
оператором тiльки тодi, коли BA = AB.

Далi наведемо твердження, пов’язанi зi спектром самоспряженого оператора.
Оскiльки точки спектра самоспряженого оператора можуть не бути власними значеннями

такого оператора, то важливим для дослiдження рiвнянь (3), (4) є наступне твердження.
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Теорема 3 ([4], роздiл VII, § 4). Точка \lambda належить спектру самоспряженого оператора
A \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}H тодi i тiльки тодi, коли iснує послiдовнiсть нормованих векторiв xn, \| xn\| H = 1,

n \geq 1, для якої
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

\| Axn  - \lambda xn\| H = 0.

Нагадаємо, що кожний самоспряжений оператор A \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}H визначає спектральну функцiю
P (\lambda ), \lambda \in \BbbR , за допомогою якої оператор A можна записати у виглядi

A =

\lambda M (A)\int 
\lambda m(A) - \varepsilon 

\lambda dP (\lambda ),

а важливу для подальшого операторну функцiю etA (t \in \BbbR ) — у виглядi

etA =

\lambda M (A)\int 
\lambda m(A) - \varepsilon 

et\lambda dP (\lambda ), (8)

де iнтеграли розумiють як границi iнтегральних сум у сенсi рiвномiрної збiжностi у просторi
операторiв i \varepsilon — довiльне додатне число.

За допомогою рiвностi (8) та властивостей функцiї P (\lambda ) (можна також використати лему
Меррея (див. [3, с. 109,110]) легко встановлюється наступне твердження.

Теорема 4. Якщо для самоспряженого оператора A \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}H виконується спiввiдношення

(\mathrm{S}\mathrm{p}A)
\bigcap 

\BbbC + = \varnothing ,

то

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\geq 0

\bigm\| \bigm\| etA\bigm\| \bigm\| 
EndH

\leq 1. (9)

Зауважимо, що твердження теореми 4 є хибним, якщо оператор A \in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}H не є самоспря-
женим (лiва частина спiввiдношення (9) може бути необмеженою).

4. Доведення теореми 1. Необхiднiсть. Нехай нульовий розв’язок рiвняння (3) абсолютно
нестiйкий. Тодi цей розв’язок нестiйкий i при \Delta n = 0, n \geq 1. У цьому випадку рiвняння (3)
набирає вигляду

dx(t)

dt
=

\Biggl( \infty \sum 
n=0

Bn

\Biggr) 
x(t), t \geq 0, (10)

i функцiя

x = etAc, (11)

де A =
\sum \infty 

n=0
Bn i c — довiльний вектор простору H, є загальним розв’язком рiвняння (10)

[6]. Завдяки (1) та самоспряженостi операторiв Bn, n \geq 0, оператор
\sum \infty 

n=0
Bn також є само-

спряженим.
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Припустимо, що спiввiдношення (5) не виконується, тобто\Biggl( 
\mathrm{S}\mathrm{p}

\infty \sum 
n=0

Bn

\Biggr) \bigcap 
\BbbC + = \varnothing . (12)

Тодi на пiдставi теореми 4 кожний розв’язок (11) рiвняння (10) є обмеженим на [0,+\infty ), що
суперечить нестiйкостi нульового розв’язку цього рiвняння.

Отже, припущення про виконання спiввiдношення (12) є хибним.
Достатнiсть. Нехай виконується спiввiдношення (5).
Зафiксуємо довiльнi невiд’ємнi числа \Delta n, n \geq 1, i розглянемо рiвняння (3) та операторну

функцiю P (z), що визначається рiвностями

P (z) = zI  - B0  - 
\infty \sum 
n=1

e - z\Delta nBn, z \geq 0. (13)

Завдяки (1) та самоспряженостi операторiв Bn, n \geq 0, значення функцiї P (z) при z \in 
\in [0,+\infty ) є самоспряженими операторами i ця функцiя є неперервною на [0,+\infty ). Тому
неперервною на [0,+\infty ) є функцiя \lambda m(P (z)).

Оскiльки
\lambda m(P (0)) < 0

на пiдставi (5) та (13) i
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

z\rightarrow +\infty 
\lambda m(P (z)) = +\infty 

на пiдставi (13), то за теоремою Больцано – Кошi [7] iснує точка z0 \in (0,+\infty ) така, що

\lambda m(P (z0)) = 0.

Ця рiвнiсть означає, що
0 \in \mathrm{S}\mathrm{p}P (z0).

Покажемо що нульовий розв’язок рiвняння (3) нестiйкий.
За теоремою 3 iснує послiдовнiсть нормованих векторiв am, m \geq 1, для якої

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
m\rightarrow \infty 

\| P (z0)am\| H = 0. (14)

Зафiксуємо довiльнi числа \varepsilon \in (0, 1) та m \in \BbbN i розглянемо додатне число T (\varepsilon ), для якого\bigm| \bigm| \bigm| ez0T (\varepsilon )
\bigm| \bigm| \bigm| = 2. (15)

Таке число iснує, оскiльки z0 > 0. Позначимо через x(t, \varepsilon am) неперервний розв’язок рiвняння
(3), що задовольняє умову

x(t, \varepsilon am) = ez0t\varepsilon am

для всiх t \in [ - \Delta , 0), де \Delta = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}n\geq 1\Delta n, i розглянемо функцiю

\delta m(t) = x(t, \varepsilon am) - ez0t\varepsilon am. (16)

Очевидно, що
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d\delta m(t)

dt
\equiv 

\infty \sum 
n=0

Bn\delta m(t - \Delta n) - \varepsilon ez0tP (z0)am,

де \Delta 0 = 0. Звiдси випливає, що

\delta m(t) = \varepsilon 
1 - ez0t

z0
P (z0)am +

t\int 
0

\infty \sum 
n=0

Bn\delta m(s - \Delta n) ds, t \geq 0.

Отже,

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\tau \in [0,t]

\| \delta m(\tau )\| H \leq \varepsilon 

z0
ez0t\| P (z0)am\| H +

t\int 
0

\infty \sum 
n=0

\| Bn\| EndH \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\tau \in [0,s]

\| \delta m(\tau )\| H ds, t \geq 0,

i на пiдставi нерiвностi Гронуолла – Беллмана (див., наприклад, [8])

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\tau \in [0,T (\varepsilon )]

\| \delta m(\tau )\| H \leq 
\biggl( 

\varepsilon 

z0
ez0T (\varepsilon )\| P (z0)am\| H

\biggr) 
e
T (\varepsilon )

\infty \sum 
n=0

\| Bn\| EndH

.

Звiдси та зi спiввiдношення (14) отримуємо

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
m\rightarrow \infty 

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\tau \in [0,T (\varepsilon )]

\| \delta m(\tau )\| H = 0.

Тому на пiдставi (15), (16)
\| x(T (\varepsilon ), \varepsilon am)\| H \geq 1

для досить великих n \in \BbbN , що завдяки довiльностi вибору \varepsilon означає нестiйкiсть нульового
розв’язку рiвняння (3). Iз довiльностi вибору невiд’ємних чисел \Delta n, n \geq 1, випливає абсолют-
на нестiйкiсть нульового розв’язку цього рiвняння.

Теорему 1 доведено.
Зауваження 1. Якщо в рiвняннi (3) операторнi коєфiцiєнти не є самоспряженими, то тверд-

ження теореми 1 є хибним навiть тодi, коли \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}H = 2. Це пiдтверджується наступним при-
кладом.

Приклад 1. Розглянемо систему двох скалярних диференцiально-рiзницевих рiвнянь\Biggl( 
x\prime 1(t)

x\prime 2(t)

\Biggr) 
= B0

\Biggl( 
x1(t)

x2(t)

\Biggr) 
+B1

\Biggl( 
x1(t - \Delta )

x2(t - \Delta )

\Biggr) 
, t \geq 0, (17)

з довiльним невiд’ємним \Delta , де

B0 = B1 =

\Biggl( 
0 0

1 0

\Biggr) 
.

Легко перевiрити, що

\mathrm{S}\mathrm{p} (B0 +B1) = \{ 0\} , (18)

тобто для (17) не виконується спiввiдношення (5). Однак нульовий розв’язок системи рiв-
нянь (17) є абсолютно нестiйким, оскiльки векторнi функцiї\Biggl( 

x1(t)

x2(t)

\Biggr) 
=

\Biggl( 
c1

2c1t+ c2

\Biggr) 
, c1, c2 \in \BbbR ,

є розв’язками цiєї системи для кожного \Delta \geq 0.
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5. Доведення теореми 2. Необхiднiсть. Нехай виконуються спiввiдношення (6), (7) i ну-
льовий розв’язок рiвняння (4) абсолютно нестiйкий. Тодi цей розв’язок нестiйкий i при \Delta n = 0,

\tau n = 0, n \geq 1. У цьому випадку рiвняння (4) набирає вигляду\Biggl( 
I +

\infty \sum 
n=1

An

\Biggr) 
dx(t)

dt
=

\Biggl( \infty \sum 
n=0

Bn

\Biggr) 
x(t), t \geq 0. (19)

Завдяки нерiвностi (6) оператор I +
\sum \infty 

n=1
An має неперервний обернений

\Bigl( 
I +

\sum \infty 

n=1
An

\Bigr)  - 1

(див., наприклад, [9]) i\Biggl( 
I +

\infty \sum 
n=1

An

\Biggr)  - 1

= I +
\infty \sum 
n=1

( - 1)n

\Biggl( 
I +

\infty \sum 
n=1

An

\Biggr) n

. (20)

Тому рiвняння (19) рiвносильне рiвнянню

dx(t)

dt
=

\Biggl( 
I +

\infty \sum 
n=1

An

\Biggr)  - 1\Biggl( \infty \sum 
n=0

Bn

\Biggr) 
x(t), t \geq 0. (21)

Завдяки (7), (20) оператор \Biggl( 
I +

\infty \sum 
n=1

An

\Biggr)  - 1\Biggl( \infty \sum 
n=0

Bn

\Biggr) 

у рiвняннi (21) є самоспряженим. Оскiльки нульовий розв’язок рiвняння (21) нестiйкий, то
за допомогою мiркувань, що використовувалися при доведеннi необхiдностi умов теореми 1,
переконуємося, що виконується спiввiдношення

\BbbC +

\bigcap 
\mathrm{S}\mathrm{p}

\left(  \Biggl( I + \infty \sum 
n=1

An

\Biggr)  - 1 \infty \sum 
n=0

Bn

\right)  \not = \varnothing . (22)

Iз цього спiввiдношення випливає (5). Справдi, на пiдставi (7), (20) самоспряженi оператори\Bigl( 
I +

\sum \infty 

n=1
An

\Bigr)  - 1
i
\sum \infty 

n=0
Bn переставнi (комутують) i на пiдставi (6)

\mathrm{S}\mathrm{p}

\Biggl( 
I +

\infty \sum 
n=1

An

\Biggr)  - 1

\subset (0,+\infty ). (23)

Оскiльки для переставних операторiв
\Bigl( 
I +

\sum \infty 

n=1
An

\Bigr)  - 1
i
\sum \infty 

n=0
Bn

\mathrm{S}\mathrm{p}

\left(  \Biggl( I + \infty \sum 
n=1

An

\Biggr)  - 1 \infty \sum 
n=0

Bn

\right)  \subset 

\left\{   \lambda \mu : \lambda \in \mathrm{S}\mathrm{p}

\Biggl( 
I +

\infty \sum 
n=1

An

\Biggr)  - 1

, \mu \in \mathrm{S}\mathrm{p}

\infty \sum 
n=0

Bn

\right\}   
(див., наприклад, [9, с. 229, 230]), то завдяки (22), (23) виконується (5).

Достатнiсть. Нехай виконуються спiввiдношення (5) – (7).
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Покажемо, що нульовий розв’язок рiвняння (4) абсолютно нестiйкий.
Зафiксуємо довiльнi невiд’ємнi числа \Delta n, \tau n, n \geq 1, i розглянемо рiвняння (4) та опера-

торну функцiю Q(z), що визначається рiвностями

Q(z) = z

\Biggl( 
I +

\infty \sum 
n=1

e - z\tau nAn

\Biggr) 
 - B0  - 

\infty \sum 
n=1

e - z\Delta nBn, z \geq 0. (24)

Завдяки (1) та самоспряженостi операторiв An, n \geq 1 i Bn, n \geq 0, значення функцiї Q(z)

при z \in [0,+\infty ) є самоспряженими операторами i ця функцiя є неперервною на [0,+\infty ). Тому
неперервною на [0,+\infty ) є функцiя \lambda m(Q(z)).

Очевидно, що на пiдставi (5) та (24)

\lambda m(Q(0)) < 0.

Також

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
z\rightarrow +\infty 

\lambda m(Q(z)) = +\infty . (25)

Справдi, завдяки спiввiдношенням

\lambda m(Q(z)) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\| x\| H=1

\Biggl( \Biggl( 
z

\Biggl( 
I +

\infty \sum 
n=1

e - z\tau nAn

\Biggr) 
 - B0  - 

\infty \sum 
n=1

e - z\Delta nBn

\Biggr) 
x, x

\Biggr) 
\geq 

\geq \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\| x\| H=1

\Biggl( 
z

\Biggl( 
I +

\infty \sum 
n=1

e - z\tau nAn

\Biggr) 
x, x

\Biggr) 
 - \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

\| x\| H=1

\Biggl( \Biggl( 
B0 +

\infty \sum 
n=1

e - z\Delta nBn

\Biggr) 
x, x

\Biggr) 
\geq 

\geq z  - \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\| x\| H=1

\Biggl( 
z

\Biggl( \infty \sum 
n=1

e - z\tau nAn

\Biggr) 
x, x

\Biggr) 
 - 

\infty \sum 
n=0

\| Bn\| EndH \geq 

\geq z

\Biggl( 
1 - 

\infty \sum 
n=1

\| An\| EndH

\Biggr) 
 - 

\infty \sum 
n=0

\| Bn\| EndH , z \in [0,+\infty ),

та (6) виконується (25).
За теоремою Больцано – Кошi iснує точка z0 \in (0,+\infty ) така, що

\lambda m(Q(z0)) = 0.

Ця рiвнiсть означає, що

0 \in \mathrm{S}\mathrm{p}Q(z0). (26)

Покажемо що нульовий розв’язок рiвняння (4) нестiйкий.
За теоремою 3 та (26) iснує послiдовнiсть нормованих векторiв am, m \geq 1, для якої

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
m\rightarrow \infty 

\| Q(z0)am\| H = 0. (27)

Розглянемо векторнi функцiї vm = ez0tam, m \geq 1. Цi функцiї є розв’язками вiдповiдно
рiвнянь
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dv(t)

dt
+

\infty \sum 
n=1

An
dv(t - \tau n)

dt
 - B0v(t) - 

\infty \sum 
n=1

Bnv(t - \Delta n) = ez0tQ(z0)am, m \geq 1.

Далi розглянемо неперервно диференцiйовнi на [ - \Delta , 0]
\bigl( 
\Delta = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}n\geq 1 \Delta n + \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}n\geq 1 \tau n

\bigr) 
функ-

цiї \varepsilon m = \varepsilon m(t), m \geq 1, такi, що

d\varepsilon m(0)

dt
+

\infty \sum 
n=1

An
d\varepsilon m( - \tau n)

dt
 - B0\varepsilon m(0) - 

\infty \sum 
n=1

Bn\varepsilon m( - \Delta n) = Q(z0)am, m \geq 1,

i

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
m\rightarrow \infty 

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [ - \Delta ,0]
\| \varepsilon m(t)\| H + \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [ - \Delta ,0]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| d\varepsilon m(t)

dt

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
H

\Biggr) 
= 0 (28)

\biggl( 
тут

d\varepsilon m(0)

dt
i
d\varepsilon m( - \Delta )

dt
означають похiднi функцiї \varepsilon m(t) злiва i справа в точках 0 i  - \Delta 

вiдповiдно

\biggr) 
. Функцiї з такими властивостями iснують завдяки спiввiдношенням (6), (27) та

лiнiйностi рiвняння (4).
Позначимо через \gamma m(t) розв’язок початкової задачi

d\gamma (t)

dt
+

\infty \sum 
n=1

An
d\gamma (t - \tau n)

dt
 - B0\gamma (t) - 

\infty \sum 
n=1

Bn\gamma (t - \Delta n) = ez0tQ(z0)am,

\gamma (\theta ) = \varepsilon m(\theta ), \theta \in [ - \Delta , 0].

Тодi vm(t) - \gamma m(t) — розв’язок рiвняння (4).
Легко перевiрити, використовуючи (27), (28), що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
m\rightarrow \infty 

\Biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]
\| \gamma m(t)\| H + \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

t\in [0,T ]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| d\gamma m(t)

dt

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
H

\Biggr) 
= 0 (29)

для кожного T > 0. Оскiльки для розв’язкiв vm(t)  - \gamma m(t), m \geq 1, рiвняння (4), очевидно,
справджуються спiввiдношення

ez0t + \| \gamma m(t)\| H \geq \| ez0tam  - \gamma m(t)\| H \geq ez0t  - \| \gamma m(t)\| H

для всiх m \geq 1 i t \geq 0, то на пiдставi (29) i того, що z0 > 0, нульовий розв’язок рiвняння (4)
нестiйкий. Iз довiльностi вибору в рiвняннi (4) невiд’ємних чисел \Delta n, \tau n, n \geq 1, випливає
абсолютна нестiйкiсть нульового розв’язку цього рiвняння.

Теорему 2 доведено.
Зауваження 2. Якщо для рiвняння (4) не виконується вимога самоспряженостi оператор-

них коєфiцiєнтiв, то твердження теореми 2 є хибним, що пiдтверджується наступним прик-
ладом.

Приклад 2. Розглянемо систему диференцiально-рiзницевих рiвнянь\Biggl( 
x\prime 1(t)

x\prime 2(t)

\Biggr) 
+A1

\Biggl( 
x\prime 1(t - \tau )

x\prime 2(t - \tau )

\Biggr) 
= B0

\Biggl( 
x1(t)

x2(t)

\Biggr) 
+B1

\Biggl( 
x1(t - \Delta )

x2(t - \Delta )

\Biggr) 
, t \geq 0, (30)
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з довiльними невiд’ємними \tau i \Delta , де

A1 =
1

2

\Biggl( 
0 0

1 0

\Biggr) 
, B0 = B1 =

\Biggl( 
0 0

1 0

\Biggr) 
.

Легко перевiрити, що для (30) виконуються спiввiдношення (6), (7) i (18).
Отже, для (30) спiввiдношення (5) не виконується. Однак нульовий розв’язок системи рiв-

нянь (30) є абсолютно нестiйким, оскiльки векторнi функцiї\Biggl( 
x1(t)

x2(t)

\Biggr) 
=

\Biggl( 
c1

2c1t+ c2

\Biggr) 
, c1, c2 \in \BbbR ,

є розв’язками цiєї системи для всiх невiд’ємних \tau i \Delta .

6. Додатковi зауваження та лiтературнi вказiвки. Теореми 1 i 2 є новими. Вони аналогiчнi
вiдповiдним твердженням про необхiднi та достатнi умови абсолютної нестiйкостi розв’язкiв
лiнiйних скалярних диференцiально-рiзницевих рiвнянь, отриманих автором в [1,10]. У цих
працях також наведено достатнi умови абсолютної нестiйкостi розв’язкiв лiнiйних систем ди-
ференцiально-рiзницевих рiвнянь запiзнювального типу.

Достатнi умови нестiйкостi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь у банаховому просторi зi
скiнченним числом довiльних неперервно залежних вiд часу запiзнень отримано в [1].

Задача про абсолютну нестiйкiсть розв’язкiв диференцiально-рiзницевих рiвнянь аналогiчна
задачi про абсолютну стiйкiсть розв’язкiв диференцiально-рiзницевих рiвнянь, що розв’язува-
лася в [1, 11 – 22] та iнших працях.

Застосування абсолютних стiйкостi та нестiйкостi розв’язкiв диференцiально-рiзницевих
рiвнянь наведено в [1].
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