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ПРО ГРАНИЧНI ЗНАЧЕННЯ ТРИГАРМОНIЧНОГО IНТЕГРАЛА ПУАССОНА
НА МЕЖI ОДИНИЧНОГО КРУГА

Let C0 be a curve in a disk D = \{ | z| < 1\} tangential to a circle at the point z = 1 and let C\theta be the result of rotation
of this curve about the origin z = 0 by an angle \theta . We construct a bounded function u(z) three-harmonic in D with zero

normal derivatives
\partial u

\partial n
and

\partial 2u

\partial r2
on the boundary such that the limit along C\theta does not exist for all \theta , 0 \leq \theta \leq 2\pi .

Пусть C0 — касательная кривая в круге D = \{ | z| < 1\} к окружности в точке z = 1 и C\theta — результат ее
вращения вокруг точки z = 0 на угол \theta . Построена ограниченная тригармоническая в D функция u(z) с нулевыми

производными
\partial u

\partial n
и
\partial 2u

\partial r2
на границе, для которой предел вдоль C\theta не существует для всех \theta , 0 \leq \theta \leq 2\pi .

1. Вступ. Питання про поведiнку аналiтичних (гармонiчних) у крузi функцiй, починаючи з
теореми П. Фату [1], активно дослiджувалось у двох напрямках. З одного боку, розширювалися
класи дослiджуваних функцiй, а з iншого – розглядалися рiзноманiтнi способи пiдходу до
межових точок областi.

Так, порiвняння дотичних i недотичних пiдходiв до межi круга D = \{ | z| < 1\} привело
Лiттлвуда [2] до формулювання твердження про те, що iснує обмежена гармонiчна функцiя
f \in D, для якої

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
| z| \rightarrow 1
z\in C\theta 

f(z) (1)

не iснує майже для всiх \theta \in [0; 2\pi ], де C\theta одержується з довiльної дотичної кривої C0 в D

до кола в точцi z = 1 обертанням на кут \theta . В 1990 р. Х. Аiкава [3] довiв, що сформульоване
твердження має мiсце для всiх \theta \in [0; 2\pi ]. Зазначимо також, що трохи ранiше в роботi В. Й. Гор-
байчука [4] для класу бiгармонiчних в D функцiй, який визначається граничною функцiєю f

i нульовою нормальною похiдною, було показано, що такий клас функцiй не мiстить iнших
гармонiчних функцiй, крiм констант. Згодом в роботi [5] для згаданого класу функцiй було
встановлено iснування обмеженої бiгармонiчної функцiї h \in D такої, що границя (1) не iснує
для всiх \theta \in [0; 2\pi ].

Слiд зазначити, що одержанi в цьому напрямку результати знайшли застосування при дос-
лiдженнi апроксимативних властивостей бiгармонiчного iнтеграла Пуассона (див., наприклад,
[6 – 11]).

Таким чином, у зв’язку з результатами робiт [3, 5] природно виникає питання про те, чи
буде мати мiсце аналогiчне твердження для тригармонiчних в D функцiй. У цiй статтi буде
дано позитивну вiдповiдь на сформульоване питання.

2. Основний результат. Сформулюємо задачу Дiрiхле для тригармонiчного рiвняння в
такiй постановцi.

Знайти у крузi D функцiю

u = u(z) = u(rei\varphi ), 0 \leq r < 1, 0 \leq \varphi \leq 2\pi ,

яка є розв’язком тригармонiчного рiвняння \Delta 3u = 0 i задовольняє такi крайовi умови:
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u| \partial D = g,
\partial u

\partial n

    
\partial D

= g1,
\partial 2u

\partial r2

    
\partial D

= g2.

Тут g, g1, g2 — функцiї, заданi на межi областi з певними властивостями, що забезпечують
iснування та єдинiсть розв’язку цiєї задачi.

Зазначимо, що сформульована задача Дiрiхле дослiджувалась i в бiльш загальнiй постанов-
цi, а саме, для випадкiв, коли замiсть круга D розглядалися гiперкулi простору Rn, n \geq 3,

n \in N (див., наприклад, [12 – 14]).
Що ж стосується цiєї задачi для одиничного круга D, то, як випливає з результату, одержа-

ного у [12], її розв’язком є функцiя вигляду

ug(\varphi , r) =

=
(1 - r2)3

8\pi 

2\pi \int 
0

4 - 9r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t) + 6r2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2(\varphi  - t) - r3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t)

(r2  - 2r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t) + 1)3
g(eit)dt - 

 - (1 - r2)3

2\pi 

2\pi \int 
0

1 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t)

(r2  - 2r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t) + 1)2
g1(e

it)dt+

+
(1 - r2)3

4\pi 

2\pi \int 
0

g2(e
it)

r2  - 2r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t) + 1
dt, (2)

де g \in C2(\partial D), g1 \in C1(\partial D), g2 \in C(\partial D).

Якщо ж на одиничному колi g1 = g2 \equiv 0, то розв’язком вiдповiдної задачi Дiрiхле є
тригармонiчний iнтеграл Пуассона

ug(\varphi , r) =

=
(1 - r2)3

8\pi 

2\pi \int 
0

4 - 9r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t) + 6r2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2(\varphi  - t) - r3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t)

(1 - 2r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t) + r2)3
g(eit)dt. (3)

Справедливим є таке твердження.
Теорема 1. Iснує обмежена тригармонiчна функцiя u(z) в D така, що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
| z| \rightarrow 1
z\in C\theta 

u(z)

не iснує для всiх \theta , 0 \leq \theta \leq 2\pi .

Для доведення теореми нам знадобляться допомiжнi твердження.
Лема 1. Нехай m > \pi /2, 0 < c < 1 i \eta \in [0, 2\pi ]. Крiм того, g є вимiрною на [0, 2\pi ],

| g| \leq 1 на [0, 2\pi ] i g(\varphi ) = 0 для | \varphi  - \eta | < mc. Тодi для всiх r, 1 - c \leq r < 1, справджується
оцiнка

\bigm| \bigm| ug(\eta , r)\bigm| \bigm| < 3

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 2

m - 1 +
1

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 4

m - 3 +
8

5\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 6

m - 5. (4)
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Доведення. Запишемо тригармонiчне ядро Пуассона \widetilde P з iнтеграла (3) у виглядi

\widetilde P :=

(1 - r2)3
\biggl[ 
1

2

\bigl( 
4 - 9r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t) + 6r2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2(\varphi  - t) - r3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t)

\bigr) \biggr] 
2 (1 - 2r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t) + r2)3

\equiv 

\equiv 1 - r2

2

\biggl[ 
3(1 - r2)

4
P +

3 - 5r2

4
P 2 +

1 - r2

2
P 3

\biggr] 
,

P =
1 - r2

1 - 2r \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\varphi  - t) + r2
.

Тодi

1

2\pi 

2\pi \int 
0

g \widetilde Pd\varphi =

=
1 - r2

2

\left[  1

2\pi 

2\pi \int 
0

3(1 - r2)

4
Pgd\varphi +

1

2\pi 

2\pi \int 
0

3 - 5r2

4
P 2gd\varphi +

1

2\pi 

2\pi \int 
0

1 - r2

2
P 3gd\varphi 

\right]  =

= I1 + I2 + I3. (5)

Для встановлення оцiнок зверху модулiв величин I1, I2 та I3 скористаємося вiдповiдними
оцiнками, одержаними в [3, 5], тобто

| I1| =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - r2

2

1

2\pi 

2\pi \int 
0

3(1 - r2)

4
Pgd\varphi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < 3

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 2

m - 1,

| I2| =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - r2

2

1

2\pi 

2\pi \int 
0

3 - 5r2

4
P 2gd\varphi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < 1

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 4

m - 3.

Далi, за умовою g(\varphi ) = 0 при | \varphi  - \eta | < mc, i тому для | I3| будемо мати

| I3| =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - r2

2

1

2\pi 

2\pi \int 
0

1 - r2

2
P 3gd\varphi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| =
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
(1 - r2)2

4

1

2\pi 

\int 
| \varphi  - \eta | \geq mc

P 3gd\varphi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq 4c5

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 6 \int 
| \varphi  - \eta | \geq mc

P 3g
d\varphi 

| \varphi  - \eta | 6
\leq 8

5\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 6

m - 5.

Пiдставивши встановленi оцiнки в (5), одержимо (4).
Лему 1 доведено.
Лема 2. Нехай для сталої m > \pi /2 виконується нерiвнiсть

3

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 2

m - 1 +
1

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 4

m - 3 +
8

5\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 6

m - 5 \leq 1

4
.
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Крiм того, 0 < c < 1, \eta \in [0, 2\pi ], g є вимiрною на [0, 2\pi ], | g| \leq 1 на [0, 2\pi ], g(\varphi ) = 1 при
умовi | \varphi  - \eta | < mc. Тодi для 1 - c \leq r < 1 справджується оцiнка

ug(\eta , r) \geq 
1

2
. (6)

Доведення. Легко перевiрити, що виконується рiвнiсть

ug(\eta , r) = 1 + 2u 1
2
(g - 1)(\eta , r). (7)

Дiйсно,

1 + 2u 1
2
(g - 1)(\eta , r) = 1 + 2 \cdot 1

2\pi 

2\pi \int 
0

1

2
(g  - 1) \widetilde Pdt =

= 1 +
1

2\pi 

2\pi \int 
0

g \widetilde Pdt - 1

2\pi 

2\pi \int 
0

\widetilde Pdt.

Покажемо, що
1

2\pi 

\int 2\pi 

0

\widetilde Pdt = 1. Використавши зображення (5) для ядра \widetilde P , одержимо

1

2\pi 

2\pi \int 
0

\widetilde Pdt =

=
1 - r2

2

\left(  1

2\pi 

2\pi \int 
0

3(1 - r2)

4
Pdt+

1

2\pi 

2\pi \int 
0

3 - 5r2

4
P 2dt+

1

2\pi 

2\pi \int 
0

1 - r2

2
P 3dt

\right)  = I4 + I5 + I6.

Застосувавши iнтегральну теорему Кошi, обчислимо I4, I5 та I6 :

I4 =
1 - r2

4\pi 

2\pi \int 
0

3(1 - r2)

4
Pdt =

3r4  - 6r2 + 3

8
,

I5 =
1 - r2

4\pi 

2\pi \int 
0

3 - 5r2

4
P 2dt =

3 - 2r2  - 5r4

8
,

I6 =
1 - r2

4\pi 

2\pi \int 
0

1 - r2

4
P 3dt =

2 + 8r2 + 2r4

8
.

Пiдставивши I4, I5 та I6 у рiвнiсть (6), одержимо
1

2\pi 

\int 2\pi 

0

\widetilde Pdt = 1.

Отже,

1 + 2u 1
2
(g - 1)(\eta , r) = 1 +

1

2\pi 

2\pi \int 
0

g \widetilde Pdt - 1 = ug(\eta , r).
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Тому, застосувавши лему 1 до функцiї
1

2
(g  - 1) при 1 - c \leq r < 1, отримаємо

u 1
2
(g - 1)(\eta , r) \geq  - q,

де

q :=
3

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 2

m - 1 +
1

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 4

m - 3 +
8

5\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

m

\biggr)  - 6

m - 5.

За умовою q \leq 1

4
, i тому з (7) випливає нерiвнiсть (6).

Лему 2 доведено.

Лема 3. Нехай 0 < \varepsilon <
1

4
i 0 < c < 1. Припустимо, що функцiя g є вимiрною на [0, 2\pi ],

| g| \leq 1 на [0, 2\pi ] i для всiх \eta \in [0, 2\pi ] виконується нерiвнiсть

c - 1

\int 
| \varphi  - \eta | <c

| g(\varphi )| d\varphi \leq \varepsilon .

Тодi
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

| z| \leq 1 - c
| ug(\eta , r)| \leq m1

\surd 
\varepsilon ,

де

m1 =
185

8\pi 
+

3

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

2

\biggr)  - 2

+
1

4\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

2

\biggr)  - 4

+
1

10\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

2

\biggr)  - 6

.

Доведення. Нехай r = 1 - c i rei\eta — довiльна точка на колi
\bigl\{ 
| z| = r

\bigr\} 
. Запишемо функцiю

g у виглядi g = v1 + v2, де v1 = g\chi | \varphi  - \eta | <c/
\surd 
\varepsilon , \chi A — характеристична функцiя множини A.

Оцiнимо зверху на колi | z| = 1  - c величини | uv1(\eta , r)| i | uv2(\eta , r)| . Згiдно з рiвнiстю (5)
для функцiї v1 маємо

| uv1(\eta , r)| \leq 
3(1 - r2)2

8

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 12\pi 
2\pi \int 
0

v1Pd\varphi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| + (1 - r2)(3 - 5r2)

8

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 12\pi 
2\pi \int 
0

v1P
2d\varphi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| +
+
1 - r2

4

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 12\pi 
2\pi \int 
0

v1P
3d\varphi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| .
Використавши вiдповiднi оцiнки, одержанi у роботах [3, 5], можемо записати

3(1 - r2)2

8

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 12\pi 
2\pi \int 
0

v1Pd\varphi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 3(4c2 + c4)

4\pi 

\surd 
\varepsilon <

15

4\pi 

\surd 
\varepsilon , (8)

(1 - r2)(3 - 5r2)

8

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 12\pi 
2\pi \int 
0

v1P
2d\varphi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 3(c2 + 4)

8\pi 

\surd 
\varepsilon <

15

8\pi 

\surd 
\varepsilon , (9)

1 - r2

4

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 12\pi 
2\pi \int 
0

v1P
3d\varphi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq (c2 + 4)(4 + 3c2)

2\pi 

\surd 
\varepsilon <

35

2\pi 

\surd 
\varepsilon . (10)
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Iз (8) – (10) випливає оцiнка

| uv1(\eta , r)| \leq 
185

8\pi 

\surd 
\varepsilon .

Для встановлення оцiнки величини | uv2(\eta , r)| , застосувавши лему 1 з m = 1/
\surd 
\varepsilon , одержимо

| uv2(\eta , r)| <
3

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

2

\biggr)  - 2\surd 
\varepsilon +

1

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

2

\biggr)  - 4\surd 
\varepsilon 3 +

8

5\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

2

\biggr)  - 6\surd 
\varepsilon 5.

Таким чином, на колi | z| = 1 - c справджуються спiввiдношення

| ug(\eta , r)| \leq | uv1(\eta , r)| + | uv2(\eta , r)| <

<

\Biggl( 
185

8\pi 
+

3

\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

2

\biggr)  - 2

+
1

4\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

2

\biggr)  - 4

+
1

10\pi 

\biggl( 
2

\pi 
 - 1

2

\biggr)  - 6
\Biggr) 
\surd 
\varepsilon .

Тому на пiдставi довiльностi вибору r, 1  - c \leq r < 1, 0 < c < 1, можемо стверджувати, що
для розв’язкiв тригармонiчного рiвняння \Delta 3u = 0 у крузi | z| \leq 1 - c з неперервно диференцi-
йовними граничними умовами твердження леми є справедливим.

Лему 3 доведено.
Для того щоб сформулювати наступне твердження, наведемо необхiднi позначення з вiдпо-

вiдними коментарями.
Нехай Tz := \{ \theta | z \in C\theta \} — вiдображення точок множини D на [0, 2\pi ] \ni \theta . Tz := \varnothing , якщо

жодне C\theta , 0 \leq \theta \leq 2\pi , не мiстить z \in D. Якщо M \subset D, то рiвнiсть T (M) = [0, 2\pi ] є
справедливою тодi i тiльки тодi, коли крива C\theta , 0 \leq \theta \leq 2\pi , перетинає множину M. Нехай
\gamma — частина кривої C0, тодi \gamma \theta — це результат її обертання навколо початку координат на
кут \theta . При цих позначеннях \gamma = \gamma 0. Позначимо через T\gamma z :=

\bigl\{ 
\theta | z \in \gamma \theta 

\bigr\} 
множину значень

вiдображення T\gamma . Нехай \gamma \ast — радiальна проекцiя \gamma на \partial D. Оскiльки \gamma — зв’язна множина, то
\gamma \ast є круговим iнтервалом на \partial D або точкою. При цьому, якщо \gamma мiстить обидва свої кiнцi,
\gamma \ast є замкненим круговим iнтервалом або точкою. Нехай l(\gamma \ast ) — довжина \gamma \ast . Величина \gamma \ast є
скiнченною, хоча крива \gamma може бути неспрямлюваною.

У статтi [3] доведено, що коли \gamma є частиною кривої C0, яка з’єднує точки aei\alpha i bei\beta ,

0 < a < b < 1, то, поклавши

M(\eta ) = \{ rei\eta , a \leq r \leq b\} ,

переконаємося, що T\gamma (M(\eta )) — замкнений iнтервал довжини l(\gamma \ast ). Зокрема, якщо

\gamma \ast =
\Bigl\{ 
ei\theta , \theta 1 \leq \theta \leq \theta 2

\Bigr\} 
,

то

T\gamma (M(\eta )) = [\eta  - \theta 2, \eta  - \theta 1] .

Лема 4 [5]. Для довiльного m > 1 можна вибрати послiдовнiсть дуг \gamma j кривої C0 з
такими властивостями:

1) \gamma j зв’язує aje
i\alpha j i bjei\beta j ;

2) якщо z \in \gamma j , то aj \leq | z| \leq bj ;
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3) l(\gamma \ast j ) > j2(1 - aj), де \gamma \ast j — радiальна проекцiя \gamma j на \partial D;

4) 0 < 1 - bj < 1 - aj <
1 - bj - 1

m
<

1 - aj - 1

m
.

Доведення теореми 1. Будемо користуватися схемою мiркувань, яка застосовувалась у ро-
ботах [3, 5] при побудовi гармонiчної функцiї h(z) i бiгармонiчної функцiї uf (\varphi , r) вiдповiдно.

Нехай m — стала, яка означена в лемi 2. Виберемо послiдовнiсть кривих \gamma j i чисел aj i bj ,
що задовольняють умови леми 4.

Позначимо через Mj(\eta ) радiальний лiнiйний сегмент \{ rei\eta , aj \leq r \leq bj\} . Тодi, застосу-
вавши лему 4 до \gamma = \gamma j i M(\eta ) = Mj(\eta ), одержимо, що T\gamma j (Mj(\eta )) — замкнений iнтервал
довжини l(\gamma \ast j ).

Нехай N — цiле число, що задовольняє умову

2\pi 

l(\gamma \ast j )
\leq N < 1 +

2\pi 

l(\gamma \ast j )
. (11)

Покладемо \eta k =
2\pi k

N
. Оскiльки

| \eta k  - \eta k+1| =
2\pi 

N
\leq l(\gamma \ast j ),

то [0; 2\pi ] =
N\bigcup 
k=1

T\gamma j (Mj(\eta k)).

Далi, оскiльки T\gamma jz \subset Tz \forall z \in D, то T (Mj) = [0; 2\pi ], де Mj =
N\bigcup 
k=1

Mj(\eta k). Нехай

Ik = [\eta k  - m(1 - aj), \eta k +m(1 - aj)],

Ej =

N\bigcup 
k=1

Ik, hj = \chi Ej .

Змiнюючи iндекс j, одержуємо деяку послiдовнiсть дуг \gamma j . Використовуючи (11) i властивiсть
3 леми 4, переконуємося, що для мiри множини Ej виконано умову

| Ej | < 2m
4\pi 

j2
\rightarrow 0 для j \rightarrow \infty .

Тому, беручи послiдовнiсть дуг \gamma j вiдповiдним чином, можемо вважати, що

\infty \sum 
j=1

| Ej | < \infty .

Використовуючи властивiсть 4 леми 4, маємо

l(Ik) < 2(1 - bj - 1).

Звiдси випливає, що якщо I — такий iнтервал на [0; 2\pi ], що l(I) = 2(1  - bj - 1), то кiлькiсть
iнтервалiв Ik, якi перетинають I, обмежена величиною

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2018, т. 70, № 7



ПРО ГРАНИЧНI ЗНАЧЕННЯ ТРИГАРМОНIЧНОГО IНТЕГРАЛА ПУАССОНА . . . 883

16(1 - bj - 1)

l(\gamma \ast j )
.

Отже, для довiльного \eta \in [0; 2\pi ] hj задовольняє нерiвнiсть

1

1 - bj - 1

\int 
| \varphi  - \eta | <1 - bj - 1

hj(\varphi )d\varphi \leq 32m
1 - aj
l(\gamma \ast j )

,

де m — стала, визначена в лемi 1.
Покладемо

32m
1 - aj
l(\gamma \ast j )

= \varepsilon > 0.

Внаслiдок обмеженостi m будемо мати, що \varepsilon \rightarrow \infty при j \rightarrow \infty . Тодi за лемою 3, покладаючи
c = 1 - bj - 1, для досить великих j при g = hj одержуємо оцiнку

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
| z| \leq bj - 1

uhj (\varphi , r) \leq m1

\surd 
32m

\sqrt{} 
1 - aj
l(\gamma \ast j )

,

де m1 — стала, визначена в лемi 3.
Далi, мiркуючи, як у роботах [3, 5], остаточно отримуємо спiввiдношення

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r=| z| \rightarrow 1
z\in C\theta 

ug(\varphi , r) \leq  - 1

4
<

1

4
\leq \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

r=| z| \rightarrow 1
z\in C\theta 

ug(\varphi , r)

для всiх \theta \in [0, 2\pi ].

Теорему 1 доведено.
Наступне твердження в певному сенсi доповнює теорему 1.
Теорема 2. У крузi D iснує необмежена тригармонiчна функцiя ug0(\varphi , r) така, що для

всiх \theta , 0 \leq \theta \leq 2\pi , справджується рiвнiсть

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
| z| \rightarrow 1
z\in C\theta 

ug0(\varphi , r) = \infty .

Доведення. Використаємо множини Ej , побудованi в [3]. Як зазначалося вище, для мiри
цих множин виконано умову | Ej | \rightarrow 0 при j \rightarrow \infty . Тодi шукану функцiю g0(\varphi ) вибираємо у
виглядi

g0(\varphi ) =

\infty \sum 
j=j0

pj\chi Ej ,

де \{ pj\} — невiд’ємна послiдовнiсть така, що

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
j\rightarrow \infty 

pj = \infty ,

а j0 вибираємо настiльки великим, щоб | g0(\varphi )| \leq 1. Використовуючи лему 2, одержуємо таку
невiд’ємну тригармонiчну функцiю ug0(\varphi , r), для якої

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
| z| \rightarrow 1
z\in C\theta 

ug0(\varphi , r) = \infty для всiх \theta \in [0, 2\pi ].

Теорему 2 доведено.
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