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ОЦIНКИ ДОБУТКУ ВНУТРIШНIХ РАДIУСIВ
П’ЯТИ ВЗАЄМНО НЕПЕРЕТИННИХ ОБЛАСТЕЙ

We study the extremal V. N. Dubinin problem in the geometric theory of functions of complex variables connected with the
estimates of a functional defined on a system of nonoverlapping domains. A particular solution of this problem is obtained.

Рассматривается экстремальная проблема В. Н. Дубинина в геометрической теории функций комплексной пере-
менной, связанная с оценкой некоторого функционала, заданного на системе неналегающих областей, и найдено ее
частное решение.

У геометричнiй теорiї функцiй комплексної змiнної значне мiсце займають екстремальнi задачi
на класах областей, що не перетинаються, або, iншими словами, задачi про екстремальне
розбиття. З iсторiєю розвитку даного напрямку можна ознайомитися, наприклад, в [1 – 4]. Було
отримано багато вагомих результатiв, але водночас значна кiлькiсть задач не розв’язана i досi.
Однiй iз таких задач i присвячено дану роботу. Дана задача була сформульована в роботi [1,
с. 68].

Нехай \BbbN , \BbbC — множини натуральних i комплексних чисел вiдповiдно, Gj — область в \BbbC ,
r(Gj , gj) — внутрiшнiй радiус областi Gj у точцi gj (див., наприклад, [1 – 4]).

Задача 1. Знайти максимум виразу

In(\gamma ) = r\gamma (G0, g0)

n\prod 
k=1

r(Gk, gk), (1)

де G0, G1, G2, . . . ,Gn, n \geq 2, — попарно неперетиннi областi в \BbbC , g0 = 0, | gk| = 1, k = 1, n,

r(Gj , gj) — внутрiшнiй радiус областi Gj у точцi gj , gj \in Gj , j = 0, n i \gamma \leq n, i описати
екстремальнi конфiгурацiї областей.

У роботi [2] було розв’язано дану задачу при n \geq 2 i \gamma = 1. Л. В. Ковальов у 1996 р. в роботi
[5] отримав розв’язок задачi 1 при певних суттєвих обмеженнях на геометрiю розташування
систем точок на одиничному колi i при n \geq 5. У роботi [3] задачу 1 було розв’язано для \gamma > 1,

але починаючи з деякого, заздалегiдь невiдомого номера n.

Зауважимо, що випадки n = 2, 3, 4 при \gamma > 1 є одними з найскладнiших у данiй проблемi.
Деякi конкретнi результати при даних значеннях n були отриманi в роботах [6, 7]. У статтi [8]
для випадку n = 4 було розповсюджено результат роботи [5] при \gamma \in (1; 4]. Однак найкращим
результатом при n = 4 без додаткових умов на розташування точок gk при k = 1, 4 на момент
написання даної роботи була теорема 2 з роботи [6], де задачу 1 було розв’язано для \gamma \in (1; 1, 7].

Вивченню випадку n = 4 i присвячено дану роботу.
Зауважимо, що для опису екстремальних конфiгурацiй областей ми будемо використовувати

квадратичний диференцiал (див., наприклад, [3, с. 63 – 70]).
У данiй роботi встановлено такi результати.
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Теорема 1. Для n = 4 i \gamma \in (1; 2, 09] виконується нерiвнiсть

r\gamma (G0, g0)
4\prod 

k=1

r(Gk, gk) \leq r\gamma (D0, 0)
4\prod 

k=1

r(Dk, dk),

причому dk = (i)k - 1, 0 \in D0, dk \in Dk, k = 1, 4, де Dk, dk — вiдповiдно круговi областi i
полюси квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =  - (16 - \gamma )w4 + \gamma 

w2(w4  - 1)2
dw2.

Теорема 2. Для n = 4 i довiльного 2, 09 < \gamma \leq 4 при додатковiй умовi r(G0, g0) \leq 1

2
виконується нерiвнiсть

I4(\gamma ) <

\Bigl( \gamma 
4

\Bigr) \gamma 
4

\Bigl( 
1 - \gamma 

16

\Bigr) 4+\gamma 
4

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

4

1 +

\surd 
\gamma 

4

\right)   
2
\surd 
\gamma 

. (2)

Зауважимо, що теорема 2 доповнює теорему 1, але на значно вужчому класi областей.

Доведення теореми 1 розiб’ємо на 2 частини.

1. Випадок \gamma \in (1, 7; 2]. Для \gamma = 1 задачу повнiстю розв’язано в роботi [2]. З методу цiєї
роботи також випливає, що цей результат є правильним i для 0 < \gamma < 1. В роботi [6] задачу
розв’язано для \gamma \in (1; 1, 7].

Згiдно з умовою задачi, g0 = 0, | gk| = 1, k = 1, 4. Припустимо для конкретностi, що

0 = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} g1 < \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} g2 < \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} g3 < \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} g4 < 2\pi .

Далi, означимо числа \alpha k таким чином:

\alpha 1 :=
1

\pi 
(\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} g2  - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} g1), \alpha 2 :=

1

\pi 
(\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} g3  - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} g2),

\alpha 3 :=
1

\pi 
(\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} g4  - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} g3), \alpha 4 :=

1

\pi 
(2\pi  - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} g4).

Доведемо, що областi, якi можуть бути екстремальними, задовольняють умову \alpha 0 \leq 2
\surd 
\gamma 
,

де \alpha 0 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \{ \alpha k\} , k = 1, 4. Припустимо протилежне, а саме \alpha 0 >
2
\surd 
\gamma 
. Обчислимо значення

функцiонала

I04 (\gamma ) = r\gamma (D0, d0)
4\prod 

k=1

r(Dk, dk).
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Згiдно з теоремою 5.2.3 з роботи [3],

I0n(\gamma ) =

\biggl( 
4

n

\biggr) n

\biggl( 
4\gamma 

n2

\biggr) \gamma 
n

\Bigl( 
1 - \gamma 

n2

\Bigr) n+ \gamma 
n

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

n

1 +

\surd 
\gamma 

n

\right)   
2
\surd 
\gamma 

.

Врахувавши, що n = 4, отримаємо

I04 (\gamma ) =

\Bigl( \gamma 
4

\Bigr) \gamma 
4

\Bigl( 
1 - \gamma 

16

\Bigr) 4+\gamma 
4

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

4

1 +

\surd 
\gamma 

4

\right)   
2
\surd 
\gamma 

. (3)

Виконаємо в (1) такi перетворення:

I4(\gamma ) = r\gamma (G0, g0)
4\prod 

k=1

r(Gk, gk) =

=

\Biggl( 
4\prod 

k=1

(r(G0, g0)r(Gk, gk)r(Gk+1, gk+1))

\Biggr) \gamma 
4
\Biggl( 

4\prod 
k=1

r(Gk, gk)

\Biggr) 1 - \gamma 
2

,

де G5 = G1, g5 = g1.

Згiдно з теоремою Голузiна [9, c. 165], виконуються нерiвностi

r(G0, g0)r(Gk, gk)r(Gk+1, gk+1) \leq 
64

81
\surd 
3
| gk  - g0| | gk+1  - g0| | gk+1  - gk| =

=
64

81
\surd 
3
| gk+1  - gk| 

для кожного k = 1, 4. Звiдси отримуємо

4\prod 
k=1

(r(G0, g0)r(Gk, gk)r(Gk+1, gk+1))
\gamma 
4 \leq 

\leq 
\biggl( 

64

81
\surd 
3

\biggr) \gamma 

(| g2  - g1| | g3  - g2| | g4  - g3| | g1  - g4| )
\gamma 
4 .

Враховуючи, що \alpha 0 >
2
\surd 
\gamma 
, i дослiджуючи добуток (| g2  - g1| | g3  - g2| | g4  - g3| | g1  - g4| ) на

екстремум при данiй умовi на \alpha 0, переконуємося, що його максимальне значення досягається
у випадку, коли
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| g2  - g1| = | g3  - g2| = | g4  - g3| = 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
1 - 1

\surd 
\gamma 

\biggr) 
\pi 

3
.

Тодi | g1  - g4| = 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi 

\biggl( 
1 - 1

\surd 
\gamma 

\biggr) 
.

Нехай \pi 

\biggl( 
1 - 1

\surd 
\gamma 

\biggr) 
= \mu (\gamma ). У цьому випадку маємо

4\prod 
k=1

(r\gamma (G0, g0)r(Gk, gk)r(Gk+1, gk+1))
\gamma 
4 \leq 

\leq 
\biggl( 

128

81
\surd 
3

\biggr) \gamma \biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}3

\biggl( 
\mu (\gamma )

3

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mu (\gamma )

\biggr) \gamma 
4
\leq 

\leq (0, 912356)1,7
\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}3

\biggl( 
\mu (\gamma )

3

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mu (\gamma )

\biggr) \gamma 
4
.

Далi, згiдно з теоремою Кузьмiної [4, с. 25], отримуємо

4\prod 
k=1

r(Gk, gk) \leq 
9

4
8
3

(| g1  - g2| | g1  - g3| | g2  - g3| | g1  - g4| | g2  - g4| | g3  - g4| )
2
3 \leq 

\leq 16
9

4
8
3

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2
\biggl( 
\mu (\gamma )

3

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

4
3

\biggl( 
2\mu (\gamma )

3

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

2
3 \mu (\gamma ) < 1

для \gamma \in (1, 7; 2].

Пiдсумовуючи викладене, одержуємо

I4(\gamma ) \leq (0, 912356)1,7
\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}3

\biggl( 
\mu (\gamma )

3

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mu (\gamma )

\biggr) \gamma 
4
.

Для \gamma = 2 маємо I4(\gamma ) \leq 0, 126623. Водночас I04 (\gamma ) = 0, 15947244 при \gamma = 2 (див. (3)),
тобто I4(\gamma ) < I04 (\gamma ) при \gamma = 2. Якщо ж \gamma \in (1, 7; 2), то

(0, 912356)1,7
\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}3

\biggl( 
\mu (\gamma )

3

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mu (\gamma )

\biggr) \gamma 
4
< I4(2),

водночас I04 (\gamma ) > I04 (2), тобто I4(\gamma ) < I04 (\gamma ) для \gamma \in (1, 7; 2).

Таким чином, для \alpha 0 >
2
\surd 
\gamma 

конфiгурацiї областей не можуть бути екстремальними.

Звiдси \alpha 0 \leq 2
\surd 
\gamma 
, i за теоремою 1 з роботи [8] екстремальною є конфiгурацiя, вказана в

умовi даної теореми. Для \gamma \in (1, 7; 2] теорему доведено.
2. Випадок \gamma \in (2; 2, 09]. Виконаємо такi перетворення:
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I4(\gamma ) = r\gamma (G0, g0)

4\prod 
k=1

r(Gk, gk) = r\gamma  - 2(G0, g0)

\Biggl( 
r2(G0, g0)

4\prod 
k=1

r(Gk, gk)

\Biggr) 
=

= r\gamma  - 2(G0, g0)

\Biggl( 
4\prod 

k=1

(r(G0, g0)r(Gk, gk)r(Gk+1, gk+1))

\Biggr) 1
2

\leq 

\leq r\gamma  - 2(G0, g0)

\biggl( 
64

81
\surd 
3

\biggr) 2

(| g2  - g1| | g3  - g2| | g4  - g3| | g1  - g4| )
1
2 \leq 

\leq r\gamma  - 2(G0, g0)

\biggl( 
128

81
\surd 
3

\biggr) 2\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}3

\biggl( 
\mu (\gamma )

3

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mu (\gamma )

\biggr) 1
2
.

Згiдно з лемою 1 iз роботи [6],

r(G0, g0) \leq (I04 (\gamma ))
1

\gamma  - 4 .

Для \gamma = 2, 09 отримуємо

I4(\gamma ) \leq (I04 (2, 09))
1

2,09 - 4

\biggl( 
128

81
\surd 
3

\biggr) 2\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}3

\biggl( \biggl( 
1 - 1\surd 

2, 09

\biggr) 
\pi 

3

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi 

\biggl( 
1 - 1\surd 

2, 09

\biggr) \biggr) 1
2
\leq 

\leq 0, 147638.

Водночас I04 (2, 09) \approx 0, 150321, тобто для \gamma = 2, 09 виконується нерiвнiсть I4(\gamma ) < I04 (\gamma ).

Для \gamma \in (2; 2, 09) виконуються такi нерiвностi: I4(\gamma ) \leq I4(2, 09), I04 (2, 09) \leq I04 (\gamma ), тобто

I4(\gamma ) < I04 (\gamma ) для \gamma \in (2; 2, 09). Таким чином, для \alpha 0 >
2
\surd 
\gamma 

конфiгурацiї областей не можуть

бути екстремальними.

Звiдси \alpha 0 \leq 2
\surd 
\gamma 
, i за теоремою 1 з роботи [8] екстремальною є конфiгурацiя, вказана в

умовi даної теореми. Для випадку \gamma \in (2; 2, 09] теорему доведено.
Таким чином, теорему 1 доведено повнiстю.
Доведення теореми 2. Зауважимо, що вираз, який мiститься у правiй частинi нерiвностi

(2), дорiвнює значенню функцiонала I04 (\gamma ).

За умовою

I4(\gamma ) = r\gamma (G0, g0)

4\prod 
k=1

r(Gk, gk) \leq 
\biggl( 
1

2

\biggr) \gamma 4\prod 
k=1

r(Gk, gk) \leq 

\leq 
\biggl( 
1

2

\biggr) \gamma 9

4
8
3

(| g1  - g2| | g1  - g3| | g2  - g3| | g1  - g4| | g2  - g4| | g3  - g4| )
2
3 .

Остання нерiвнiсть виконується за вищезгаданою теоремою Кузьмiної [4]. Далi, враховую-

чи, що \alpha 0 >
2
\surd 
\gamma 
, i дослiджуючи останнiй вираз на екстремум при данiй умовi на \alpha 0, отримуємо

нерiвнiсть
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I4(\gamma ) \leq 
\biggl( 
1

2

\biggr) \gamma 

16
9

4
8
3

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2
\biggl( 
\mu (\gamma )

3

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

4
3

\biggl( 
2\mu (\gamma )

3

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

2
3 \mu (\gamma ).

Нехай 16
9

4
8
3

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2
\biggl( 
\mu (\gamma )

3

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

4
3

\biggl( 
2\mu (\gamma )

3

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

2
3 \mu (\gamma ) = \Phi (\gamma ). Розiб’ємо промiжок \gamma \in (2, 09; 4]

на кiлька менших промiжкiв.
Нехай спочатку \gamma \in (2, 09; 2, 8]. Тодi, враховуючи, що \Phi (\gamma ) зростає, одержуємо

I4(\gamma ) \leq 
\biggl( 
1

2

\biggr) 2,09

\Phi (2, 8) = 0, 092058.

Водночас

I04 (2, 8) = 0, 097443,

тобто для \gamma \in (2, 09; 2, 8]

I4(\gamma ) < 0, 092058 < I04 (2, 8) < I04 (\gamma ),

а отже, для \alpha 0 >
2
\surd 
\gamma 

i \gamma \in (2, 09; 2, 8] конфiгурацiї областей не можуть бути екстремальними.

Нехай тепер \gamma \in (2, 8; 3, 2]. Тодi

I4(\gamma ) \leq 
\biggl( 
1

2

\biggr) 2,8

\Phi (3, 2) = 0, 074467 < 0, 078027 \approx I04 (3, 2),

тобто для \gamma \in (2, 8; 3, 2]

I4(\gamma ) < 0, 074467 < I04 (3, 2) < I04 (\gamma ),

а отже, для \alpha 0 >
2
\surd 
\gamma 

i \gamma \in (2, 8; 3, 2] конфiгурацiї областей не можуть бути екстремальними.

Аналогiчно для \gamma \in (3, 2; 3, 5]

I4(\gamma ) \leq 
\biggl( 
1

2

\biggr) 3,2

\Phi (3, 5) \approx 0, 065995 < 0, 066642 < I04 (3, 5) \leq I04 (\gamma ).

Для \gamma \in (3, 5; 3, 7]

I4(\gamma ) \leq 
\biggl( 
1

2

\biggr) 3,5

\Phi (3, 7) \approx 0, 058435 < 0, 060225 < I04 (3, 7) \leq I04 (\gamma ).

Для \gamma \in (3, 7; 3, 85]

I4(\gamma ) \leq 
\biggl( 
1

2

\biggr) 3,7

\Phi (3, 85) \approx 0, 053862 < 0, 05593 < I04 (3, 85) \leq I04 (\gamma ).

Для \gamma \in (3, 85; 4]
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I4(\gamma ) \leq 
\biggl( 
1

2

\biggr) 3,85

\Phi (4) \approx 0, 051116 < 0, 052025 < I04 (4) \leq I04 (\gamma ),

звiдки випливає, що для \gamma \in (2, 09; 4] i \alpha 0 >
2
\surd 
\gamma 

I4(\gamma ) < I04 (\gamma ) =

\Bigl( \gamma 
4

\Bigr) \gamma 
4

\Bigl( 
1 - \gamma 

16

\Bigr) 4+\gamma 
4

\left(   1 - 
\surd 
\gamma 

4

1 +

\surd 
\gamma 

4

\right)   
2
\surd 
\gamma 

.

Звiдси \alpha 0 \leq 2
\surd 
\gamma 

i за теоремою 1 iз роботи [8] випливає нерiвнiсть, вказана в умовi даної

теореми.
Теорему 2 доведено.
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