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АПРОКСИМАТИВНI ВЛАСТИВОСТI
БIГАРМОНIЧНИХ ОПЕРАТОРIВ ПУАССОНА НА КЛАСАХ \^\bfitL \bfitpsi \bfitbeta ,\bfone 

We obtain the asymptotic equalities for the least upper bounds of the approximations of functions from the classes \^L\psi \beta ,1
by biharmonic Poisson operators in the integral metric.

Получены асимптотические равенства для точных верхних граней приближений функций из классов \^L\psi \beta ,1 бигар-
моническими операторами Пуассона в интегральной метрике.

1. Постановка задачi та деякi допомiжнi твердження. Нехай \^L1 — множина функцiй \varphi ,

заданих на всiй дiйснiй осi \BbbR iз скiнченною нормою \| \varphi \| \^1 = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}a\in R

\int a+2\pi 

a
| \varphi (t)| dt, \^L\infty —

множина вимiрних i суттєво обмежених на всiй дiйснiй осi функцiй iз скiнченною нормою
\| \varphi \| \^\infty = \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \BbbR | \varphi (t)| . Через \^C позначають множину неперервних, заданих на дiйснiй осi
функцiй iз скiнченною нормою \| f\| \^C = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}x\in R| f (x)| .

У 1988 р. О. I. Степанцем [1, 2] означено множини \^L\psi \beta локально сумовних функцiй, якi
заданi на всiй числовiй осi i в загальному випадку не є перiодичними. Нехай \beta \in \BbbR i неперервна
при всiх v \geq 0 функцiя \psi (v) такi, що перетворення \^\psi \beta (t) вигляду

\^\psi \beta (t) = \^\psi (t, \beta ) =
1

\pi 

\infty \int 
0

\psi (v) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
vt+

\beta \pi 

2

\biggr) 
dv

є сумовним на всiй дiйснiй осi. Через \^L\psi \beta позначають множину функцiй f(x) \in \^L1, якi майже
для всiх x \in \BbbR можна записати у виглядi

f(x) = A0 +

\infty \int 
 - \infty 

\varphi (x+ t) \^\psi \beta (t)dt, (1)

де A0 — деяка стала, \varphi \in \^L1, а iнтеграл слiд розумiти як границю iнтегралiв по симетричних
промiжках, що розширюються.

Якщо f \in \^L\psi \beta i при цьому \varphi \in \frakN , \frakN \subset \^L1, то кажуть, що f \in \^L\psi \beta \frakN ,

\^L\psi \beta ,1 =
\Bigl\{ 
f \in \^L\psi \beta : \| \varphi \| \^1 \leq 1

\Bigr\} 
, \^C\psi \beta ,\infty =

\Bigl\{ 
f \in \^L\psi \beta \cap \^C : \| \varphi \| \^\infty \leq 1

\Bigr\} 
.

Функцiю \varphi (\cdot ) iз (1) називають (\psi , \beta )-похiдною функцiї f(\cdot ) (див., наприклад, [3, c. 170]) i
позначають f\psi \beta (\cdot ).

Через \frakM позначають [4] множину додатних неперервних опуклих донизу функцiй \psi (v),

v \geq 1, для яких \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}v\rightarrow \infty \psi (v) = 0. Кожну функцiю \psi \in \frakM продовжимо на промiжок [0, 1)

таким чином, щоб:

1) отримана функцiя (яку, як i ранiше, будемо позначати через \psi (v)) була неперервною при
всiх v \geq 0, \psi (0) = 0;

2) похiдна \psi \prime (v) = \psi \prime (v + 0) мала обмежену варiацiю на промiжку [0,\infty ) i \psi (v) мала
неперервну другу похiдну на [0,\infty ) скрiзь, за винятком точки v = 1;
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3) \psi (v) була зростаючою та опуклою донизу на [0, 1] .

Множину таких функцiй позначимо через \frakA . Пiдмножину функцiй \psi \in \frakA , для яких\int \infty 

1

\psi (t)

t
dt < \infty , позначимо через \frakA \prime . Далi, з множини \frakM видiлимо пiдмножину \frakM 0 :

\frakM 0 =

\biggl\{ 
\psi \in \frakM : 0 <

t

\eta (t) - t
\leq K \forall t \geq 1

\biggr\} 
,

де \eta (t) = \eta (\psi , t) = \psi  - 1

\biggl( 
1

2
\psi (t)

\biggr) 
, а \psi  - 1 — функцiя, обернена до функцiї \psi . Тут i далi домо-

вимося через K, Ki позначати сталi, взагалi кажучи, не однi i тi ж у рiзних спiввiдношеннях,
якi можуть залежати вiд \psi . Якщо \psi \in \frakA i при цьому на промiжку [1,\infty ) \psi \in \frakM 0, то будемо
записувати \psi \in \frakA 0. Покладемо також \frakA 0 \cap \frakA \prime = \frakA \prime 

0.

Оператор B\sigma , \sigma \in (0,\infty ), що дiє на функцiю f \in \^L\psi \beta за правилом

B\sigma (f ;x) = A0+

+

\infty \int 
 - \infty 

f\psi \beta (x+ t)
1

\pi 

\infty \int 
0

\psi (v)
\Bigl[ 
1 +

v

2

\Bigl( 
1 - e - 2/\sigma 

\Bigr) \Bigr] 
e - v/\sigma \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
vt+

\beta \pi 

2

\biggr) 
dvdt, (2)

де \psi (v) — неперервна при всiх v \geq 0 функцiя, \beta \in \BbbR , будемо називати [5] бiгармонiчним
оператором Пуассона. Повторюючи мiркування, використанi при доведеннi твердження 9.1.1
роботи [3, с. 169], неважко переконатися в тому, що за умови перiодичностi функцiй f оператор
B\sigma є вiдомим бiгармонiчним iнтегралом Пуассона (див., наприклад, [6, 7]).

У данiй роботi вивчається асимптотична поведiнка при \sigma \rightarrow \infty величини

\scrE 
\Bigl( 
\^L\psi \beta ,1, B\sigma 

\Bigr) 
\^1
= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in \^L\psi \beta ,1

\| f(\cdot ) - B\sigma (f ; \cdot )\| \^1 , (3)

коли \psi \in \frakA \prime 
0, \beta \in \BbbR .

Апроксимативнi характеристики лiнiйних методiв пiдсумовування iнтегралiв Фур’є на кла-
сах локально сумовних функцiй вивчались О. I. Степанцем [1 – 4] та його послiдовниками (див.,
наприклад, [8 – 10]).

У перiодичному випадку задача про наближення на класах диференцiйовних функцiй у рiв-
номiрнiй метрицi за допомогою бiгармонiчних iнтегралiв Пуассона дослiджувалась С. Канiєвим
[11], P. Pych [12], Л. П. Фалалєєвим [13], а також у роботах [14 – 21].

Апроксимативнi властивостi бiгармонiчних операторiв Пуассона на класi \^C\psi \beta ,\infty у рiвномiр-

нiй метрицi у випадку, коли функцiя \psi (v) спадає до нуля при v \rightarrow \infty швидше за функцiю
1

v2
,

яка визначає порядок насичення лiнiйного методу, породженого оператором B\sigma , дослiджено
авторами в роботi [5]. Метою даної роботи є дослiдження асимптотичної поведiнки величин
(3) в iнтегральнiй метрицi у випадку функцiй малої гладкостi, тобто таких функцiй \psi (\cdot ), для

яких
\int \infty 

1
v\psi (v) = \infty .

2. Наближення функцiй iз класiв \^\bfitL \bfitpsi \bfitbeta ,\bfone бiгармонiчними операторами Пуассона. По-
кладемо

\tau (v) = \tau \sigma (v;\psi ) =
\bigl( 
1 - [1 + \gamma v] e - v

\bigr) \psi (\sigma v)
\psi (\sigma )

, \sigma \geq 1, (4)
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\gamma :=
\sigma 

2

\Bigl( 
1 - e - 2/\sigma 

\Bigr) 
, (5)

де функцiя \psi \in \frakA є визначеною та неперервною при всiх v \geq 0. Для бiгармонiчного оператора
Пуассона вигляду (2), на пiдставi леми роботи [22], отримуємо наступне твердження.

Лема. Нехай \psi \in \frakA \prime , iнтеграл A(\tau \sigma ) вигляду

A(\tau \sigma ) =
1

\pi 

\infty \int 
 - \infty 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\tau (v) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
vt+

\beta \pi 

2

\biggr) 
dv

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dt (6)

збiгається. Тодi при \sigma \rightarrow \infty має мiсце рiвнiсть

\scrE 
\Bigl( 
\^L\psi \beta ,1;B\sigma 

\Bigr) 
\^1
= \psi (\sigma )A(\tau \sigma ) + \psi (\sigma )\omega (\sigma ), (7)

де \omega (\sigma ) \leq 0 i

| \omega (\sigma )| = O

\left(   \int 
| t| \geq \sigma \pi /2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \int 
0

\tau \sigma (v) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
vt+

\beta \pi 

2

\biggr) 
dv

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dt
\right)   . (8)

Основним результатом роботи є наступне твердження.
Теорема. Нехай \psi \in \frakA \prime 

0, функцiя g(v) = v2\psi (v) опукла вгору або донизу на [b,\infty ) , b \geq 1.

Тодi при \sigma \rightarrow \infty має мiсце рiвнiсть

\scrE 
\Bigl( 
\^L\psi \beta ,1, B\sigma 

\Bigr) 
\^1
= \psi (\sigma )A(\tau \sigma ) +O

\left(  1

\sigma 2
+

1

\sigma 3

\sigma \int 
1

v\psi (v)dv

\right)  , (9)

де величина A(\tau \sigma ) визначена рiвнiстю (6), i для неї справджується асимптотична рiвнiсть

A(\tau \sigma ) =
1

\pi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \beta \pi 2
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\left(  1

\sigma 2\psi (\sigma )

\sigma \int 
1

v\psi (v)dv +
2

\psi (\sigma )

\infty \int 
\sigma 

\psi (v)

v
dv

\right)  +O

\left(  1 +
1

\sigma 2\psi (\sigma )

\sigma \int 
1

\psi (v)dv

\right)  .
(10)

Доведення. Як випливає з леми 1, рiвнiсть (7) має мiсце в тому випадку, коли iнтеграл A(\tau \sigma ),
заданий формулою (6), є збiжним. Згiдно з теоремою 1 роботи [23], для збiжностi iнтеграла
A(\tau \sigma ) необхiдно i достатньо, щоб збiгались iнтеграли

1
2\int 

0

v| d\tau \prime (v)| ,
\infty \int 
1
2

| v  - 1| | d\tau \prime (v)| , (11)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \beta \pi 2
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

\infty \int 
0

| \tau (v)| 
v

dv,

1\int 
0

| \tau (1 - v) - \tau (1 + v)| 
v

dv, (12)

де \tau (v) — неперервна при всiх v \geq 0 функцiя вигляду (4).
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Дотримуючись схеми встановлення оцiнок для iнтегралiв (11), (12), яку наведено у роботi
[24], неважко переконатися в тому, що для функцiй \psi \in \frakA \prime 

0, з урахуванням опуклостi g(v) =
= v2\psi (v), при \sigma \rightarrow \infty мають мiсце рiвностi

1
2\int 

0

v| d\tau \prime (v)| = O

\left(  1 +
1

\sigma 2\psi (\sigma )

\sigma \int 
1

\psi (v)dv

\right)  , (13)

\infty \int 
1
2

| v  - 1| | d\tau \prime (v)| = O(1), (14)

\infty \int 
0

| \tau (v)| 
v

dv =
1

2\sigma 2\psi (\sigma )

\sigma \int 
1

v\psi (v)dv +
1

\psi (\sigma )

\infty \int 
\sigma 

\psi (v)

v
dv +O

\left(  1 +
1

\sigma 2\psi (\sigma )

\sigma \int 
1

\psi (v)dv

\right)  , (15)

1\int 
0

| \tau (1 - v) - \tau (1 + v)| dv
v

= O

\left(  1 +
1

\sigma 2\psi (\sigma )

\sigma \int 
1

\psi (v)dv

\right)  . (16)

На пiдставi формул (2.14), (2.15) iз роботи [23] з урахуванням оцiнок (13) – (15) переконуємось
у справедливостi рiвностi (10).

Далi оцiнимо iнтеграл iз (8), записавши його у виглядi

\infty \int 
0

\tau \sigma (v) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
vt+

\beta \pi 

2

\biggr) 
dv =

\Biggl( 1/\sigma \int 
0

+

\infty \int 
1/\sigma 

\Biggr) 
\tau (v) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
vt+

\beta \pi 

2

\biggr) 
dv. (17)

Двiчi iнтегруючи частинами обидва iнтеграли з правої частини рiвностi (17) та враховуючи,
що \tau (0)=\tau \prime (0) = 0 i \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}v\rightarrow \infty \tau (v) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}v\rightarrow \infty \tau \prime (v) = 0, отримуємо

1

\pi 

\infty \int 
0

\tau (v) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
vt+

\beta \pi 

2

\biggr) 
dv =

1

\pi t2

\biggl( 
\tau \prime 
\biggl( 
1

\sigma 
 - 0

\biggr) 
 - \tau \prime 

\biggl( 
1

\sigma 

\biggr) \biggr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
t

\sigma 
+
\beta \pi 

2

\biggr) 
 - 

 - 1

\pi t2

1/\sigma \int 
0

\tau \prime \prime (v) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
vt+

\beta \pi 

2

\biggr) 
dv  - 1

\pi t2

\infty \int 
1/\sigma 

\tau \prime \prime (v) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
vt+

\beta \pi 

2

\biggr) 
dv,

де, згiдно з (4),

\tau \prime \prime (v) = e - v ( - 1 + 2\gamma  - \gamma v)
\psi (\sigma v)

\psi (\sigma )
+

+2e - v (1 - \gamma + \gamma v)
\sigma \psi \prime (\sigma v)

\psi (\sigma )
+
\bigl( 
1 - [1 + \gamma v] e - v

\bigr) \sigma 2\psi \prime \prime (\sigma v)

\psi (\sigma )
. (18)

Враховуючи, що
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\tau \prime 
\biggl( 
1

\sigma 
 - 0

\biggr) 
 - \tau \prime 

\biggl( 
1

\sigma 

\biggr) 
=
\Bigl( 
1 - 

\Bigl( 
1 +

\gamma 

\sigma 

\Bigr) 
e - 

1
\sigma 

\Bigr) \sigma (\psi \prime (1 - 0) - \psi \prime (1))

\psi (\sigma )
,

а також беручи до уваги нерiвнiсть

1 - e - v  - \gamma ve - v \leq v

\sigma 
+ v2, v \geq 0, (19)

маємо \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 
\infty \int 
0

\tau (v) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
vt+

\beta \pi 

2

\biggr) 
dv

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq K

t2\sigma \psi (\sigma )
+

1

\pi t2

\left(   1/\sigma \int 
0

+

1\int 
1/\sigma 

+

\infty \int 
1

\right)   | \tau \prime \prime (v)| dv. (20)

Оскiльки, згiдно з (5), при достатньо великих \sigma має мiсце нерiвнiсть
1

\sigma 
<

2\gamma  - 1

\gamma 
, то для

v \in 
\biggl[ 
0,

1

\sigma 

\biggr] 
виконується нерiвнiсть v <

2\gamma  - 1

\gamma 
, або, що те саме,

 - 1 + 2\gamma  - \gamma v > 0. (21)

Далi, для 0 < \gamma < 1

1 - \gamma + \gamma v > 0, v \geq 0. (22)

На пiдставi (22) для функцiї k(v) = 1 - [1 + \gamma v] e - v маємо k\prime (v) > 0. Звiдси

1 - [1 + \gamma v] e - v > 0, v \geq 0. (23)

Iз спiввiдношень (18), (21) – (23), враховуючи, що функцiя \psi (\sigma v) є додатною, зростаючою,

опуклою донизу на вiдрiзку

\biggl[ 
0,

1

\sigma 

\biggr] 
, при достатньо великих \sigma отримуємо

\tau \prime \prime (v) > 0, v \in 
\biggl[ 
0,

1

\sigma 

\biggr] 
. (24)

З нерiвностей \gamma < 1, 1 - \gamma <
1

\sigma 
, а також (19), (24) випливає

1/\sigma \int 
0

| \tau \prime \prime (v)| dv = \tau \prime 
\biggl( 
1

\sigma 
 - 0

\biggr) 
= O

\biggl( 
1

\sigma \psi (\sigma )

\biggr) 
, \sigma \rightarrow \infty . (25)

Оцiнимо другий та третiй iнтеграли з правої частини спiввiдношення (20). Скориставшись
розробленим у [24] методом, неважко показати справедливiсть при \sigma \rightarrow \infty оцiнок

1\int 
1/\sigma 

| \tau \prime \prime (v)| dv = O

\left(  1

\sigma \psi (\sigma )
+

1

\sigma 2\psi (\sigma )

\sigma \int 
1

v\psi (v)dv

\right)  , (26)

\infty \int 
1

| \tau \prime \prime (v)| dv = O (1) . (27)
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Об’єднавши формули (20), (25) – (27), при \sigma \rightarrow \infty отримаємо\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 
\infty \int 
0

\tau (v) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
vt+

\beta \pi 

2

\biggr) 
dv

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = O

\left(  1

\sigma \psi (\sigma )
+

1

\sigma 2\psi (\sigma )

\sigma \int 
1

v\psi (v)dv

\right)  1

t2
.

Звiдси, з огляду (8), знаходимо оцiнку величини \omega (\sigma ):\int 
| t| \geq \sigma \pi 

2

| \^\tau \beta (t)| dt = O

\left(  1

\sigma 2\psi (\sigma )
+

1

\sigma 3\psi (\sigma )

\sigma \int 
1

v\psi (v)dv

\right)  .
Враховуючи останню оцiнку та спiввiдношення (7), отримуємо рiвнiсть (9).

Теорему доведено.
Зауважимо, що оцiнки для верхнiх меж наближень функцiй iз класiв \^C\psi \beta ,\infty за допомогою

бiгармонiчних операторiв Пуассона в метрицi простору \^C встановлено в роботi авторiв [5].
Iз теореми випливають наступнi твердження.

Наслiдок 1. Нехай виконуються умови теореми, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\beta \pi 

2
\not = 0 i \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}v\rightarrow \infty 

\psi (v)

v | \psi \prime (v)| 
= \infty ,

\psi \prime (v) = \psi \prime (v + 0). Тодi при \sigma \rightarrow \infty має мiсце асимптотична рiвнiсть

\scrE 
\Bigl( 
\^L\psi \beta ,1, B\sigma 

\Bigr) 
\^1
=

2

\pi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \beta \pi 2
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

\infty \int 
\sigma 

\psi (v)

v
dv +O (\psi (\sigma )) .

Наслiдок 2. Нехай \psi \in \frakA 0, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\beta \pi 

2
\not = 0, функцiя v2\psi (v) опукла вгору або донизу на

[b,\infty ) , b \geq 1,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
v\rightarrow \infty 

v2\psi (v) = \infty , \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\sigma \rightarrow \infty 

1

\sigma 2\psi (\sigma )

\sigma \int 
1

v\psi (v)dv = \infty .

Тодi при \sigma \rightarrow \infty має мiсце асимптотична рiвнiсть

\scrE 
\Bigl( 
\^L\psi \beta ,1, B\sigma 

\Bigr) 
\^1
=

1

\pi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \beta \pi 2
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1

\sigma 2

\sigma \int 
1

v\psi (v)dv +O (\psi (\sigma )) .

Наслiдок 3. Нехай \psi \in \frakA 0, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\beta \pi 

2
\not = 0, функцiя v2\psi (v) опукла донизу на [b,\infty ) , b \geq 1,

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
v\rightarrow \infty 

v2\psi (v) = K <\infty , \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\sigma \rightarrow \infty 

\sigma \int 
1

v\psi (v)dv = \infty .

Тодi при \sigma \rightarrow \infty має мiсце асимптотична рiвнiсть

\scrE 
\Bigl( 
\^L\psi \beta ,1, B\sigma 

\Bigr) 
\^1
=

1

\pi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \beta \pi 2
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1

\sigma 2

\sigma \int 
1

v\psi (v)dv +O

\biggl( 
1

\sigma 2

\biggr) 
.

Зауважимо, що при виконаннi умов наслiдкiв 1 – 3 асимптотичнi рiвностi, що в них наведенi,
дають розв’язок задачi Колмогорова – Нiкольського для бiгармонiчних операторiв Пуассона B\sigma 
на класах \^L\psi \beta ,1 у метрицi простору \^L1.
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