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АПРОКСИМАТИВНI ВЛАСТИВОСТI БIГАРМОНIЧНИХ
IНТЕГРАЛIВ ПУАССОНА НА КЛАСАХ ГЕЛЬДЕРА

We establish asymptotic expansions for the values of approximation of functions from the Hölder class by biharmonic
Poisson integrals in the uniform and integral metrics.

Получены асимптотические разложения величин приближения функций класса Гельдера бигармоническими инте-
гралами Пуассона в равномерной и интегральной метриках.

Постановка задачi та деякi допомiжнi твердження. Нехай C — простiр 2\pi -перiодичних
неперервних функцiй, у якому норма задається за допомогою рiвностi \| f\| C = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

t
| f(t)| ;

L — простiр 2\pi -перiодичних сумовних на перiодi функцiй, в якому норма задається рiвнiстю

\| f\| L = \| f\| 1 =
\int \pi 

 - \pi 
| f(t)| dt.

Множину функцiй f \in L, якi задовольняють умову \| f(\cdot +t) - f(\cdot )\| 1 \leq | t| , будемо позначати
через H1

1 , а множину функцiй f \in C, для яких виконується умова \| f(\cdot + t)  - f(\cdot )\| C \leq | t| , —
через H1. Класи H1 та H1

1 називають класами Гельдера.
Для 2\pi -перiодичної сумовної функцiї f через B(f, x, \rho ), 0 \leq \rho < 1, будемо позначати

(див., наприклад, [1, 2]) бiгармонiчний iнтеграл Пуассона:

B(f, x, \rho ) =
1

\pi 

\pi \int 
 - \pi 

f(t+ x)K\rho (t)dt,

де

K\rho (t) =
1

2
+

\infty \sum 
k=1

\biggl( 
1 +

k

2

\bigl( 
1 - \rho 2

\bigr) \biggr) 
\rho k \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt

— бiгармонiчне ядро Пуассона. Покладемо \rho = e - 1/\delta , \delta > 0, i далi бiгармонiчний iнтеграл
Пуассона будемо записувати у виглядi

B\delta (f, x) =
1

\pi 

\pi \int 
 - \pi 

f(t+ x)K\delta (t)dt,

де

K\delta (t) =
1

2
+

\infty \sum 
k=1

\biggl( 
1 +

k

2

\Bigl( 
1 - e - 2/\delta 

\Bigr) \biggr) 
e - k/\delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kt.

У статтi дослiджується асимптотична поведiнка при \delta \rightarrow \infty величин

\scrE 
\bigl( 
H1;B\delta 

\bigr) 
C
:= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in H1

\| B\delta (f, \cdot ) - f(\cdot )\| C , (1)

\scrE 
\bigl( 
H1

1 ;B\delta 

\bigr) 
1
:= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in H1
1

\| B\delta (f, \cdot ) - f(\cdot )\| 1 . (2)
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Задачу про вiдшукання асимптотичних рiвностей для величини (1) i (2), згiдно з О. I. Степан-
цем [3, с. 198], називатимемо задачею Колмогорова – Нiкольського для бiгармонiчного iнтеграла
Пуассона B\delta (f ;x) на класах H1 i H1

1 у рiвномiрнiй та iнтегральнiй метриках вiдповiдно.
Вивченню апроксимативних властивостей бiгармонiчних iнтегралiв Пуассона на класах ди-

ференцiйовних функцiй присвячено роботи [4 – 18].
Теорема. При \delta \rightarrow \infty має мiсце рiвнiсть

\scrE 
\bigl( 
H1;B\delta 

\bigr) 
C
= \scrE 

\bigl( 
H1

1 ;B\delta 

\bigr) 
1
=

1 - e - 2/\delta 

\pi 

\Biggl\{ 
1 +

\infty \sum 
k=1

( - 1)k
\zeta (2k)(2 - 22 - 2k)

(2k + 1)\pi 2k

1

\delta 2k

\Biggr\} 
+

+

\Biggl( 
2

\pi \delta 
 - 1 - e - 2/\delta 

\pi 

\Biggr) \Biggl\{ 
1 + \mathrm{l}\mathrm{n} 2 + \mathrm{l}\mathrm{n} \delta +

\infty \sum 
k=1

( - 1)k - 1\zeta (2k)(2 - 22 - 2k)

2k(2k + 1)\pi 2k

1

\delta 2k

\Biggr\} 
, (3)

де для \{ z : \mathrm{R}\mathrm{e} z > 1\} \zeta (z) :=
\sum \infty 

s=1

1

sz
— дзета-функцiя Рiмана.

Доведення. В роботi [9] показано, що має мiсце рiвнiсть

\scrE 
\bigl( 
H1;B\delta 

\bigr) 
C
= \scrE 

\bigl( 
H1

1 ;B\delta 

\bigr) 
1
.

Тому достатньо довести справедливiсть рiвностi (3) лише для випадку рiвномiрної метрики.

Оскiльки
1

\pi 

\int \pi 

 - \pi 
K\delta (t)dt = 1, то

B\delta (f, x) - f(x) =
1

\pi 

\pi \int 
 - \pi 

(f(t+ x) - f(x))K\delta (t)dt.

Звiдси з урахуванням того, що f \in H1, а K\delta (t) > 0, t \in [ - \pi , \pi ] , отримуємо

\scrE 
\bigl( 
H1;B\delta 

\bigr) 
C
\leq 1

\pi 

\pi \int 
 - \pi 

| t| K\delta (t) dt. (4)

З iншого боку, функцiя f\ast 
1 , яка є 2\pi -перiодичним продовженням функцiї f1(t) = | t| , t \in 

\in [ - \pi , \pi ), належить до множини H1 i

\scrE 
\bigl( 
H1;B\delta 

\bigr) 
C
\geq \| B\delta (f

\ast 
1 , \cdot ) - f\ast 

1 (\cdot )\| C \geq | B\delta (f
\ast 
1 , 0) - f\ast 

1 (0)| =
1

\pi 

\pi \int 
 - \pi 

| t| K\delta (t) dt. (5)

Об’єднуючи (4) i (5), маємо

\scrE 
\bigl( 
H1;B\delta 

\bigr) 
C
=

1

\pi 

\pi \int 
 - \pi 

| t| K\delta (t) dt =
2

\pi 

\pi \int 
0

tK\delta (t) dt. (6)

Покладемо \varphi \delta (z) =
\Bigl( 
1 +

z

2

\bigl( 
1 - e - 2/\delta 

\bigr) \Bigr) 
e - z/\delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} zt для z \in [0,\infty ) i нехай

\Phi \delta (u) =

\sqrt{} 
2

\pi 

\infty \int 
0

\varphi \delta (z) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} zudz
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— косинус-перетворення Фур’є функцiї \varphi \delta (z). Запишемо \Phi \delta (u) у виглядi

\Phi \delta (u) =

\sqrt{} 
2

\pi 

\infty \int 
0

e - z/\delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} zt \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} zudz +

\sqrt{} 
2

\pi 

\infty \int 
0

1 - e - 2/\delta 

2
ze - z/\delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} zt \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} zu dz =

= \Phi \delta 1(u) + \Phi \delta 2(u). (7)

Як i в [19], можна показати, що

\Phi \delta 1(u) =
1

\delta 
\surd 
2\pi 

\left[   1
1

\delta 2
+ (t - u)2

+
1

1

\delta 2
+ (t+ u)2

\right]   . (8)

Розглянемо тепер косинус-перетворення Фур’є

\Phi \delta 2(u) =
1 - e - 2/\delta 

2
\surd 
2\pi 

\left(  \infty \int 
0

ze - z/\delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} z(u+ t)dz +

\infty \int 
0

ze - z/\delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} z(u - t)dz

\right)  . (9)

Знайдемо iнтеграли з правої частини рiвностi (9). Використовуючи формулу 3.944.6 з [20],
маємо

\infty \int 
0

ze - z/\delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} z(u\pm t)dz =
1

1

\delta 2
+ (u\pm t)2

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\left(   2 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}
u\pm t
1

\delta 

\right)   =

1

\delta 2
 - (u\pm t)2\biggl( 

1

\delta 2
+ (u\pm t)2

\biggr) 2 . (10)

Враховуючи (7) – (10), можемо записати

\Phi \delta (u) =
1\surd 
2\pi 

\left[   1

\delta 
1

\delta 2
+ (t - u)2

+

1

\delta 
1

\delta 2
+ (t+ u)2

+

+
1 - e - 2/\delta 

2

\left(   1

\delta 2
 - (t+ u)2

(
1

\delta 2
+ (t+ u)2)2

+

1

\delta 2
 - (t - u)2

(
1

\delta 2
+ (t - u)2)2

\right)   
\right]   .

Застосовуючи формулу пiдсумовування Пуассона (див., наприклад, [21, с. 82]), отримуємо

K\delta (t) =
\surd 
2\pi 

\Biggl( 
1

2
\Phi \delta (0) +

\infty \sum 
k=1

\Phi \delta (2\pi k)

\Biggr) 
. (11)

Враховуючи спiввiдношення (11), бiгармонiчний iнтеграл Пуассона можемо записати у виглядi

B\delta (f, x) =
1

\pi 

\pi \int 
 - \pi 

f(t+ x)

\left\{         
1

\delta 
1

\delta 2
+ t2

+
1 - e - 2/\delta 

2

1

\delta 2
 - t2\biggl( 

1

\delta 2
+ t2

\biggr) 2+
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+
\infty \sum 
k=1

\left[     
1

\delta 
1

\delta 2
+ (t - 2\pi k)2

+

1

\delta 
1

\delta 2
+ (t+ 2\pi k)2

+

+
1 - e - 2/\delta 

2

\left(     
\biggl( 
1

\delta 

\biggr) 2

 - (t+ 2\pi k)2\biggl( 
1

\delta 2
+ (t+ 2\pi k)2

\biggr) 2 +

1

\delta 2
 - (t - 2\pi k)2\biggl( 

1

\delta 2
+ (t - 2\pi k)2

\biggr) 2

\right)     
\right]     
\right\}         dt =

=
1

\pi 

\infty \int 
 - \infty 

[f(t+ x)]2\pi 

\left(     
1

\delta 
1

\delta 2
+ t2

+
1 - e - 2/\delta 

2

1

\delta 2
 - t2\biggl( 

1

\delta 2
+ t2

\biggr) 2

\right)     dt, (12)

де [f(\cdot )]2\pi — парне 2\pi -перiодичне продовження функцiї f(\cdot ) iз [ - \pi , \pi ] на всю числову вiсь.

Аналогiчним чином, використовуючи (11), рiвнiсть (6) можемо записати у виглядi

\scrE 
\bigl( 
H1;B\delta 

\bigr) 
C
=

2

\pi 

\infty \int 
0

[t]2\pi 

\left(     
1

\delta 
1

\delta 2
+ t2

+
1 - e - 2/\delta 

2

1

\delta 2
 - t2\biggl( 

1

\delta 2
+ t2

\biggr) 2

\right)     dt =

=
2

\pi \delta 

\pi \int 
0

t
1

\delta 2
+ t2

dt+
1 - e - 2/\delta 

\pi 

\pi \int 
0

t

1

\delta 2
 - t2\biggl( 

1

\delta 2
+ t2

\biggr) 2dt+

+
2

\pi \delta 

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
1

\delta 2
+ t2

dt+
1 - e - 2/\delta 

\pi 

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 

1

\delta 2
 - t2\biggl( 

1

\delta 2
+ t2

\biggr) 2dt = I1 + I2 + I3 + I4. (13)

Для iнтеграла I1 одержуємо

I1 =
2

\pi \delta 

\pi \int 
0

t
1

\delta 2
+ t2

dt =
1

\pi \delta 

\pi \int 
0

d

\biggl( 
1

\delta 2
+ t2

\biggr) 
1

\delta 2
+ t2

=
1

\pi \delta 

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1

\delta 2
+ \pi 2

\biggr) 
 - \mathrm{l}\mathrm{n}

1

\delta 2

\biggr) 
=

=
2

\pi \delta 
(\mathrm{l}\mathrm{n} \delta + \mathrm{l}\mathrm{n}\pi ) +

1

\pi \delta 

\infty \sum 
k=1

( - 1)k - 1

k\pi 2k

\biggl( 
1

\delta 

\biggr) 2k

.

Розглянемо iнтеграл I2 :

I2 =
1 - e - 2/\delta 

\pi 

\pi \int 
0

t

1

\delta 2
 - t2\biggl( 

1

\delta 2
+ t2

\biggr) 2 dt =
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=
1 - e - 2/\delta 

\pi 

\left(     1

\delta 2

\pi \int 
0

t\biggl( 
1

\delta 2
+ t2

\biggr) 2 dt - 
\pi \int 

0

t3\biggl( 
1

\delta 2
+ t2

\biggr) 2 dt

\right)     . (14)

Знайдемо iнтеграли з правої частини рiвностi (14):

\pi \int 
0

t\biggl( 
1

\delta 2
+ t2

\biggr) 2 dt =
1

2

\pi \int 
0

d

\biggl( 
1

\delta 2
+ t2

\biggr) 
\biggl( 

1

\delta 2
+ t2

\biggr) 2 dt =  - 1

2

\left(   1
1

\delta 2
+ \pi 2

 - \delta 2

\right)   , (15)

\pi \int 
0

t3\biggl( 
1

\delta 2
+ t2

\biggr) 2 dt =
1

2

1/\delta 2+\pi 2\int 
1/\delta 2

x - 1

\delta 2

x2
dx =

1

2

\left(   1/\delta 2+\pi 2\int 
1/\delta 2

dx

x
 - 1

\delta 2

1/\delta 2+\pi 2\int 
1/\delta 2

dx

x2

\right)   =

=
1

2

\left(   \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1

\delta 2
+ \pi 2

\biggr) 
 - \mathrm{l}\mathrm{n}

1

\delta 2
+

1

\delta 2

\left(   1
1

\delta 2
+ \pi 2

 - \delta 2

\right)   
\right)   =

= \mathrm{l}\mathrm{n} \delta + \mathrm{l}\mathrm{n}\pi +
1

2

\left(   \infty \sum 
k=1

( - 1)k - 1

k\pi 2k

\biggl( 
1

\delta 

\biggr) 2k

+
1

\delta 2

\left(   1
1

\delta 2
+ \pi 2

 - \delta 2

\right)   
\right)   . (16)

Тодi, використовуючи (14) – (16), маємо

I2 =
1 - e - 2/\delta 

\pi 

\left(    - 1

2\delta 2

\left(   1
1

\delta 2
+ \pi 2

 - \delta 2

\right)    - \mathrm{l}\mathrm{n} \delta  - \mathrm{l}\mathrm{n}\pi  - 

 - 1

2

\left(   \infty \sum 
k=1

( - 1)k - 1

k\pi 2k

\biggl( 
1

\delta 

\biggr) 2k

+
1

\delta 2

\left(   1
1

\delta 2
+ \pi 2

 - \delta 2

\right)   
\right)   
\right)   =

=
1 - e - 2/\delta 

\pi 

\Biggl( \infty \sum 
k=1

( - 1)k+1

\pi 2(k - 1)

\biggl( 
1

\delta 

\biggr) 2(k - 1)

 - \mathrm{l}\mathrm{n} \delta  - \mathrm{l}\mathrm{n}\pi  - 1

2

\infty \sum 
k=1

( - 1)k - 1

k\pi 2k

\biggl( 
1

\delta 

\biggr) 2k
\Biggr) 
.

Для iнтегралiв I3 та I4 отримуємо

I3 =
2

\pi \delta 

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
1

\delta 2
+ t2

dt =
2

\pi \delta 

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
t2

1

1 +

\biggl( 
1

\delta t

\biggr) 2 dt =
2

\pi \delta 

\infty \sum 
k=1

( - 1)k - 1

\delta 2(k - 1)

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
t2k

dt,

I4 =
1 - e - 2/\delta 

\pi 

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 

1

\delta 2
 - t2\biggl( 

1

\delta 2
+ t2

\biggr) 2 dt =
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=
1 - e - 2/\delta 

\pi 

\left(  \infty \sum 
k=1

( - 1)k - 1 2k

\delta 2k

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
t2k+2

dt - 
\infty \sum 
k=1

( - 1)k - 1

\delta 2(k - 1)

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
t2k

dt

\right)  .

Пiдставляючи вирази для iнтегралiв Ii, i = 1, 4, у спiввiдношення (13), дiстаємо

\scrE 
\bigl( 
H1;B\delta 

\bigr) 
C
=

1 - e - 2/\delta 

\pi 

\left\{   1 +
\infty \sum 
k=1

( - 1)k - 1

\left(  2k

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
t2k+2

dt - 1

\pi 2k

\right)  1

\delta 2k

\right\}   +

+

\Biggl( 
2

\pi 

1

\delta 
 - 1 - e - 2/\delta 

\pi 

\Biggr) \left\{   \mathrm{l}\mathrm{n}\pi \delta +

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
t2

dt+

\infty \sum 
k=1

( - 1)k - 1

\left(  1

2k\pi 2k
 - 

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
t2k+2

dt

\right)  1

\delta 2k

\right\}   . (17)

Виконаємо деякi перетворення iнтегралiв
\int \infty 

\pi 

[t]2\pi 
t2(k+1)

dt, що фiгурують у (17):

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
t2(k+1)

dt =
\infty \sum 
i=1

2i\pi \int 
(2i - 1)\pi 

2i\pi  - t

t2(k+1)
dt+

\infty \sum 
i=1

(2i+1)\pi \int 
2i\pi 

t - 2i\pi 

t2(k+1)
dt =

=

\infty \sum 
i=1

\biggl( 
 - 2i\pi 

2k + 1

1

t2k+1
+

1

2k

1

t2k

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 2i\pi 
(2i - 1)\pi 

+

\infty \sum 
i=1

\biggl( 
 - 1

2k

1

t2k
+

2i\pi 

2k + 1

1

t2k+1

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| (2i+1)\pi 

2i\pi 

=

=
\infty \sum 
i=1

2i

(2k + 1)\pi 2k

\Biggl[ 
1

(2i - 1)2k+1
 - 2

(2i)2k+1
+

1

(2i+ 1)2k+1

\Biggr] 
+

+
\infty \sum 
i=1

1

2k\pi 2k

\Biggl[ 
2

(2i)2k
 - 1

(2i - 1)2k
 - 1

(2i+ 1)2k

\Biggr] 
. (18)

Для подальших перетворень скористаємося дзета-функцiєю Рiмана (див., наприклад, [20, c. 1087])

\zeta (z) =
\infty \sum 
s=1

1

sz
, \mathrm{R}\mathrm{e} z > 1. (19)

Використовуючи формулу 9.535.1 з [20], можемо записати

\infty \sum 
i=1

1

(2i - 1)2k
= \zeta (2k) - 2 - 2k\zeta (2k). (20)

Тодi

\infty \sum 
i=1

2i

2k + 1

\Biggl[ 
1

(2i - 1)2k+1
+

1

(2i+ 1)2k+1

\Biggr] 
=

=
1

2k + 1

\infty \sum 
i=1

\Biggl[ 
1

(2i - 1)2k
+

1

(2i+ 1)2k
+

1

(2i - 1)2k+1
 - 1

(2i+ 1)2k+1

\Biggr] 
=

=
1

2k + 1

\Biggl( \infty \sum 
i=1

\Biggl[ 
1

(2i - 1)2k
+

1

(2i+ 1)2k

\Biggr] 
+ 1

\Biggr) 
=

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2017, т. 69, № 7



АПРОКСИМАТИВНI ВЛАСТИВОСТI БIГАРМОНIЧНИХ IНТЕГРАЛIВ . . . 931

=
1

2k + 1

\Biggl( 
2

\infty \sum 
i=1

1

(2i - 1)2k

\Biggr) 
=

2

2k + 1

\Bigl( 
\zeta (2k) - 2 - 2k\zeta (2k)

\Bigr) 
, (21)

1

2k

\infty \sum 
i=1

1

(2i+ 1)2k
=

1

2k

\infty \sum 
i=1

\Biggl( 
1

(2i - 1)2k
 - 1

\Biggr) 
=

1

2k

\Bigl( 
\zeta (2k) - 2 - 2k\zeta (2k) - 1

\Bigr) 
. (22)

Використовуючи (19), (20) i пiдставляючи (21), (22) у (18), знаходимо

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
t2(k+1)

dt =
2

(2k + 1)\pi 2k

\Bigl( 
\zeta (2k) - 2 - 2k\zeta (2k) - 2 - 2k\zeta (2k)

\Bigr) 
+

+
1

2k\pi 2k

\Bigl( 
2 \cdot 2 - 2k\zeta (2k) - \zeta (2k) + 2 - 2k\zeta (2k) - \zeta (2k) + 2 - 2k\zeta (2k) + 1

\Bigr) 
=

=
2

(2k + 1)\pi 2k
\zeta (2k)

\Bigl[ 
1 - 2 - 2k+1

\Bigr] 
+

2

2k\pi 2k
\zeta (2k)

\Bigl[ 
2 - 2k+1  - 1

\Bigr] 
+

1

2k\pi 2k
=

=
2

\pi 2k
\zeta (2k)

\Bigl[ 
1 - 2 - 2k+1

\Bigr] \biggl( 1

2k + 1
 - 1

2k

\biggr) 
+

1

2k\pi 2k
=

1

2k\pi 2k
 - 2\zeta (2k)

\pi 2k

1 - 2 - 2k+1

2k(2k + 1)
. (23)

У випадку k = 0 маємо

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
t2

dt =

\infty \sum 
i=1

2i\pi \int 
(2i - 1)\pi 

2i\pi  - t

t2
dt+

\infty \sum 
i=1

(2i+1)\pi \int 
2i\pi 

t - 2i\pi 

t2
dt =

=
\infty \sum 
i=1

\biggl( 
 - 2i\pi 

t
 - \mathrm{l}\mathrm{n} t

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 2i\pi 
(2i - 1)\pi 

+
\infty \sum 
i=1

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n} t+

2i\pi 

t

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| (2i+1)\pi 

2i\pi 

=

=
\infty \sum 
i=1

\biggl( 
 - 2i\pi 

2i\pi 
+

2i\pi 

(2i - 1)\pi 
 - \mathrm{l}\mathrm{n}(2i\pi ) + \mathrm{l}\mathrm{n}[(2i - 1)\pi )] + \mathrm{l}\mathrm{n}[(2i+ 1)\pi )] - 

 - \mathrm{l}\mathrm{n}(2i\pi ) +
2i\pi 

(2i+ 1)\pi 
 - 2i\pi 

2i\pi 

\biggr) 
=

=  - 2 +

\infty \sum 
i=1

\biggl( 
2i

2i - 1
+

2i

2i+ 1

\biggr) 
+

\infty \sum 
i=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
(2i - 1)(2i - 1)

2i \cdot 2i
=

= 1 +

\infty \sum 
i=1

\mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
1 - 1

(2i)2

\biggr) 
= 1 + \mathrm{l}\mathrm{n}

\infty \prod 
i=1

\biggl( 
1 - 1

(2i)2

\biggr) 
.

Враховуючи формулу 0.262.2 з [20]

\infty \prod 
k=1

\biggl( 
1 - 1

(2k)2

\biggr) 
=

2

\pi 
,

отримуємо

\infty \int 
\pi 

[t]2\pi 
t2

dt = 1 + \mathrm{l}\mathrm{n}
2

\pi 
. (24)
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Пiдставляючи (23) i (24) у (17), одержуємо (3).
Теорему доведено.
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