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НЕРIВНIСТЬ ТИПУ ВIМАНА ДЛЯ АНАЛIТИЧНИХ У ПОЛIКРУЗI ФУНКЦIЙ

We prove an analog of Wiman-type inequality for analytic functions in a polydisc \BbbD p = \{ z \in \BbbC p : | zj | < 1, j \in 
\in \{ 1, . . . , p\} \} , p \in \BbbN . The obtained inequality is sharp.

Доказан аналог неравенства Вимана для функций, аналитических в полидиске \BbbD p = \{ z \in \BbbC p : | zj | < 1, j \in 
\in \{ 1, . . . , p\} \} , p \in \BbbN . Полученное неравенство является точным.

1. Вступ. За теоремою Вiмана – Валiрона (див. [1 – 8]) для кожної вiдмiнної вiд тотожно сталої
цiлої функцiї

f(z) =

+\infty \sum 
n=0

anz
n (1)

i довiльного \varepsilon > 0 iснує така множина E \subset [1; +\infty ) скiнченної логарифмiчної мiри (тобто\int 
E

dr

r
< +\infty ), що для всiх r \in [1; +\infty ) \setminus E виконується нерiвнiсть Вiмана

Mf (r) \leq \mu f (r) \mathrm{l}\mathrm{n}
1/2+\varepsilon \mu f (r),

де Mf (r) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | f(z)| : | z| = r\} , \mu f (r) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | an| rn : n \geq 0\} .
Якщо f — аналiтична функцiя в одиничному крузi \BbbD = \{ z : | z| < 1\} вигляду (1), то для

кожного \delta > 0 iснує така множина E = Ef (\delta ) \subset (0, 1) скiнченної логарифмiчної мiри на

(0, 1), тобто
\int 
Ef (\delta )

dr

1 - r
< +\infty , що для всiх r \in (0, 1) \setminus Ef (\delta ) виконується нерiвнiсть (див.,

наприклад, [9 – 12])

Mf (r) \leq 
\mu f (r)

(1 - r)1+\delta 
\mathrm{l}\mathrm{n}1/2+\delta \mu f (r)

1 - r
.

У статтi [10] вказано, що для функцiї g(z) =
\sum +\infty 

n=1
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}\{ n\varepsilon \} zn i деякого \varepsilon \in (0, 1) виконується

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
r\rightarrow 1 - 0

Mg(r)

\mu g(r)

1 - r
\mathrm{l}\mathrm{n}1/2

\mu g(r)

1 - r

\geq C > 0.

У статтi [13] нерiвнiсть типу Вiмана доведено для аналiтичних функцiй, заданих степеневими
рядами вигляду

f(z) = f(z1, z2) =

+\infty \sum 
n+m=0

anmzn1 z
m
2

з областю збiжностi \{ z = (z1, z2) \in \BbbC 2 : | z1| < 1, z2 \in \BbbC \} .
Мета даної статтi — довести один аналог нерiвностi типу Вiмана для аналiтичних функцiй

у полiкрузi \BbbD p = \{ z = (z1, . . . , zp) \in \BbbC p : | zj | < 1, j \in \{ 1, . . . , p\} \} ,
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f(z) = f(z1, . . . , zp) =

+\infty \sum 
\| n\| =0

anz
n, (2)

де zn = zn1
1 . . . z

np
p , p \in \BbbN , n = (n1, . . . , np) \in \BbbZ p

+, \| n\| =
\sum p

j=1
nj .

Позначимо через \scrA p клас таких аналiтичних функцiй.
2. Нерiвнiсть типу Вiмана для аналiтичних функцiй у полiкрузi. Для функцiй f \in \scrA p i

r = (r1, . . . , rp) \in [0, 1)p позначимо

\Delta r = \{ t = (t1, . . . , tp) \in [0, 1)p : tj \geq rj , j \in \{ 1, . . . , p\} \} , \frakM f (r) =

+\infty \sum 
\| n\| =0

| an| rn,

Mf (r) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | f(z)| : | zj | \leq rj , j \in \{ 1, . . . , p\} \} , \mu f (r) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | an| rn : n \in \BbbZ p
+\} .

Нехай Df (r) = (Dij) — (p\times p)-матриця з елементами

Dij := ri
\partial 

\partial ri

\biggl( 
rj

\partial 

\partial rj
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r)

\biggr) 
= \partial i\partial j \mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r), \partial i := ri

\partial 

\partial ri
, i, j \in \{ 1, . . . , p\} .

Наступне твердження доводиться майже дослiвним повторенням доведення теореми 3.1 з
[14] (див. також [13]).

Теорема 1. Нехай f \in \scrA p. Тодi iснує така абсолютна стала C0, що

(\forall r \in [0, 1)p) : \frakM f (r) \leq C0\mu f (r)(\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Df (r) + I))1/2,

де I — одинична (p\times p)-матриця.
Множину E \subset [0, 1)p називатимемо множиною асимптотично скiнченної логарифмiчної

мiри на [0, 1)p, якщо iснує таке r0 \in [0, 1)p, що

\nu ln(E \cap \Delta r0) :=

\int 
\cdot \cdot \cdot 
\int 

E\cap \Delta r0

p\prod 
i=1

dri
1 - ri

< +\infty ,

тобто множина E \cap \Delta r0 є множиною скiнченної логарифмiчної мiри на [0, 1)p, i E \subset [0, 1)p

— множина асимптотично нескiнченної логарифмiчної мiри на [0, 1)p, якщо iснує таке r0 \in 

\in [0, 1)p, що \nu ln(E \cap \Delta r) = +\infty для всiх r \geq r0

\biggl( 
тобто rj \geq r

(0)
j (\forall j \in \{ 1, . . . , p\} ), де

r = (r1, . . . , rp), r0 = (r
(0)
1 , . . . , r

(0)
p )

\biggr) 
.

Лема 1. Нехай \delta > 0, h : \BbbR p
+ \rightarrow \BbbR + — така зростаюча за кожною змiнною функцiя, що

+\infty \int 
1

. . .

+\infty \int 
1

1

h(u)

p\prod 
j=1

duj < +\infty .

Тодi iснує така множина E \subset [0, 1)p асимптотично скiнченної логарифмiчної мiри, що для
всiх r \in [0, 1)p \setminus E виконуються нерiвностi
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\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Df (r) + I) \leq 
p\prod 

i=1

1

1 - rj
h

\biggl( 
\partial 

\partial r1
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r), . . . ,

\partial 

\partial rp
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r)

\biggr) 
, (3)

\partial 

\partial rs
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) \leq (\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r))

1+\delta 1

1 - rs

p\prod 
j=1
j \not =s

\biggl( 
1

1 - rj

\biggr) \delta 

, s \in \{ 1, . . . , p\} . (4)

Доведення. Припустимо, що E0 \subset [0, 1)p — множина, для якої не виконується нерiвнiсть
(3). Доведемо, що E0 є множиною асимптотично скiнченної логарифмiчної мiри. Оскiльки

rj
\partial 

\partial rj
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) є зростаючою функцiєю за кожною змiнною, то iснує таке r0 \in [1/2, 1)p, що

для кожного j \in \{ 1, . . . , p\} i всiх r \in \Delta r0

rj
\partial 

\partial rj
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) + \mathrm{l}\mathrm{n} rj > 1.

Тодi

\nu ln(E0 \cap \Delta r0)=

\int 
\cdot \cdot \cdot 
\int 

E0\cap \Delta r0

p\prod 
i=1

dri
1 - ri

\leq 
\int 

\cdot \cdot \cdot 
\int 

E0\cap \Delta r0

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Df (r) + I)
\prod p

i=1
(1 - rj)

h

\biggl( 
\partial 

\partial r1
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r), . . . ,

\partial 

\partial rp
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r)

\biggr) p\prod 
i=1

dri
1 - ri

\leq 

\leq 
\int 

\cdot \cdot \cdot 
\int 

E0\cap \Delta r0

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Df (r) + I)

h

\biggl( 
r1

\partial 

\partial r1
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r), . . . , rp

\partial 

\partial rp
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r)

\biggr) p\prod 
i=1

dri \leq 

\leq 
\int 

\cdot \cdot \cdot 
\int 

E0\cap \Delta r0

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Df (r) + I)
\prod p

i=1
2rj

h

\biggl( 
r1

\partial 

\partial r1
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r), . . . , rp

\partial 

\partial rp
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r)

\biggr) p\prod 
i=1

dri \leq 

\leq 2p
\int 

\cdot \cdot \cdot 
\int 

E0\cap \Delta r0

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Df (r) + I)
\prod p

i=1
rj

h

\biggl( 
r1

\partial 

\partial r1
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) + \mathrm{l}\mathrm{n} r1, . . . , rp

\partial 

\partial rp
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) + \mathrm{l}\mathrm{n} rp

\biggr) p\prod 
i=1

dri.

Нехай U : [0, 1)p \rightarrow \BbbR p
+ — таке вiдображення, що U = (u1, . . . , up) i uj = rj

\partial 

\partial rj
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) +

+ \mathrm{l}\mathrm{n} rj , j \in \{ 1, . . . , p\} . У випадку i \not = j маємо

\partial uj
\partial ri

=
\partial 

\partial ri

\biggl( 
rj

\partial 

\partial ri
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) + \mathrm{l}\mathrm{n} rj

\biggr) 
=

\partial 

\partial ri

\biggl( 
rj

\partial 

\partial ri
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r)

\biggr) 
=

1

ri
\partial i\partial j \mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r),

\partial ui
\partial ri

=
\partial 

\partial ri

\biggl( 
ri

\partial 

\partial ri
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) + \mathrm{l}\mathrm{n} ri

\biggr) 
=

1

ri
\partial i\partial j \mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) +

1

ri
, i, j \in \{ 1, . . . , p\} .

Отже, якобiан
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J0 =
D(u1, . . . , up)

D(r1, . . . , rp)
=

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

\partial u1
\partial r1

. . .
\partial u1
\partial rp

. . . . . . . . .
\partial up
\partial r1

. . .
\partial up
\partial rp

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
= \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Df (r) + I)

p\prod 
i=1

rj .

Тодi

\nu ln(E0 \cap \Delta r0) = 2p
\int 

\cdot \cdot \cdot 
\int 

U - 1(E0\cap \Delta r0 )

du1 . . . dup
h(u1, . . . , up)

< 2p
\int 

\cdot \cdot \cdot 
\int 

[1,+\infty )p

du1 . . . dup
h(u1, . . . , up)

< +\infty .

Нехай Es \subset [0, 1)p — множини, для яких не виконуються нерiвностi (4) з s \in \{ 1, . . . , p\} .

Виберемо r0 \in [1/2, 1)p так, щоб rj
\partial 

\partial rj
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) > 1 для всiх j \in \{ 1, . . . , p\} . Тодi для кожного

s \in \{ 1, . . . , p\} отримуємо

\nu ln(Es \cap \Delta r0) =

\int 
\cdot \cdot \cdot 
\int 

Es\cap \Delta r0

p\prod 
i=1

dri
1 - ri

\leq 
\int 

\cdot \cdot \cdot 
\int 

Es\cap \Delta r0

\partial 

\partial rs
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) (1 - rs)\prod p

i=1
i \not =s

1

(1 - ri)\delta 
\mathrm{l}\mathrm{n}1+\delta \frakM f (r)

p\prod 
i=1

dri
1 - ri

.

Розглянемо вiдображення Vs : [0, 1)p \rightarrow [0, 1)p - 1 \times \BbbR +, де Vs = (v
(s)
1 (r), . . . , v

(s)
p (r)) i

vj = rj , j \in \{ 1, . . . , p\} \setminus \{ s\} , vs = \mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r), s \in \{ 1, . . . , p\} .

Отже, якобiан

Js =
D(v

(s)
1 , . . . , v

(s)
p )

D(r1, . . . , rp)
=

\partial 

\partial rs
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r).

Для логарифмiчної мiри множини Es \cap \Delta r0 маємо

\nu ln(Es \cap \Delta r0) =

\int 
\cdot \cdot \cdot 
\int 

Es\cap \Delta r0

\partial 

\partial rs
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r)\prod p

i=1
i \not =s

1

(1 - ri)\delta 
\mathrm{l}\mathrm{n}1+\delta \frakM f (r)

p\prod 
i=1
i \not =s

dri
1 - ri

drs =

=

\int 
\cdot \cdot \cdot 
\int 

V  - 1(Es\cap \Delta r0 )

1

u1+\delta 
s

\prod p

i=1
i \not =s

1

(1 - ui)\delta 

p\prod 
i=1
i \not =s

dui
1 - ui

dus \leq 
+\infty \int 
1

dus

u1+\delta 
s

\int 
\cdot \cdot \cdot 
\int 

(0,1)p - 1

p\prod 
i=1
i \not =s

dui
(1 - ui)1 - \delta 

< +\infty .

Залишилося зауважити, що множина E = \cup p
j=0Ej є множиною асимптотично скiнченної

логарифмiчної мiри на [0, 1)p.

Лему 1 доведено.
Теорема 2. Нехай f \in \scrA p. Тодi для кожного \delta > 0 iснує така множина E = E(f, \delta ) \subset 

\subset [0, 1)p асимптотично скiнченної логарифмiчної мiри, що для всiх r\in [0, 1)p \setminus E виконується

Mf (r) \leq \mu f (r)

p\prod 
j=1

1

(1 - rj)1+\delta 
\mathrm{l}\mathrm{n}p/2+\delta 

\left(  \mu f (r)

p\prod 
j=1

1

1 - rj

\right)  . (5)
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Доведення. Нехай E — виняткова множина з леми 1. Тодi для функцiї h(r) =
\prod p

j=1
r1+\delta 
j

для всiх r \in [0, 1)p \setminus E отримуємо

\frakM f (r) \leq C0\mu f (r)(\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(Df (r) + I))1/2 \leq 

\leq C0\mu f (r)

\Biggl( 
p\prod 

i=1

1

1 - ri
h

\biggl( 
\partial 

\partial r1
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r), . . . ,

\partial 

\partial rp
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r)

\biggr) \Biggr) 1/2

\leq 

\leq C0\mu f (r)

\Biggl( 
p\prod 

i=1

1

1 - rj

\biggl( 
\partial 

\partial ri
\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r)

\biggr) 1+\delta 
\Biggr) 1/2

\leq C0\mu f (r)\times 

\times 

\left(   p\prod 
j=1

\left(   1

1 - rj
\mathrm{l}\mathrm{n}(1+\delta )2 \frakM f (r)

1

(1 - rj)1+\delta 

p\prod 
i=1
i \not =s

\biggl( 
1

1 - ri

\biggr) \delta (1+\delta )

\right)   
\right)   

1/2

=

= C0\mu f (r)

p\prod 
j=1

1

1 - rj
\mathrm{l}\mathrm{n}

p(1+\delta )2

2 \frakM f (r)

p\prod 
j=1

\biggl( 
1

1 - rj

\biggr) \delta (1+(p - 1)(1+\delta ))/2

<

< \mu f (r)

p\prod 
j=1

1

(1 - rj)1+\delta 1
\mathrm{l}\mathrm{n}

p
2
+\delta 1 \frakM f (r), (6)

де \delta 1 > \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ \delta (1 + (p - 1)(1 + \delta ))/2, \delta (1 + \delta /2)\} . Тепер з нерiвностi (6) для всiх r \in \Delta r0 \setminus E
маємо

\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) < \mathrm{l}\mathrm{n}\mu f (r) + (1 + \delta 1)

p\sum 
j=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
1

1 - rj
+
\Bigl( p
2
+ \delta 1

\Bigr) 
\mathrm{l}\mathrm{n}2\frakM f (r),

\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) - 
\Bigl( p
2
+ \delta 1

\Bigr) 
\mathrm{l}\mathrm{n}2\frakM f (r) < \mathrm{l}\mathrm{n}\mu f (r) + (1 + \delta 1)

p\sum 
j=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
1

1 - rj
,

тобто iснує таке r1 \in [0, 1)p, що для всiх r \in \Delta r1 \setminus E

\mathrm{l}\mathrm{n}\frakM f (r) < 2 \mathrm{l}\mathrm{n}

\left(  \mu f (r)

p\prod 
j=1

1

1 - rj

\right)  ,

Mf (r) \leq \frakM f (r) \leq \mu f (r)

p\prod 
j=1

1

(1 - rj)1+\delta 1

\left(  2 \mathrm{l}\mathrm{n}

\left(  \mu f (r)

p\prod 
j=1

1

1 - rj

\right)  \right)  p/2+\delta 1

\leq 

\leq \mu f (r)

p\prod 
j=1

1

(1 - rj)1+\delta 2

\left(  \mathrm{l}\mathrm{n}

\left(  \mu f (r)

p\prod 
j=1

1

1 - rj

\right)  \right)  p/2+\delta 2

,
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де \delta 2 = 2\delta 1.

Теорему 2 доведено.
3. Точнiсть нерiвностi з теореми 2. З теореми 2 випливає, що для \delta > 0 множина

E = E(f, \delta ) =

\left\{   r \in [0, 1)p : Mf (r) > \mu f (r)

p\prod 
j=1

1

(1 - rj)1+\delta 
\mathrm{l}\mathrm{n}p/2+\delta 

\left(  \mu f (r)

p\prod 
j=1

1

1 - rj

\right)  \right\}   
має асимптотично скiнченну логарифмiчну мiру на [0, 1)p.

У цьому пунктi ми доведемо, що обидва степенi 1 + \delta i p/2 + \delta в нерiвностi (5) не можна
замiнити одночасно числами меншими за 1 i p/2 вiдповiдно. З одного боку, наприклад, для

функцiї g(z) =
\prod p

j=1

1

1 - zj
i всiх r \in [0, 1)p одержимо

Mf (r) =

p\prod 
j=1

1

1 - rj
, \mu f (r) = 1,

тобто степiнь 1 + \delta у нерiвностi (6) не можна замiнити числом меншим за 1.

З iншого боку, правильним є таке твердження.
Теорема 3. Iснують функцiя f \in \scrA p, стала C > 0 i така множина E \subset [0, 1)p асимпто-

тично нескiнченної логарифмiчної мiри, що для всiх r \in E виконується нерiвнiсть

Mf (r) \geq C\mu f (r)

p\prod 
i=1

1

1 - ri
\mathrm{l}\mathrm{n}p/2

\Biggl( 
\mu f (r)

p\prod 
i=1

1

1 - ri

\Biggr) 
.

Доведення. Розглянемо функцiю

f(z) =

p\prod 
j=1

f0(zj), z = (z1, . . . , zp) \in \BbbC p,

де f0(\tau ) =
\sum +\infty 

k=1
e
\surd 
k\tau k, \tau \in \BbbC .

Для f i r = (r1, . . . , rp) \in [0, 1)p маємо

Mf (r) =

p\prod 
j=1

Mf0(rj), \mu f (r) =

p\prod 
j=1

\mu f0(rj).

Вiдомо [10], що для функцiї f0(z) iснує така стала C0 \in (0, 1), що

C0
\mu f0(t)

1 - t
\leq 

Mf0(t)\sqrt{} 
\mathrm{l}\mathrm{n}Mf0(t)

\leq 1

C0

\mu f0(t)

1 - t
, t \in [t0, 1). (7)

З нерiвностей (7) випливає, що для кожного t \in (r\prime , 1) i деякої сталої C1 < C0

Mf0(t) \geq C1
\mu f0(t)

1 - t
\mathrm{l}\mathrm{n}1/2

\mu f0(t)

1 - t
. (8)

Функцiя g(t) = \mathrm{l}\mathrm{n}
\mu f0(t)

1 - t
є додатною зростаючою на (1/2, 1), \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}t\rightarrow 1 - 0 g(t) = +\infty i тому

iснує обернена до g функцiя g - 1 : \BbbR + \rightarrow (1/2, 1).
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Доведемо таку нерiвнiсть:

g - 1(3g(t)) - g - 1

\biggl( 
g(t)

3

\biggr) 
> 1 - g - 1(3g(t)) t \in [t0, 1). (9)

Для фiксованого t \in (0, 1) точка xmax =

\biggl( 
4 \mathrm{l}\mathrm{n}2

1

t

\biggr)  - 1

є єдиною точкою максимуму функцiї

l(x) =
\surd 
x - x \mathrm{l}\mathrm{n}

1

t
. Тому \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ l(x) : x > 0\} = l(xmax) =

\biggl( 
4 \mathrm{l}\mathrm{n}

1

t

\biggr)  - 1

i

g(t) = \mathrm{l}\mathrm{n}
\mu f0(t)

1 - t
\sim \mathrm{l}\mathrm{n}\mu f0(t) \sim 

1

4 \mathrm{l}\mathrm{n} 1
t

\sim 1

4(1 - t)
, t \in [t0, 1).

З попереднiх спiввiдношень випливає, що g(t) < 3g(2t - 1), t \in [t0, 1). Тому

g(2t - 1) >
g(t)

3
, 2t - 1 > g - 1

\biggl( 
g(t)

3

\biggr) 
, t - g - 1

\biggl( 
g(t)

3

\biggr) 
> 1 - t,

i, використовуючи нерiвнiсть g - 1(3g(t)) > g - 1(g(t)) = t, при t \in [t0, 1) отримуємо

g - 1(3g(t)) - g - 1

\biggl( 
g(t)

3

\biggr) 
> r1  - g - 1

\biggl( 
g(t)

3

\biggr) 
> 1 - t > 1 - g - 1(3g(t)).

Нерiвнiсть (9) доведено.
З (8) випливає, що iснують такi числа C1 \in (0, 1) i t\ast \in (t\prime , 1), що для всiх z \in \{ z :

t\ast < | zj | < 1, j \in \{ 1, . . . , p\} \} 

Mf0(rk) \geq C1
\mu f0(rk)

1 - rk

\sqrt{} 
\mathrm{l}\mathrm{n}

\mu f0(rk)

1 - rk
, g - 1

\biggl( 
g(t\ast )

3

\biggr) 
> r0, k \in \{ 1, . . . , p\} . (10)

Тому для всiх z \in \{ z : t\ast < | zj | < 1, j \in \{ 1, . . . , p\} \} отримаємо

p\prod 
k=1

Mf0(rk) \geq 
p\prod 

k=1

\left(  C1
\mu f0(rk)

1 - rk

\sqrt{} 
\mathrm{l}\mathrm{n}

\mu f0(rk)

1 - rk

\right)  ,

Mf (r) \geq Cp
1\mu f (r)

p\prod 
k=1

1

1 - rk

\Biggl( 
p\prod 

k=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
\mu f0(rk)

1 - rk

\Biggr) 1/2

.

(11)

Для r1 \in (t\ast , 1) визначимо такi x i y, що

x = x(r1) = g - 1

\biggl( 
g(r1)

3

\biggr) 
, y = y(r1) = g - 1(3g(r1)).

Визначимо множину

E\ast = \{ r \in [0, 1)p : r1 \in (t\ast , 1), rk \in (x, y), k \in \{ 2, . . . , p\} \} .

Зафiксуємо r1 \in (t\ast , 1). Тодi x i y є також фiксованими i
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g(x) = g(r1)/3, g(y) = 3g(r1), g(y) = 9g(x), (r2, . . . , rp) \in (x, y)p - 1.

Тому, використавши нерiвнiсть r1 > x, для r \in E\ast отримаємо

p\prod 
k=1

g(rk) \geq gp(x) =
gp(y)

9p
=

1

(9p)p
(g(y) + . . .+ g(y)\underbrace{}  \underbrace{}  

p

)p \geq 

\geq 1

(9p)p
(g(r1) + . . .+ g(rp))

p =
1

(9p)p

\Biggl( 
p\sum 

k=1

g(rk)

\Biggr) p

.

Тодi з (11) для всiх r \in E\ast одержуємо

Mf (r) \geq Cp
1\mu f (r)

p\prod 
k=1

1

1 - rk

1

(9p)p

\Biggl( 
p\sum 

k=1

\mathrm{l}\mathrm{n}
\mu f0(rk)

1 - rk

\Biggr) p/2

=

= C2\mu f (r)

p\prod 
k=1

1

1 - rk
\mathrm{l}\mathrm{n}p/2

\Biggl( 
\mu f (r)

p\prod 
k=1

1

1 - rk

\Biggr) 
.

Доведемо, що множина E\ast є множиною асимптотично нескiнченної логарифмiчної мiри.

Оскiльки g - 1

\biggl( 
g(t\ast )

3

\biggr) 
> r0, то E\ast \cap \Delta r0 = E\ast . Тому з нерiвностi (9) за означенням E\ast 

одержимо

\nu ln(E
\ast \cap \Delta r0) = \nu ln(E

\ast ) =

\int 
\cdot \cdot \cdot 
\int 

E\ast 

p\prod 
k=1

drk
1 - rk

=

1\int 
t\ast 

y\int 
x

. . .

y\int 
x\underbrace{}  \underbrace{}  

p - 1

p\prod 
k=1

drk
1 - rk

=

=

1\int 
t\ast 

\left(  y\int 
x

dr2
1 - r2

\right)  p - 1

dr1
1 - r1

=

1\int 
t\ast 

\biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}

1

1 - y
 - \mathrm{l}\mathrm{n}

1

1 - x

\biggr) p - 1 dr1
1 - r1

=

=

1\int 
t\ast 

\left(    \mathrm{l}\mathrm{n}
1

1 - g - 1(3g(r1))
 - \mathrm{l}\mathrm{n}

1

1 - g - 1

\biggl( 
g(r1)

3

\biggr) 
\right)    

p - 1

dr1
1 - r1

=

=

1\int 
t\ast 

\mathrm{l}\mathrm{n}p - 1

1 - g - 1

\biggl( 
g(r1)

3

\biggr) 
1 - g - 1(3g(r1))

dr1
1 - r1

=

=

1\int 
t\ast 

\mathrm{l}\mathrm{n}p - 1

\left(    1 +

g - 1(3g(r1)) - g - 1

\biggl( 
g(r1)

3

\biggr) 
1 - g - 1(3g(r1))

\right)    dr1
1 - r1

> \mathrm{l}\mathrm{n}p - 1 2

1\int 
t\ast 

dr1
1 - r1

= +\infty .
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Зрозумiло, що \nu ln(E
\ast \cap \Delta r1) = +\infty для кожного r1 \in [0, 1)p, r1 > r0.

Теорему 3 доведено.
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