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ОЦЕНКА РАВНОМЕРНОЙ НОРМЫ
ОДНОМЕРНОГО ПОТЕНЦИАЛА РИССА
ЧАСТНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ФУНКЦИИ
С ОГРАНИЧЕННЫМ ЛАПЛАСИАНОМ

We obtain new exact Landau-type estimates for the uniform norms of one-dimension Riesz potentials of the partial
derivatives of a multivariable function in terms of the norm of the function itself and the norm of its Laplacian.

Отримано новi точнi оцiнки типу Ландау рiвномiрних норм одновимiрних потенцiалiв Рiсса частинних похiдних
функцiї багатьох змiнних через норму самої функцiї i норму результату застосування до неї оператора Лапласа.

Неравенства, оценивающие нормы промежуточных производных функций одной и многих пе-
ременных через нормы самих функций и нормы производных более высокого порядка, играют
важную роль во многих областях математики и ее приложений. Особенно важны неулучша-
емые неравенства такого типа, и на протяжении более 100 лет усилия многих математиков
были направлены на их получение. К настоящему времени известно значительное количество
точных неравенств такого типа для функций одной переменной. Обзоры многих известных в
этом направлении результатов и дальнейшие ссылки можно найти в [1 – 3]. Ряд точных нера-
венств для промежуточных производных целого порядка функций многих переменных получен
в работах [4 – 11].

Во многих вопросах анализа возникает необходимость наряду с производными целых по-
рядков рассматривать и производные дробных порядков (см., например, [12]). Некоторые из-
вестные точные неравенства типа Колмогорова для производных дробного порядка можно
найти в работах [13 – 19], [20] (глава 2).

Ранее нами получены точные неравенства, оценивающие нормы производных Рисса функ-
ций многих переменных через равномерные нормы функций и Lp-нормы результата примене-
ния к функциям оператора Лапласа (см. [21, 22]), а также Lp-нормы их градиентов (см. [23]).

Пусть \BbbR m, m \in \BbbN , — евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xm), | x| =
\Bigl( \sum m

i=1
x2i

\Bigr) 1/2
.

Через C = C(\BbbR m) будем обозначать пространство непрерывных ограниченных функций u :
\BbbR m \rightarrow \BbbR с нормой

\| u\| C = \| u\| C(\BbbR m) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ | u(x)| : x \in \BbbR m\} ,

через L\infty = L\infty (\BbbR m) — пространство измеримых существенно ограниченных функций на \BbbR m

с нормой

\| u\| \infty = \mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ | u(x)| : x \in \BbbR m\} ,

через D = D(\BbbR m) — пространство финитных бесконечно дифференцируемых функций на
\BbbR m. Через L\Delta 

\infty = L\Delta 
\infty (\BbbR m) обозначим класс функций u \in C, для которых значение оператора
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Лапласа

\Delta u =
\partial 2u

\partial x21
+ . . .+

\partial 2u

\partial x2m

принадлежит L\infty (\BbbR m). В случае m = 1 под \Delta u мы понимаем u\prime \prime , при этом u\prime \prime и \Delta u понимают-
ся в смысле Соболева, а именно, относительно пары функций u \in C и v \in L\infty считаем, что
u \in L\Delta 

\infty и v = \Delta u, если для любой функции \varphi \in D выполняется равенство\int 
\BbbR m

v(x)\varphi (x) dx =

\int 
\BbbR m

u(x)\Delta \varphi (x) dx. (1)

В. Г. Тимофеевым [8, 9] получено точное неравенство, оценивающее нормы частных производ-
ных \| u\prime xi

\| C функций из класса L\Delta 
\infty через нормы \| u\| C и \| \Delta u\| \infty :

\| u\prime xi
\| C \leq 

\surd 
2\| u\| 1/2C \| \Delta u\| 1/2\infty 

(при m = 1 это неравенство Ландау [24]).
Пусть u : \BbbR m \rightarrow \BbbR , i = 1, 2, . . . ,m и \alpha \in (0, 1). Одномерным потенциалом Рисса (опреде-

ление потенциала Рисса см. в [12, с. 173]) порядка \alpha частной производной \partial u/\partial xi функции u

назовем

(I\alpha xi
u)(x) =

1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

u(x - tei)

| t| 1 - \alpha 
dt,

где ei — i-й орт пространства \BbbR m.

Для h > 0 и i = 1, . . . ,m определим функцию vh,i следующим образом:

vh,i(x) =

\left\{               

xi
h2

(h - xi) +
xi
h
, xi \in [0, h],

xi
h2

(h+ xi) +
xi
h
, xi \in [ - h, 0],

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}xi, xi /\in [ - h, h].

(2)

В случае m = 1 вместо vh,i будем писать vh, а вместо xi — x.

В данной работе мы получим неулучшаемые неравенства, оценивающие \| I\alpha xi
u\prime xi

\| C через
\| u\| C и \| \Delta u\| \infty .

Теорема. Пусть 0 < \alpha < 1. Тогда для любой функции f \in L\Delta 
\infty при каждом h > 0 и

i = 1, . . . ,m имеют место точные неравенства

\| I\alpha xi
u\prime xi

\| C \leq 1

\Gamma (\alpha + 1)

\biggl( 
2

h1 - \alpha 
\| u\| C +

1 - \alpha 

1 + \alpha 
h1+\alpha \| \Delta u\| \infty 

\biggr) 
, (3)

которые обращаются в равенства для функций vh,i при всех h > 0.

Кроме того, для любой функции f \in L\Delta 
\infty имеет место точное неравенство

\| I\alpha xi
u\prime xi

\| \infty \leq 2

\Gamma (\alpha + 2)
2

1+\alpha 
2 \| u\| 

1+\alpha 
2

C \| \Delta u\| 
1 - \alpha 
2\infty ,

которое превращается в равенство для функции vh,i при любом значении параметра h > 0.
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Доказательство. Рассмотрим сначала случай m = 1. Как известно (см., например, [25],
соотношение (6)), для u \in L\Delta 

\infty имеет место представление

u(x) = u( - h)
h - x

2h
(x, - h) + u(h)

x+ h

2h
(x, h) - 

h\int 
 - h

G(x, t)u\prime \prime (t) dt =

= u( - h)
\partial G

\partial t
(x, - h) - u(h)

\partial G

\partial t
(x, h) - 

h\int 
 - h

G(x, t)u\prime \prime (t) dt, x \in [ - h, h],

где

G(x, t) =

\left\{         
(h - x)(t+ h)

2h
, t \in [ - h, x],

(h - t)(x+ h)

2h
, t \in [x, h],

(4)

а под
\partial G

\partial t
(x, - h) и

\partial G

\partial t
(x, h) понимаются правая и левая производные соответственно.

Отсюда для производной любой функции u \in L\Delta 
\infty легко следует представление

u\prime (x) = u( - h)
\partial 2G

\partial x\partial t
(x, - h) - u(h)

\partial 2G

\partial x\partial t
(x, h) - 

h\int 
 - h

\partial G

\partial x
(x, t)u\prime \prime (t) dt =

=
1

2h
(u(h) - u( - h)) - 

h\int 
 - h

\partial G

\partial x
(x, t)u\prime \prime (t) dt, (5)

которое, впрочем, можно получить и непосредственно.

Для функции u \in L\Delta 
\infty из (5) следует непрерывность первой производной u\prime , а вместе с

ней и непрерывность I\alpha u\prime . Установим оценку сверху для \| I\alpha u\prime \| C . Для этого, вследствие инва-
риантности величины \| I\alpha u\prime \| C относительно сдвига аргумента, достаточно оценить | I\alpha u\prime (0)| .
Для любого h > 0 имеем

(I\alpha u\prime )(0) =
1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

u\prime (t)

| t| 1 - \alpha 
dt =

1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

\Phi (t)u\prime (t) dt+
1

\Gamma (\alpha )

h\int 
 - h

\biggl( 
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 

\biggr) 
u\prime (t) dt,

где

\Phi (t) =

\left\{         
1

h1 - \alpha 
, t \in [ - h, h],

1

| t| 1 - \alpha 
, t /\in [ - h, h].

После интегрирования по частям в первом слагаемом, подстановки выражения (5) для u\prime (t) во
второе слагаемое и перемены порядка интегрирования получим
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(I\alpha u\prime )(0) =  - 1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

\Phi \prime (t)u(t) dt+
1

\Gamma (\alpha )

h\int 
 - h

\biggl( 
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 

\biggr) 
u\prime (t) dt =

=  - 1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

\Phi \prime (t)u(t) dt+

+
1

\Gamma (\alpha )

h\int 
 - h

\biggl( 
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 

\biggr) \left\{   1

2h
(u(h) - u( - h)) - 

h\int 
 - h

\partial G

\partial t
(t, \xi )u\prime \prime (\xi ) d\xi 

\right\}   dt.

Таким образом,

(I\alpha u\prime )(0) =  - 1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

\Phi \prime (t)u(t) dt+
1

\Gamma (\alpha )

1

2h
(u(h) - u( - h))

h\int 
 - h

\biggl( 
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 

\biggr) 
dt - 

 - 1

\Gamma (\alpha )

h\int 
 - h

u\prime \prime (\xi )

\biggl( 
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 

\biggr) 
\partial G

\partial t
(t, \xi ) dtd\xi . (6)

Теперь оценим | I\alpha u\prime (0)| :

| I\alpha u\prime (0)| \leq 1

\Gamma (\alpha )

\left(  \infty \int 
 - \infty 

| \Phi \prime (t)| dt+ 1 - \alpha 

\alpha 
2h\alpha  - 1

\right)  \| u\| C +
1

\Gamma (\alpha )

h\int 
 - h

| F (\xi )| d\xi \| u\prime \prime \| \infty =

=
1

\Gamma (\alpha )

2h\alpha  - 1

\alpha 
\| u\| C +

1

\Gamma (\alpha )

h\int 
 - h

| F (\xi )| d\xi \| u\prime \prime \| \infty , (7)

где

F (\xi ) =

h\int 
 - h

\biggl( 
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 

\biggr) 
\partial G

\partial t
(t, \xi ) dt, \xi \in [ - h, h].

Покажем, что

h\int 
 - h

| F (\xi )| d\xi =
1 - \alpha 

\alpha (1 + \alpha )
h1+\alpha .

Рассмотрим функцию vh, h > 0 (см. (2)). Для ее производной имеем

v\prime h(x) =

\left\{                 

2

h
 - 2x

h2
, x \in [0, h],

2

h
+

2x

h2
, x1 \in [ - h, 0],

0, x /\in [ - h, h].
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Вычисляя I\alpha v\prime h в точке x = 0, получаем

(I\alpha v\prime h)(0) =
1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

1

| t| 1 - \alpha 
v\prime h(t) dt =

1

\Gamma (\alpha )

h\int 
0

1

t1 - \alpha 

\biggl( 
2

h
 - 2t

h2

\biggr) 
dt+

+
1

\Gamma (\alpha )

0\int 
 - h

1

( - t)1 - \alpha 

\biggl( 
2

h
+

2t

h2

\biggr) 
dt =

4

\alpha (\alpha + 1)\Gamma (\alpha )
h\alpha  - 1. (8)

Как несложно проверить, F (\xi ) \leq 0 для \xi \in [ - h, 0] и F (\xi ) \geq 0 для \xi \in [0, h]. С учетом
этого замечания выражение (6) для этой функции принимает вид

(I\alpha v\prime h)(0) =
1

\Gamma (\alpha )

2h\alpha  - 1

\alpha 
+

1

\Gamma (\alpha )

2

h2

h\int 
 - h

| F (\xi )| d\xi .

Следовательно, с учетом (8) имеем

1

\Gamma (\alpha )

2h\alpha  - 1

\alpha 
+

1

\Gamma (\alpha )

2

h2

h\int 
 - h

| F (\xi )| d\xi =
4

\alpha (\alpha + 1)\Gamma (\alpha )
h\alpha  - 1,

откуда

h\int 
 - h

| F (\xi )| d\xi =
1 - \alpha 

\alpha (\alpha + 1)
h\alpha +1. (9)

Подставляя (9) в (7), получаем

| I\alpha u\prime (0)| \leq 1

\alpha \Gamma (\alpha )

\biggl( 
2

h1 - \alpha 
\| u\| C +

1 - \alpha 

1 + \alpha 
h1+\alpha \| \Delta u\| \infty 

\biggr) 
,

откуда следует неравенство (3) в случае m = 1.

Учитывая соотношения \| vh\| C = 1, \| v\prime \prime h\| \infty =
2

h2
и \| I\alpha v\prime h\| \infty =

4

\alpha (\alpha + 1)\Gamma (\alpha )
h\alpha  - 1, нетруд-

но убедиться в том, что неравенство (3) превращается в равенство для функции vh.

Подставляя в правую часть (3) h =

\sqrt{} 
2\| u\| C
\| u\prime \prime \| \infty 

, приходим к неравенству

\| I\alpha u\prime \| \infty \leq 2

\Gamma (\alpha )

2
1+\alpha 
2

\alpha (1 + \alpha )
\| u\| 

1+\alpha 
2

C \| u\prime \prime \| 
1 - \alpha 
2\infty ,

которое превращается в равенство для функции vh при любом значении параметра h.

Теперь рассмотрим случай m \geq 2. Выделим в \BbbR m слой

\Pi h = \{ \xi = (\xi 1, . . . , \xi m) \in \BbbR m :  - h < \xi 1 < h,  - \infty < \xi i < \infty , i = 2, . . . ,m\} , h > 0.

Пусть G(\xi , \eta ) — функция Грина внутренней задачи Дирихле для слоя \Pi h, т. е.
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G(\xi , \eta ) =

\left\{         
\Gamma (m/2)

(n - 2)2\pi m/2
| \xi  - \eta | 2 - m  - g(\xi , \eta ), если m \geq 3,

 - 1

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n} | \xi  - \eta |  - g(\xi , \eta ), если m = 2,

где g(\xi , \eta ) — такая гармоническая функция в \Pi h, что для всех \eta \in \Pi h G(\xi , \eta ) = 0, если
\xi \in \partial \Pi h.

Отметим, что ранее задачу Дирихле для слоя в \BbbR m использовал В. Г. Тимофеев при иссле-
довании неравенств Колмогорова (см. [8, 9]).

Известно (см., например, [8, 9]), что для частной производной первого порядка любой
функции u \in L\Delta 

\infty имеет место интегральное представление

u\prime x1
(x) =

\partial u

\partial x1
(x) =  - 

\int 
\partial \Pi h

u(\xi )
\partial 2G(\xi , x)

\partial x1\partial n\xi 
d\xi  - 

\int 
\Pi h

\Delta u(\xi )
\partial G(\xi , x)

\partial x1
d\xi , x \in \Pi h, (10)

где
\partial G(\xi , x)

\partial n\xi 
— производная по направлению внешней нормали к границе \partial \Pi h области \Pi h.

Для функции u \in L\Delta 
\infty из [9] следует непрерывность первой частной производной u\prime x1

, а
вместе с ней и непрерывность I\alpha x1

u\prime x1
.

Установим оценку сверху для \| I\alpha x1
(u\prime x1

)\| C . Как и в случае m = 1, для этого достаточно
оценить величину | I\alpha x1

(u\prime x1
)(0)| .

Для любого h > 0 имеем

(I\alpha x1
u\prime x1

)(0) =
1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

u\prime x1
(te1)

| t| 1 - \alpha 
dt =

1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

\Phi (t)u\prime x1
(te1) dt+

+
1

\Gamma (\alpha )

h\int 
 - h

\biggl( 
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 

\biggr) 
u\prime x1

(t) dt,

где, как и выше, функция \Phi (t) определена соотношением

\Phi (t) =

\left\{         
1

h1 - \alpha 
, t \in [ - h, h],

1

| t| 1 - \alpha 
, t /\in [ - h, h].

После интегрирования по частям в первом слагаемом и подстановки из (10) выражения для
u\prime x1

во второе слагаемое получаем

(I\alpha x1
u\prime x1

)(0) =  - 1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

\Phi \prime (t)u(te1) dt+

+
1

\Gamma (\alpha )

h\int 
 - h

\biggl( 
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 

\biggr) \left\{      - 
\int 

\partial \Pi h

u(\xi )
\partial 2G(\xi , te1)

\partial x1\partial n\xi 
d\xi  - 

\int 
\Pi h

\Delta u(\xi )
\partial G(\xi , te1)

\partial x1
d\xi 

\right\}     dt.
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После перемены порядка интегрирования будем иметь

(I\alpha x1
u\prime x1

)(0) =  - 1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

\Phi \prime (t)u(te1) dt - 

 - 1

\Gamma (\alpha )

\int 
\partial \Pi h

u(\xi )

h\int 
 - h

\biggl( 
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 

\biggr) 
\partial 2G(\xi , te1)

\partial x1\partial n\xi 
dt d\xi  - 

 - 1

\Gamma (\alpha )

\int 
\Pi h

\Delta u(\xi )

h\int 
 - h

\biggl( 
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 

\biggr) 
\partial G(\xi , te1)

\partial x1
dt d\xi . (11)

Полагая

F1(\xi ) =

h\int 
 - h

\biggl( 
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 

\biggr) 
\partial 2G(\xi , te1)

\partial x1\partial n\xi 
dt, \xi \in \partial \Pi h, (12)

F2(\xi ) =

h\int 
 - h

\biggl( 
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 

\biggr) 
\partial G(\xi , te1)

\partial x1
dt, \xi \in \Pi h, (13)

записываем (11) в виде

(I\alpha x1
u\prime x1

)(0) =  - 1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

\Phi \prime (t)u(te1) dt - 
1

\Gamma (\alpha )

\int 
\partial \Pi h

F1(\xi )u(\xi ) d\xi  - 

 - 1

\Gamma (\alpha )

\int 
\Pi h

F2(\xi )\Delta u(\xi ) d\xi . (14)

Теперь оценим | (I\alpha x1
u\prime x1

)(0)| :

| (I\alpha x1
u\prime x1

)(0)| \leq 1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

| \Phi \prime (t)| | u(te1)| dt+

+
1

\Gamma (\alpha )

\int 
\partial \Pi h

| F1(\xi )| | u(\xi )| d\xi +
1

\Gamma (\alpha )

\int 
\Pi h

| F2(\xi )| | \Delta u(\xi )| d\xi \leq 

\leq A(m,\alpha )\| u\| C +B(m,\alpha )\| \Delta u\| \infty , (15)

где

A(m,\alpha ) =
1

\Gamma (\alpha )

\left(   \infty \int 
 - \infty 

| \Phi \prime (t)| dt+
\int 

\partial \Pi h

| F1(\xi )| d\xi 

\right)   , B(m,\alpha ) =
1

\Gamma (\alpha )

\int 
\Pi h

| F2(\xi )| d\xi .

Для вычисления A(m,\alpha ) и B(m,\alpha ) нам понадобятся некоторые свойства функций F1(\xi )

и F2(\xi ), которые мы сформулируем в виде утверждений 1 и 2.
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Утверждение 1. Если \xi 1 =  - h, то F1(\xi )| \xi 1= - h \geq 0. Если \xi 1 = h, то F1(\xi )| \xi 1=h \leq 0.

Доказательство. Пусть \scrM (t) =
1

| t| 1 - \alpha 
 - 1

h1 - \alpha 
. Тогда (12) принимает вид

F1(\xi ) =

h\int 
 - h

\scrM (t)
\partial 2G(\xi , te1)

\partial x1\partial n\xi 
dt. (16)

После интегрирования по частям в (16) имеем

F1(\xi ) =  - 
h\int 

 - h

\scrM \prime (t)
\partial G(\xi , te1)

\partial n\xi 
dt =  - 

\left(  0\int 
 - h

+

h\int 
0

\right)  \scrM \prime (t)
\partial G(\xi , te1)

\partial n\xi 
dt. (17)

Заметим, что \scrM \prime (t), являясь нечетной функцией, принимает отрицательные значения для t \in 
\in (0, h). После замены переменной в первом слагаемом в (17) получаем

F1(\xi ) =

h\int 
0

( - \scrM \prime (t))
\partial 

\partial n\xi 
(G(\xi , te1) - G(\xi , - te1)) dt.

Для \xi = (\xi 1, \xi 2, . . . , \xi n) положим \widetilde \xi = ( - \xi 1, \xi 2, . . . , \xi n).

Поскольку функция G(\xi , \eta ) является функцией Грина слоя \Pi h, то, как нетрудно проверить,
функция G(\xi , \eta ) = G(\xi , \eta )  - G(\xi , \widetilde \eta ) является функцией Грина слоя \Pi \prime 

h = \{ \xi = (\xi 1, . . . , \xi m) \in 
\in \BbbR m : 0 < \xi 1 < h,  - \infty < \xi i < \infty , i = 2, . . . ,m\} , h > 0. Следовательно,

\partial G(\xi , \eta )

\partial n\xi 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\partial \Pi \prime 

h

\leq 0, (18)

где
\partial G(\xi , \eta )

\partial n\xi 
— производная по направлению внешней нормали к \partial \Pi \prime 

h.

Учитывая это свойство и тот факт, что ( - \scrM \prime (t)) > 0 при 0 < t < h, получаем F1(\xi )| \xi 1=h \leq 
\leq 0.

Аналогично, выполняя замену во втором интеграле (17), приходим к представлению

F1(\xi ) =

0\int 
 - h

( - \scrM \prime (t))
\partial 

\partial n\xi 
(G(\xi , te1) - G(\xi , - te1)) dt =

0\int 
 - h

\bigl( 
 - \scrM \prime (t)

\bigr) \partial 

\partial n\xi 
G(\xi , te1) dt.

Учитывая, что функция G(\xi , \eta ) является функцией Грина слоя \Pi \prime \prime 
h = \{ \xi 1, . . . , \xi n) \in \BbbR n :  - h <

< \xi 1 < 0,  - \infty < \xi i < \infty , i = 2, . . . , n\} , h > 0, отрицательность функции ( - \scrM \prime (t)) при
t \in ( - h, 0) и свойство (18), получаем F1(\xi )| \xi 1= - h \geq 0.

Утверждение 1 доказано.

Утверждение 2. Если  - h \leq \xi 1 \leq 0, то F2(\xi ) \leq 0, а если 0 \leq \xi 1 \leq h, то F2(\xi ) \geq 0.
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Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве утверждения 1, приходим к представ-
лениям

F2(\xi ) =

h\int 
0

( - \scrM \prime (t))G(\xi , te1) dt, (19)

где G(\xi , \eta ) = G(\xi , \eta ) - G(\xi , \widetilde \eta ) — функция Грина слоя \Pi \prime 
h, и

F2(\xi ) =

0\int 
 - h

( - \scrM \prime (t))G(\xi , te1) dt, (20)

где G(\xi , \eta ) = G(\xi , \eta ) - G(\xi , \widetilde \eta ) — функция Грина слоя \Pi \prime \prime 
h.

Поскольку G(\xi , \eta ) \geq 0 в \Pi \prime 
h, а ( - \scrM \prime (t)) > 0 при 0 < t < h, из (19) получаем F2(\xi ) \geq 0

при 0 \leq \xi 1 \leq h. Аналогично, используя отрицательность ( - \scrM \prime (t)) при  - h < t < 0, из (20)
имеем F2(\xi ) \leq 0 при  - h \leq \xi 1 \leq 0.

Утверждение 2 доказано.

Вычислим A(m,\alpha ). С этой целью рассмотрим функцию

w(x) =

\Biggl\{ 1

h
x1, x \in \Pi h,

signx1, x /\in \Pi h.

Функция w является решением задачи \Delta w = 0, w| \partial \Pi h
= sign \xi 1 в слое \Pi h. Выражение (14)

для этой функции с учетом утверждения 1 принимает вид

(I\alpha x1
w\prime 
x1
)(0) =  - 1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

\Phi \prime (t)w(te1) dt+
1

\Gamma (\alpha )

\int 
\partial \Pi h

| F1(\xi )| d\xi =

=
1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

| \Phi \prime (t)| dt+ 1

\Gamma (\alpha )

\int 
\partial \Pi h

| F1(\xi )| d\xi . (21)

Таким образом,

A(m,\alpha ) = (I\alpha x1
w\prime 
x1
)(0).

Вычисляя (I\alpha x1
w\prime 
x1
)(0), получаем

A(m,\alpha ) =
1

\Gamma (\alpha )

1

h

h\int 
 - h

1

| t| 1 - \alpha 
dt =

2

\alpha \Gamma (\alpha )

1

h1 - \alpha 
. (22)

Для отыскания B(m,\alpha ) рассмотрим функцию vh,1, h > 0 (см. (2)). Для ее производной
имеем
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(vh,1)
\prime 
x1

=

\left\{                 

2

h
 - 2x1

h2
, x1 \in [0, h],

2

h
+

2x1
h2

, x1 \in [ - h, 0],

0, x1 /\in [ - h, h].

Ясно, что

(I\alpha x1
(vh,1)

\prime 
x1
)(0) =

1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

1

| t| 1 - \alpha 
(vh,1)

\prime 
x1
(e1t) dt =

=
1

\Gamma (\alpha )

h\int 
0

1

t1 - \alpha 

\biggl( 
2

h
 - 2t

h2

\biggr) 
dt+

1

\Gamma (\alpha )

0\int 
 - h

1

( - t)1 - \alpha 

\biggl( 
2

h
+

2t

h2

\biggr) 
dt =

=
1

\Gamma (\alpha )

\left(  2

h

h\int 
0

1

t1 - \alpha 
dt - 2

h2

h\int 
0

t\alpha dt+
2

h

0\int 
 - h

dt

( - t)1 - \alpha 
+

2

h2

0\int 
 - h

t

( - t)1 - \alpha 
dt

\right)  =

=
1

\Gamma (\alpha )

\biggl( 
2

\alpha 
h\alpha  - 1  - 2

\alpha + 1
h\alpha  - 1 +

2

\alpha 
h\alpha  - 1  - 2

\alpha + 1
h\alpha  - 1

\biggr) 
=

4

\alpha (\alpha + 1)\Gamma (\alpha )
h\alpha  - 1. (23)

В то же время с учетом утверждений 1 и 2 выражение (14) для этой функции принимает вид

(I\alpha x1
(vh,1)

\prime 
x1
)(0) =  - 1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

\Phi \prime (t)vh,1(te1) dt - 
1

\Gamma (\alpha )

\int 
\partial \Pi h

F1(\xi )v(\xi ) d\xi  - 

 - 1

\Gamma (\alpha )

\int 
\Pi h

F2(\xi )\Delta v(\xi ) d\xi =
1

\Gamma (\alpha )

\infty \int 
 - \infty 

| \Phi \prime (t)| dt+ 1

\Gamma (\alpha )

\int 
\partial \Pi h

| F1(\xi )| d\xi +

+
1

\Gamma (\alpha )

\int 
\Pi h

| F2(\xi )| 
2

h2
d\xi = A(m,\alpha ) +

2

h2
B(m,\alpha ).

Следовательно, с учетом (23) получаем

A(m,\alpha ) +
2

h2
B(m,\alpha ) =

4

\alpha (\alpha + 1)\Gamma (\alpha )
h\alpha  - 1.

Отсюда, используя (22), находим

B(m,\alpha ) =
1 - \alpha 

\alpha (\alpha + 1)\Gamma (\alpha )
h1+\alpha . (24)

Подставляя (22) и (24) в (15), получаем неравенство

| (I\alpha x1
u\prime x1

)(0)| \leq 1

\alpha \Gamma (\alpha )

\biggl( 
2

h1 - \alpha 
\| u\| C +

1 - \alpha 

1 + \alpha 
h1+\alpha \| \Delta u\| \infty 

\biggr) 
,
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откуда следует неравенство (3). Учитывая, что \| vh,1\| C = 1, \| \Delta vh,1\| \infty =
2

h2
и \| I\alpha x1

(vh,1)
\prime 
x1
\| \infty =

=
4

\alpha (\alpha + 1)\Gamma (\alpha )
h\alpha  - 1, нетрудно убедиться в том, что неравенство (3) превращается в равенство

для функции vh,1.

Подставляя в правую часть (3)

h =

\sqrt{} 
2\| u\| C
\| \Delta u\| \infty 

,

приходим к неравенству

\| I\alpha x1
u\prime x1

\| \infty \leq 2

\Gamma (\alpha )

2
1+\alpha 
2

\alpha (1 + \alpha )
\| u\| 

1+\alpha 
2

C \| \Delta u\| 
1 - \alpha 
2\infty ,

которое превращается в равенство для функции vh,1 при любом значении параметра h.

Теорема доказана.
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