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СКРУЧЕНО-ЛАГIДНI АЛГЕБРИ Є НОДАЛЬНИМИ

We prove that any gentle or skewed-gentle algebra is a nodal algebra of type A.

Доказано, что каждая мягкая или скрученно-мягкая алгебра является нодальной алгеброй типа A.

Лагiднi та скручено-лагiднi алгебри були введенi в роботах [1, 2] у зв’язку з теорiєю зображень.
Пiзнiше виявилось, що цi алгебри вiдiграють iстотну роль i при дослiдженнi похiдних категорiй.
Тому їх вивченню придiляється значна увага фахiвцiв. У роботах [3, 4] було розглянуто новий
клас алгебр — нодальнi (або вузловi) та вивчено їх будову й зображення. У цiй роботi ми
доводимо, що кожна лагiдна або скручено-лагiдна алгебра є насправдi нодальною алгеброю
типу A.

Нагадаємо вiдповiднi означення. Ми фiксуємо алгебраїчно замкнене поле k i розглядаємо
лише скiнченновимiрнi k-алгебри.

Означення 1. Алгебра A називається нодальною [3, 4], якщо iснує спадкова алгебра H ⊃
⊃ A така, що:

(1) radA = radH;

(2) lengthA(H ⊗A U) ≤ 2 для кожного простого лiвого A-модуля U.

Будемо казати, що нодальна алгебра A пов’язана зi спадковою алгеброю H.

Нагадаємо, що алгебра A називається базовою [5], якщо її фактор-алгебра Ā = A/ radA

iзоморфна прямому добутку тiл. Оскiльки ми розглядаємо алгебри над алгебраїчно замкненим
полем k, то в цьому випадку A/ radA ' km для деякого m.

Як вiдомо [5] (гл. 3), кожна базова спадкова алгебра iзоморфна алгебрi шляхiв деякого
сагайдака Q без орiєнтованих циклiв. У [3, 4] доведено, що кожна базова нодальна алгебра A
iзоморфна алгебрi, яка отримується iз базової спадкової алгебри H iз сагайдаком Q за допо-
могою деякої послiдовностi операцiй склеювання i роздуття вершин цього сагайдака, причому
кожна вершина бере участь щонайбiльше в однiй такiй операцiї. Нагадаємо, як застосовуються
цi операцiї до вершин сагайдака Q :

(1) при склеюваннi вершин i та j

(a) ми ототожнюємо вершини i та j, замiнюючи їх однiєю вершиною i зберiгаючи при
цьому всi стрiлки, якi починаються або закiнчуються в цих вершинах;

(b) якщо стрiлка α починається у вершинi i (або j), а стрiлка β закiнчується у вершинi j
(вiдповiдно i), то ми накладаємо спiввiдношення αβ = 0;

(2) при роздуттi вершини i

(a) ми замiнюємо вершину i двома вершинами i′ та i′′;

(b) кожну стрiлку α, яка закiнчується в i, ми замiнюємо двома стрiлками α′ та α′′, якi
закiнчуються вiдповiдно в i′ та i′′;

(c) кожну стрiлку β, яка починається в i, ми замiнюємо двома стрiлками β′ та β′′, якi
починаються вiдповiдно в i′ та i′′;
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(d) якщо стрiлка β починається у вершинi i, а стрiлка α закiнчується в цiй вершинi, ми
накладаємо спiввiдношення β′α′ = β′′α′′.

Зауважимо, що пiсля виконання цих операцiй можуть з’явитись орiєнтованi цикли i навiть
петлi, але у подальшому до вершин, у яких утворилися петлi, цi операцiї вже не застосовуються.
Зауважимо також, що спадкову алгебру H i сагайдак Q визначено неоднозначно.

Означення 2. Базова алгебра A називається лагiдною, якщо вона задається сагайдаком
Q зi спiввiдношеннями R, причому виконуються такi умови:

(1) для кожної вершини i ∈ Q iснує не бiльше двох стрiлок, якi починаються в i, та не
бiльше двох стрiлок, якi закiнчуються в i;

(2) усi спiввiдношення в R мають вигляд αβ для деяких стрiлок α, β;

(3) якщо iснують двi стрiлки α1, α2, якi починаються в i, то для кожної стрiлки β, яка
закiнчується в i, або α1β ∈ R, або α2β ∈ R, але не одночасно;

(4) якщо iснують двi стрiлки β1, β2, якi закiнчуються в i, то для кожної стрiлки α, яка
починається в i, або αβ1 ∈ R, або αβ2 ∈ R, але не одночасно.

Означення 3. Базова алгебраA називається скручено-лагiдною, якщо вона отримується з
лагiдної алгебри B шляхом роздуття деяких вершин її сагайдака, в якi не бiльше однiєї стрiлки
α входить i не бiльше однiєї стрiлки β виходить, причому якщо наявнi обидвi стрiлки, то
βα /∈ R.

Це означення вiдрiзняється вiд означень iз робiт [2, 6] (якi теж рiзнi), але неважко переко-
натися, що воно їм рiвносильне.

Теорема. Кожна лагiдна або скручено-лагiдна алгебра є нодальною, причому сагайдак
вiдповiдної спадкової алгебри є незв’язним об’єднанням сагайдакiв типу A та Ã (тобто лiнiйок
та циклiв).

Зауважимо, що ця теорема є оберненою до теореми 3.1 iз роботи [3]. З цих двох теорем
також випливає, що така алгебра є лагiдною тодi й лише тодi, коли при її побудовi не викорис-
товувались роздуття, а лише склейки.

Доведення. Оскiльки скручено-лагiдна алгебра отримується iз лагiдної роздуттями вершин
вiдповiдного сагайдака, причому цi вершини не беруть участi у спiввiдношеннях, то достатньо
показати, що будь-яка лагiдна алгебра є нодальною.

За означенням лагiдна алгебра A задається сагайдаком Q зi спiввiдношеннями R. В цьому
сагайдаку нас цiкавитимуть лише тi вершини, в яких є спiввiдношення. Вони подiляються на
3 типи:

(1) у вершину i двi стрiлки входять i двi стрiлки iз неї виходять

α
(( i

β 66

δ ((γ

66

та є два спiввiдношення, наприклад βα = 0 i δγ = 0;

(2) у вершину i одна стрiлка входить i двi стрiлки iз неї виходять (або у вершину i двi
стрiлки входять i одна стрiлка iз неї виходить)
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причому βα = 0 або γα = 0 (вiдповiдно, αβ = 0 або αγ = 0), але не одночасно;
(3) у вершину i одна стрiлка входить i одна стрiлка iз неї виходить

α // i
β //

та є спiввiдношення βα = 0.

Доведення проведемо iндукцiєю по кiлькостi спiввiдношень. Якщо спiввiдношень взагалi
немає, то лагiдна алгебра є спадковою, а її сагайдак є незв’язним об’єднанням сагайдакiв типуA
або Ã. Нехай i — вершина, яка входить у деяке спiввiдношення. Припустимо, що вона належить
до типу (1). Розглянемо сагайдакQ1, який отримується iз сагайдакаQ замiною вершини i двома
вершинами i′ та i′′ :

α // i′
δ //

γ // i′′
β //

Всi iншi вершини в сагайдаку Q1 залишаються незмiнними. Спiввiдношення R1 сагайдака Q1

— це «старi» спiввiдношення R без тих двох, якi були у вершинi i. По сутi ми отримали нову
алгебру A1, яка задається сагайдаком Q1 зi спiввiдношеннями R1. Очевидно, що алгебра A
одержується iз A1 склеюванням компонент i′ та i′′.

Якщо вершина i належить до типу (2), то ми її замiнюємо двома вершинами i′ та i′′ вигляду

α // i′
β //

i′′
γ //

(або iз зворотними напрямками стрiлок), а якщо вершина i належить до типу (3), то будемо
виконувати замiну вигляду

α // i′

i′′
β //

В результатi такого перетворення одержуємо нову алгебру A1, з якої алгебра A одержується
склеюванням вершин i′ та i′′, в яких немає спiввiдношень. Очевидно, ця алгебра також є
лагiдною, але спiввiдношень в нiй менше, нiж в A. Цим iндукцiя завершується.
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