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ГРУППЫ ПРЕПЯТСТВИЙ К РАСЩЕПЛЕНИЮ
ВДОЛЬ ОДНОСТОРОННИХ ПОДМНОГООБРАЗИЙ*

We construct new commutative diagrams of exact sequences which relate surgery and splitting obstruction groups for
manifold pairs. We compute splitting obstruction groups and surgery obstruction groups for manifold pairs for various
geometric diagrams of groups which correspond to the problem of splitting along a one-sided submanifold of codimension 1.

Побудовано новi комутативнi дiаграми точних послiдовностей, що пов’язують групи перешкод до перебудов i роз-
щеплень для пари многовидiв. Обчислено групи перешкод до розщеплення i перебудов по парi многовидiв для ряду
геометричних дiаграм груп, що вiдповiдають задачi розщеплення вздовж однобiчного пiдмноговиду корозмiрностi 1.

1. Введение. Пусть Y n−q ⊂ Xn — пара многообразий, n = dim X, n − q = dimY. Простая
гомотопическая эквивалентность n-мерных многообразий f : Mn → Xn расщепляется вдоль
подмногообразия Y, если она гомотопна трансверсальному к Y отображению g с N = g−1(Y ),

которое является простой гомотопической эквивалентностью на подмногообразии N и его до-
полнении. Препятствие к расщеплению лежит в группе LSn−q(F ) (определение приведено
в пункте 1) препятствий к расщеплению. Группы LS∗ определены в классической моногра-
фии Уолла [20]. Группы препятствий к расщеплению тесно связаны с группами препятствий
к перестройкам и являются эффективным инструментом исследования отображений в точной
последовательности теории перестроек Браудера – Новикова – Сулливана – Уолла (см. [17, 20]).
Первая коммутативная диаграмма, связывающая группы препятствий к расщеплению и различ-
ные группы препятствий к перестройкам для пары многообразий, построена Уоллом (см. [20,
с. 264]), который обратил внимание на ее эффективность при вычислениях групп препят-
ствий. В книге [17] (§ 7) построены коммутативные диаграммы точных последовательностей,
связывающие группы препятствий к расщеплению с другими группами препятствий и струк-
турными множествами. Ряд других аналогичных коммутативных диаграмм получен в работах
[2, 7, 9, 14, 15].

В данной работе построены новые коммутативные диаграммы точных последовательнос-
тей, связывающие группы препятствий к перестройкам и расщеплениям для пары многообра-
зий, и вычислены группы препятствий к расщеплению и перестройкам по паре многообразий
для ряда геометрических диаграмм групп (см. [1]), соответствующих задаче расщепления вдоль
одностороннего подмногообразия коразмерности 1. Аналогичные результаты для односторон-
них подмногообразий получены в работах [2, 11, 13, 18].

2. Группы LS∗(Φ) и LP∗(Φ) для пары многообразий. В данной работе рассматриваются
гладкие (кусочно-линейные) многообразия и соответствующая категория расслоений (см. [20]).
Фундаментальная группа π1(X) многообразия X всегда снабжена гомоморфизмом ориентации
π1(X)→ {±1}, задаваемым первым классом Штифеля – Уитни.

Пусть Y n−q — подмногообразие коразмерности q многообразия Xn, U — трубчатая окрест-
ность подмногообразия Y в X, ∂U — граница U. Рассмотрим универсально-отталкивающий
квадрат
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Φ =


π1(∂U)

α−→ π1(X \ Y )

↓ i ↓ j

π1(U)
β−→ π1(X)

 =


A

α−→ C

↓ i ↓ j

B
β−→ D

 (2.1)

фундаментальных групп с ориентацией. Гомоморфизм ориентации на группе π1(Y ) может
отличаться от гомоморфизма ориентации на изоморфной ей группе π1(U) (см. [17, с. 564]).
Например, он будет всегда отличаться в случае одностороннего подмногообразия (коразмерно-
сти 1). Простая гомотопическая эквивалентность f : Mn → Xn многообразий размерности n
расщепляется вдоль подмногообразия Y ⊂ X, если в гомотопическом классе отображения f
существует такое отображение g, трансверсальное Y с N = g−1(Y ), что ограничения

g|N : N → Y,

g|M\N : M \N → X \ Y
(2.2)

являются простыми гомотопическими эквивалентностями (см. [17, 20]). Препятствие к расщеп-
лению лежит в группе LSn−q(Φ), функториально зависящей от квадрата Φ фундаментальных
групп с ориентацией и размерностью n − q ( mod 4). Задача расщепления и перестроек па-
ры многообразий определена также для многообразий с границей, при этом предполагается,
что простая гомотопическая эквивалентность (нормальное отображение) уже расщеплена на
границе (см. [3, 17, 20]).

Пусть f : Mn → Xn — нормальное отображение степени 1. Тогда препятствие к сущест-
вованию нормально кобордантного ему отображения g со свойствами (2.2) лежит в группе
LPn−q(Φ), также функториально зависящей от Φ и n− q ( mod 4) (см. [17, 20]).

Рассмотрим ассоциированную пару многообразий Y n−q ⊂ U (см. [17, с. 567]), для которой
квадрат фундаментальных групп в задаче расщепления имеет вид

Ψ =


π1(∂U) −→ π1(∂U)

↓ i ↓ j

π1(U) −→ π1(U)

. (2.3)

В этом случае горизонтальные отображения в квадрате Ψ являются изоморфизмами и опреде-
лена относительная точная последовательность

→ L∗
(
π1(Y )

) i!→ L∗+q−1

(
π1(∂U)

)
→ L∗(i

!)→ L∗−1

(
π1(Y )

)
→, (2.4)

в которой i! — отображение трансфера. Группа LS∗(Ψ) обозначается через LN∗
(
π1(∂U) →

→ π1(U)
)
, и имеет место изоморфизм LP∗(Ψ) ∼= L∗+1(i!). В случае одностороннего подмного-

образия коразмерности 1 группы LN∗ называются группами Браудера – Ливси (см. [5, 6]). Точ-
ная последовательность (2.4) является гомотопической длинной точной последовательностью
корасслоения Ω-спектров (см. [3, 4, 10, 16])

L
(
π1(Y )

) i]−→ Ωq−1L
(
π1(∂U)

)
−→ L(i!), (2.5)

где
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πn(L(π1(Y ))) = Ln(π1(Y )), πn

(
L
(
π1(∂U)

))
= Ln

(
π1(∂U)

)
,

πn
(
L(i!)

)
= Ln(i!), πn

(
ΩL(i!)

)
= LPn(Ψ).

Отображение индуцирования, как и трансфер, реализуется на уровне спектров. Для любого
гомоморфизма групп π → G, сохраняющего ориентацию, имеет место корасслоение спектров

L(π)→ L(G)→ L(π → G), (2.6)

где
πn
(
L(π)

)
= Ln(π), πn

(
L(G)

)
= Ln(G), πn

(
L(π → G)

)
= Ln(π → G).

Гомотопическая длинная точная последовательность корасслоения (2.6) дает относительную
точную последовательность L-групп

→ L∗(π)→ L∗(G)→ L∗(π → G)→ L∗−1(π)→ . (2.7)

Вложение подмногообразия Y → U индуцирует отображения трансфера i! и i!rel, входящие
в коммутативную диаграмму

L∗(π1(Y ))
i!rel−→ L∗+q(π1(∂U)→ π1(U))

i! ↘ ↓

L∗+q−1(π1(∂U)),

(2.8)

в которой правое вертикальное отображение является граничным гомоморфизмом из отно-
сительной точной последовательности, аналогичной (2.7), для вложения π1(∂U) → π1(U).

Диаграмма (2.8) также реализуется на уровне спектров (см. [3, 4, 10, 16]), и мы получаем
гомотопически коммутативную диаграмму спектров

L(π1(Y ))
i]rel−−−−→ ΩqL(π(∂U) −→ π1(U)) −−−−→ Ω−1LN(π1(∂U) −→ π1(U)))∥∥∥ y y

L(π1(Y ))
i]−−−−→ Ωq−1L(π1(∂U)) −−−−→ Ω−1LP(Ψ)y y

Ωq−1L(π1(U)) Ωq−1L(π1(U)),

(2.9)

в которой две верхние строки и два правых столбца являются корасслоениями. Отображения в
квадрате Φ индуцируют гомотопически коммутативную диаграмму

L(π1(∂U))
α]−−−−→ L(π1(X \ Y )) −−−−→ L(α)

i]

y j]

y y
L(π1(U))

β]−−−−→ L(π1(X)) −−−−→ L(β)y y y
L(i) −−−−→ L(j) −−−−→ L(Φ),

(2.10)
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строки и столбцы которой являются корасслоениями. Диаграмма (2.10) может быть продол-
жена в горизонтальном и вертикальном направлениях бесконечными корасслоенными после-
довательностями (см. [3, 10, 12]). Группы LP∗(Φ) и LS∗(Φ) реализуются спектрами LP(Φ) и
LS(Φ) соответственно. Связь между различными спектрами в задаче расщепления описана в
следующем предложении (см. [7, 12]).

Предложение 1. Имеют место следующие гомотопически коммутативные диаграммы
спектров, строки и столбцы которых являются корасслоениями:

L(π1(Y ))
i]−−−−→ ΩqL(i) −−−−→ Ω−1LS(Ψ)∥∥∥ y y

L(π1(Y )) −−−−→ ΩqL(j) −−−−→ Ω−1LS(Φ)y y
ΩqL(Φ) ΩqL(Φ),

(2.11)

L(π1(Y ))
i]−−−−→ Ωq−1L(π1(∂U)) −−−−→ Ω−1LP(Ψ)∥∥∥ α]

y y
L(π1(Y )) −−−−→ Ωq−1L(π1(X \ Y )) −−−−→ Ω−1LP(Φ)y y

Ωq−1L(α) Ωq−1L(α),

(2.12)

где L(α) = L
(
π1(∂U) → π1(X \ Y )

)
, LS(Ψ) = LN

(
π1(∂U) → π1(U)

)
, LP(Ψ) = ΩL(i!),

L(β) = L
(
π1(U)→ π1(X)

)
.

Рассмотрим квадрат (2.1) ориентированных групп. Пусть Bw обозначает ориентирован-
ную группу π1(Y ). Группа Bw изоморфна группе B, но может иметь другую ориентацию
(см. [17, с. 564; 20, с. 133]). Следующий результат получен в [20, с. 264] (см. также [3, 14 – 16]).

Теорема 1. Имеет место коса точных последовательностей

→ Ln+1(C) −→ Ln+1(D) −→ LSn−1(Φ)

↗ ↘ ↗ ↘ ↗

Ln+2(j) LPn(Φ) Ln+1(j)

↘ ↗ ↘ ↗ ↘

→ LSn(Φ) −→ Ln(Bw) −→ Ln(C),

(2.13)

которая функториальна по отношению к отображениям квадратов фундаментальных групп,
сохраняющих ориентацию. Диаграмма (2.13) реализуется на уровне спектров.

Гомотопические длинные точные последовательности корасслоений диаграмм (2.11) и (2.12)
дают коммутативные косы точных последовательностей (см. также [16, с. 566; 20, с. 146]):
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→ Ln+1(Bw) −→ Ln+q+1(j) −→ Ln+q+1(Φ)→

↗ ↘ ↗ ↘ ↗

LSn+1(Φ) Ln+q+1(i) LSn(Φ)

↘ ↗ ↘ ↗ ↘

→ Ln+q+2(Φ) −→ LSn(Ψ) −→ Ln(Bw)→
(2.14)

→ Ln+1(Bw) −→ Ln+q(C) −→ Ln+q(α)→

↗ ↘ ↗ ↘ ↗

LPn+1(Φ) Ln+q(A) LPn(Φ)

↘ ↗ ↘ ↗ ↘

→ Ln+q+1(α) −→ LPn(Ψ) −→ Ln(Bw)→ .

(2.15)

Обозначим через Lrel(Φ) гомотопический кослой отображения L
(
π1(X)

)
−→ L(Φ), яв-

ляющегося композицией отображений из диаграммы (2.10), и пусть Lrel
n (Φ) = πn

(
Lrel(Φ)

)
.

Следующий технический результат потребуется для вычисления групп препятствий.
Предложение 2. Имеют место точные последовательности L-групп

−→ Ln(D) −→ Ln(Φ) −→ Lrel
n (Φ) −→,

−→ Ln(α) −→ Ln−1(B) −→ Lrel
n (Φ) −→,

−→ Ln(i) −→ Ln−1(C) −→ Lrel
n (Φ) −→,

(2.16)

которые реализуются корасслоениями спектров.
Доказательство следует из леммы 2 работы [12].
Теорема 2. Имеют место гомотопически коммутативные диаграммы спектров, строки

и столбцы которых являются корасслоениями:

L(π1(Y ))
i]rel−−−−→ ΩqL(i) −−−−→ Ω−1LS(Ψ)∥∥∥ y y

L(π1(Y )) −−−−→ Ωq−1L(π1(X \ Y )) −−−−→ Ω−1LP(Φ)y y
ΩqLrel(Φ) ΩqLrel(Φ),

(2.17)

Ωq+2L(Φ) −−−−→ LS(Ψ) −−−−→ LS(Φ)y y y
Ωq+1L(α) −−−−→ LP(Ψ) −−−−→ LP(Φ)y y y
Ωq+1L(β) −−−−→ ΩqL(π1(U)) −−−−→ ΩqL(π1(X)).

(2.18)
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Гомотопические длинные точные последовательности отображений диаграмм (2.17) и (2.18)
дают коммутативные диаграммы точных последовательностей

→ Ln+1(Bw) −→ Ln+q(C) −→ Lrel
n+q+1(Φ)→

↗ ↘ ↗ ↘ ↗

LPn+1(Φ) Ln+q+1(i) LPn(Φ)

↘ ↗ ↘ ↗ ↘

→ Lrel
n+q+2(Φ) −→ LSn(Ψ) −→ Ln(Bw)→,

(2.19)

y y y
−−−−→ Ln+q+2(Φ) −−−−→ LSn(Ψ) −−−−→ LSn(Φ) −−−−→y y y
−−−−→ Ln+q+1(α) −−−−→ LPn(Ψ) −−−−→ LPn(Φ) −−−−→y y y
−−−−→ Ln+q+1(β) −−−−→ Ln+q(B) −−−−→ Ln+q(D) −−−−→y y y .

(2.20)

Доказательство. Левый квадрат из (2.9) и левый квадрат из (2.10) дают гомотопически
коммутативную диаграмму

L(π1(Y ))
i]rel−−−−→ ΩqL(π(∂U) −→ π1(U)) −−−−→ ΩqL(π1(X \ Y ) −→ π1(X)))∥∥∥ y y

L(π1(Y ))
i]−−−−→ Ωq−1L(π1(∂U)) −−−−→ Ωq−1L(π1(X \ Y )),

из которой следует левый квадрат в (2.17). Верхнее горизонтальное отображение квадрата вхо-
дит в (2.11), а нижнее — в (2.12). Таким образом мы получили две верхние строки в (2.17).
Правый квадрат в (2.17) универсален, а среднее вертикальное отображение описано в предло-
жении 2. Таким образом, получаем диаграмму (2.17).

Естественное отображение квадратов Ψ → Φ и теорема 1 индуцируют правый верхний
квадрат в (2.18). Теперь диаграмма (2.18) следует из (2.11) и (2.12).

Теорема 2 доказана.

3. Группы LS∗ и LP∗ геометрических диаграмм групп. В этом пункте мы вычислим
группы LS∗, LP∗ и естественные отображения между различными группами препятствий для
широкого класса геометрических диаграмм групп. Рассмотрим следующие коммутативные диа-
граммы групп, возникающие в задаче расщепления вдоль одностороннего подмногообразия:
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Φ+
r =


Z+ α−→ Z/2r+

↓ i+ ↓ j+

Z+ β−→ Z/2r+1+

, Φ+
s,r =


Z/2s+ α−→ Z/2r+

↓ i+ ↓ j+

Z/2s+1+ β−→ Z/2r+1+

,

Φ−r =


Z+ α−→ Z/2r+

↓ i− ↓ j−

Z− β−→ Z/2r+1−

, Φ−s,r =


Z/2s+ α−→ Z/2r+

↓ i− ↓ j−

Z/2s+1− β−→ Z/2r+1−

.
(3.1)

В диаграммах (3.1) отображения i±, j± являются стандартными вложениями индекса 2 цик-
лических групп, а отображения α, β — стандартными проекциями. Ориентация левой ниж-
ней группы в этих диаграммах соответствует ориентации фундаментальной группы трубча-
той окрестности U подмногообразия Y, как в диаграмме (2.3). Ориентация фундаментальной
группы подмногообразия Y получается посредством изменения этой ориентации на проти-
воположную на образующей циклической группы. Для квадратов из (3.1) можно построить
ассоциированные квадраты в задаче расщепления, переход от квадрата Φ к квадрату Ψ, как
описано в пункте 2 (см. [20]). Мы получим следующие коммутативные квадраты:

Ψ+ =


Z+ =−→ Z+

↓ i+ ↓ i+

Z+ =−→ Z+

, Ψ+
s =


Z/2s+ =−→ Z/2s+

↓ i+ ↓ i+

Z/2s+1+ =−→ Z/2s+1+

,

Ψ− =


Z+ =−→ Z+

↓ i− ↓ i−

Z− =−→ Z−

, Ψ−s =


Z/2s+ =−→ Z/2s+

↓ i− ↓ i−

Z/2s+1− =−→ Z/2s+1−

,
(3.2)

горизонтальные отображения в которых являются изоморфизмами.
Группы Уолла всех групп из квадратов в (3.1) и L∗(1) известны (см. [19, 20]):

n = 0 1 2 3

Ln(1) = Z 0 Z2 0

Ln(Z/2+) = Z2 0 Z2 Z/2

Ln(Z/2−) = Z2 0 Z2 0

Ln(Z+) = Z Z Z2 Z2

Ln(Z−) = Z2 0 Z2 Z2

Ln(Z/2r+) = Z2 ⊕ Σr 0 Σr ⊕ Z2 Z2 (r ≥ 2)

Ln(Z/2r−) = 0 0 Z2 (Z2)2 (r ≥ 2),

(3.3)
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где Σr — свободная абелева группа ранга 2r−1 − 1. Группы препятствий к расщеплению (яв-
ляющиеся группами Браудера – Ливси) для квадратов из (3.2) также известны (см. [2, 6, 13]).
Имеют место изоморфизмы

LNn(1→ Z/2+) = Ln+2(1), LNn(1→ Z/2−) = Ln(1), (3.4)

LNn(Z+ → Z±) = 0 ∀ n = 0, 1, 2, 3(mod4),

LNn(Z/2s+ → Z/2s+1±) =

0, n = 2k + 1, s ≥ 1,

Z2s−1
, n = 2k, s ≥ 1.

(3.5)

Предложение 3. Пусть s ≥ 1, s ∈ N. Имеют место следующие изоморфизмы:

n = 0 n = 1 n = 2 n = 3

LPn(Ψ+) = Z Z2 Z2 Z

LPn(Ψ−) = 0 Z2 Z2 Z2

LPn(Ψ+
0 ) = Z2 Z2 Z2 Z

LPn(Ψ−0 ) = Z Z2 Z2 Z2

LPn(Ψ+
s ) = 0 Σs ⊕ Z2 Z2 Σs ⊕ Z2

LPn(Ψ−s ) = Σs ⊕ Z Z2 Σs ⊕ Z⊕ Z2 0.

Доказательство. Согласно (3.5) (см. [2]) LSn(Ψ±) = 0 ∀n. В этом случае из ком-
мутативной диаграммы (2.20) для случая Φ = Ψ± следует, что имеет место изоморфизм
LPn(Ψ±) = Ln+1(B±). Для квадратов Ψ±0 группы LP∗ известны (см., например, [8, 18]).
Напомним только, что имеет место изоморфизм LPn(Ψ−0 ) = LPn−1(Ψ+

0 ). Для вычисления
группы LP∗(Ψ

+
s ), s ≥ 1, рассмотрим строки диаграммы (2.13) для случая Φ = Ψ+

s , отобра-
жения в которой вычислены в работе [13]. Запишем эту диаграмму полностью, поскольку она
понадобится нам в дальнейшем. Пусть π = Z/2s+, G± = Z/2s+1±, s ≥ 1. Тогда получаем
диаграмму

0 0 0 (Z2)2 Z2∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥
→ L1(π) −−−−→ L1(G+)

0−−−−→ LN3 −−−−→ L3(G−)
epi−−−−→ L3(π)

0−→

0

y 0

y 0

y Z2

y 0

y
→ LN0 −−−−→ L0(G−)

0−−−−→ L0(π)
mono−−−−→ L0(G+)

epi−−−−→ LN2
0−→∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥

Z2s−1
0 Z2s−1+1 Z2s+1 Z2s−1

(3.6)
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Z2 0 0∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥
0−−−−→ L3(G+)

0−−−−→ LN1 −−−−→ L1(G−)−→

Z2

y 0

y 0

y
0−−−−→ L2(G−)

0−−−−→ L2(π)
mono−−−−→ L2(G+)

epi−→∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥
Z2 Z2s−1−1 ⊕ Z2 Z2s−1 ⊕ Z2,

строки которой являются цепными комплексами с изоморфными гомологиями (см. [13]), ука-
занными на диаграмме между строками. Теперь диаграммный поиск в (2.13) и (3.6) дает группы
LP∗(Ψ

+
s ). Диаграмма, аналогичная (3.6), для квадрата Ψ−s , s ≥ 1, имеет вид

0 0 0 Z2 Z2∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥
→L1(π) −−−−→ L1(G−)

0−−−−→ LN3 −−−−→ L3(G+)
∼=−−−−→ L3(π)

0−→

0

y 0

y 0

y 0

y 0

y
→ LN0

mono−−−−→ L0(G+)
epi−−−−→ L0(π) −−−−→ L0(G−) −−−−→ LN2

mono−→∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥
Z2s−1 Z2s+1 Z2s−1+1 0 Z2s−1

(Z2)2 0 0∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥
0−−−−→ L3(G−)

0−−−−→ LN1 −−−−→ L1(G+)−→

(Z2)2
y 0

y 0

y
mono−−−−→ L2(G+) −−−−→ L2(π)

epi−−−−→ L2(G−)
0−→∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥

Z2s−1 ⊕ Z2 Z2s−1−1 ⊕ Z2 Z2.

(3.7)

Теперь диаграммный поиск в (2.13) и (3.6) дает группы LP∗(Ψ
−
s ).

Предложение доказано.

Для удобства ссылок сформулируем результаты об отображениях групп Уолла, индуциро-
ванных отображениями α и β в квадратах в (3.1).

Предложение 4. 1. Индуцированное отображением α : Z+ → Z/2r+, r ≥ 1, отображение
групп Уолла α∗ : Ln(Z+)→ Ln(Z/2r+) задается следующим образом:
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n = 0, Z→ Z2 ⊕ Σr — мономорфизм на прямое слагаемое,

n = 1, Z→ 0 — тривиально,

n = 2, Z2 → Z2 ⊕ Σr — мономорфизм,

n = 3, Z2 → Z2 — изоморфизм.

2. Индуцированное отображением β : Z− → Z/2r−, r ≥ 2, отображение групп Уолла
β∗ : Ln(Z−)→ Ln(Z/2r−) задается следующим образом:

n = 0, Z2 → 0 — тривиально,

n = 1, 0→ 0 — тривиально,

n = 2, Z2 → Z2 — изоморфизм,

n = 3, Z2 → (Z2)2 — мономорфизм.

3. Индуцированное отображением β : Z/2s+1− → Z/2r+1−, s ≥ r ≥ 1, отображение групп
Уолла является изоморфизмом во всех размерностях.

4. Индуцированное отображением α : Z/2s+ → Z/2r+, s ≥ r ≥ 1, отображение групп Уол-
ла является эпиморфизмом во всех размерностях. В частности, имеют место изоморфизмы

L2k(α) = 0, L2k+1(α) = Σs/Σr.

Доказательство. 1. Для n = 0, 2 результат следует из функториальности, так как L0(1) =

= Z, L2(1) = Z2, и имеет место коммутативная диаграмма

L2k(1) −−−−→ L2k(Z+)∥∥∥ α∗

y
L2k(1) ←−−−− L2k(Z/2r+).

Для n = 3 результат следует из рассмотрения композиции отображений

Z2 = L3(Z+)→ L3(Z/2r+)→ L3(Z+
2 ) = Z2,

индуцированных естественными проекциями. Эта композиция является изоморфизмом соглас-
но предложению 13А.9 работы [20].

2. В размерности 2 результат следует из сохранения Арф-инварианта. В размерности 3
рассмотрим коммутативную диаграмму

Z2 = L3(Z−)
i!−−−−→ L3(Z+) = Z2

β∗

y α∗

y
(Z2)2 = L3(Z/2r−)

j!−−−−→ L3(Z/2r−1+
) = Z2,

(3.8)

в которой горизонтальные отображения являются трансферами для вложений индекса 2 из (3.1)
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Z+ i−→ Z−, Z/2r−1+ j−→ Z/2r−.

Верхнее горизонтальное отображение в (3.8) является изоморфизмом согласно [2], а правое
вертикальное отображение — изоморфизмом согласно [20], как уже упоминалось выше.

3. В размерностях 0 и 1 утверждение тривиально. В размерности 2 результат следует из
пункта 2 и сохранения Арф-инварианта. В размерности 3 группа

L3(Z/2s+1−) = L3(Zπ) = Z2 ⊕ Z2

задается расширением (см. [19])

0 −→ LY0 (Zπ → Ẑ2π) −→ L3(Zπ) −→ LY3 (Ẑ2π)/{Z2} −→ 0,

которое функториально при рассматриваемом отображении L-групп, индуцированном β. Груп-
па LY0 (Zπ → Ẑ2π) изоморфна группе LY0

(
Z[i] → Ẑ2[i]

)
= Z2. Этот изоморфизм согласован с

проекцией (образующая группы π отображается в i), согласно предложению 3.4.1 [19]. Пусть T
— образующая группы π. Группа LY3 (Ẑ2π)/{Z2} ∼= Z2 является эпиморфным образом группы
когомологий Тейта

H0
(
K1(Ẑ2π)/Y

)
∼= Z2 ⊕ Z2,

образующая которой 1 − T + T−1 переходит в образующую LY3 (Ẑ2π)/{Z2} (см. § 3.2 [19]).
Таким образом, правая группа в расширении также отображается изоморфно при отображении,
индуцированном β.

4. В размерности 1 утверждение тривиально. В размерности 3 результат следует из пункта 1.
В размерности 2 прямое слагаемое Z2 задается Арф-инвариантом. Прямое слагаемое Σr ∈
∈ L2k(Z/2s+)

(
соответственно Σs ∈ L2k(Z/2r+)

)
задается группой сигнатур (см. [13] и [19],

§ 2.2, 3.3 ), которая отображается эпиморфно при проекции α. Для группы π (равной Z/2s либо
Z/2r) прямые слагаемые Z⊕ Z ⊂ L0(π) лежат в ядре гомоморфизма (см. [19], § 1.4, 3.3 )

Ls0(Rπ) −−−−→ CLs0(Qπ)

epi

y epi

y
Ls0(R)⊕ Ls0(R)

epi−−−−→ CLs0(Q)⊕ CLs0(Q)∥∥∥ ∥∥∥
4Z⊕ 4Z (mod 2,mod 2)−−−−−−−−−→ Z2 ⊕ Z2.

(3.9)

Верхние вертикальные отображения в (3.9) задаются в рассматриваемом случае отображениями
T → ±1, где T — образующая π. Поскольку проекция α согласуется с этими отображениями,
получаем, что прямое слагаемое Z ⊕ Z ⊂ L0(Z/2s+) отображается изоморфно на прямое
слагаемое Z⊕ Z ⊂ L0(Z/2r+).

Предложение доказано.
Нам потребуется результат, который следует непосредственно из следствия 1 работы [2].
Лемма 1. 1. Относительная точная последовательность для вложения i+ : Z+ −→ Z+

индекса 2 имеет вид

L0(Z+)
∼=−→ L0(Z+)

0−→ L0(i+)
∼=−→ L3(Z+)

0−→ L3(Z+)
∼=−→ L3(i+)

0−→
0−→ L2(Z+)

∼=−→ L2(Z+)
0−→ L2(i+)

0−→ L1(Z+)
×2−→ L1(Z+)

epi−→ L1(i+)
0−→ .
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В частности, группа Ln(i+) изоморфна Z2, Z2, 0,Z2 для n = 0, 1, 2, 3 соответственно.
2. Относительная точная последовательность для вложения i− : Z+ −→ Z− индекса 2

имеет вид

L0(Z+)
epi−→ L0(Z−)

0−→ L0(i−)
∼=−→ L3(Z+)

0−→ L3(Z−)
∼=−→ L3(i−)

0−→
0−→ L2(Z+)

∼=−→ L2(Z−)
0−→ L2(i−)

∼=−→ L1(Z+)
0−→ L1(Z−)

0−→ L1(i−)
×2−→ .

В частности, группа Ln(i−) изоморфна Z2, Z, Z, Z2 для n = 0, 1, 2, 3 соответственно.
Лемма 2. 1. Нижняя точная последовательность в (2.16) для квадрата Φ+

r , r ≥ 1, имеет
вид

L0(i+)
∼=−→ L3(Z/2r+)

0−→ Lrel
0 (Φ+

r )
∼=−→ L3(i+)

0−→ L2(Z/2r+)
∼=−→ Lrel

3 (Φ+
r )

0−→
0−→ L2(i+)

0−→ L1(Z/2r+)
0−→ Lrel

2 (Φ+
r )

∼=−→ L1(i+)
0−→ L0(Z/2r+)

∼=−→ Lrel
1 (Φ+

r )
0−→ .

Группа Lrel
n (Φ+

r ), r ≥ 1, изоморфна Z2, Σr⊕Z2, Z2, Σr⊕Z2 для n = 0, 1, 2, 3 соответственно.
2. Нижняя точная последовательность в (2.16) для квадрата Φ−r , r ≥ 1, имеет вид

L0(i−)
∼=−→ L3(Z/2r+)

0−→ Lrel
0 (Φ−r )

∼=−→ L3(i−)
0−→

0−→ L2(Z/2r+)
mono−→ Lrel

3 (Φ−r )
epi−→ L2(i−)

0−→
0−→ L1(Z/2r+)

0−→ Lrel
2 (Φ−r )

0−→ L1(i−)
Coker=Z⊕Z2⊕Σr−→ L0(Z/2r+)

epi−→ Lrel
1 (Φ−r )

0−→ .

Группа Lrel
n (Φ−r ), r ≥ 1, изоморфна Z2, Σr ⊕ Z ⊕ Z2, Z, Σr ⊕ Z ⊕ Z2 для n = 0, 1, 2, 3 соот-

ветственно.
Доказательство. Для квадрата (2.1) отображение Ln(i) → Ln−1(C) в нижней точной

последовательности в (2.16) является композицией отображений

Ln(i) −→ Ln−1(A) −→ Ln−1(C),

где первое отображение из относительной точной последовательности для вложений i описано
в лемме 1, а второе отображение, индуцированное α, — в предложении 4.

Теорема 3. Пусть s ≥ r ≥ 1, s, r ∈ N. Имеют место следующие изоморфизмы:

n = 0 n = 1 n = 2 n = 3

LPn(Φ+
r ) = Z2 Σr ⊕ Z2 Z2 Σr ⊕ Z2

LPn(Φ−r ) = Z Σr ⊕ Z⊕ Z2 Z2 Σr ⊕ Z⊕ Z2

LPn(Φ+
s,r) = 0 Σr ⊕ Z2 Z2 Σr ⊕ Z2

LPn(Φ−s,r) = H Z2 H ⊕ Z2 0,

где H ∼= (Σs ⊕ Σs/Σr)⊕ Z — свободная абелева группа ранга 2s − 2r−1.
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Доказательство. Рассмотрим коммутативную диаграмму (2.19) для случая Φ = Φ±r . В
этом случае Ψ = Ψ±. Следовательно, все группы LS∗(Ψ

±) тривиальны согласно (3.5) (см. [2])
и имеет место изоморфизм LPn(Φ±r ) ∼= Lrel

n+2(Φ±r ). Теперь результат для квадратов Φ±r следует
из леммы 2. Для квадрата Φ+

s,r рассмотрим естественное отображение квадратов

Φ+
s,r → Ψ+

r , (3.10)

индуцирующее коммутативную диаграмму

Ln+1(Z/2r+) −−−−→ LPn(Φ+
s,r) −−−−→ Ln(Z/2s+1−) −−−−→ Ln+1(Z/2r+)∥∥∥ y β∗

y ∥∥∥
Ln+1(Z/2r+) −−−−→ LPn(Ψ+

r ) −−−−→ Ln(Z/2r+1−) −−−−→ Ln+1(Z/2r+),

(3.11)

строки которой являются точными последовательностями (см. также [14]). Согласно предложе-
нию 4 отображение β∗ в (3.11) является изоморфизмом во всех размерностях, следовательно,
во всех размерностях имеет место изоморфизм Ln(Φ+

s,r)→ Ln(Ψ+
r ), индуцированный отобра-

жением квадратов (3.10).

Рассмотрим точную последовательность

→ Ln+2(α)→ LPn(Ψ−s )→ LPn(Φ−s,r)→

из диаграммы (2.20) для квадрата Φ−s,r. Она имеет вид

L2(α)[= 0] −→ LP0(Ψ−s ) [= Σs ⊕ Z]
mono−→ LP0(Φ−s,r)

epi−→ L1(α) [= Σs/Σr]
0−→

0−→ LP3(Ψ−s ) [= 0] −→ LP3(Φ−s,r) −→ L0(α)[= 0] −→ LP2(Ψ−s ) [= Σs ⊕ Z⊕ Z2]
mono−→

mono−→ LP2(Φ−s,r)→ L3(α) [= Σs/Σr]
?−→ LP1(Ψ−s ) [= Z2]

epi−→ LP1(Φ−s,r)
0−→ . (3.12)

Для завершения доказательства достаточно убедиться, что группа LP1(Φ−s,r) изоморфна Z2,

следовательно, отображение, обозначаемое знаком ?, тривиально. Рассмотрим вторую точную
последовательность из (2.16). Мы получаем

Σs/Σr Z2 ? 0∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥
L3(α) −−−−→ L2(Z/2s+1−) −−−−→ Lrel

3 (Φ−s,r) −−−−→ L2(α).

(3.13)

Группа Σs/Σr в (3.13) естественно отождествляется с подгруппой группы сигнатур Σs, как
следует из предложения 4. А эта группа сигнатур при отображении, индуцированном i, триви-
ально отображается в Z2 ∈ L2(Z/2s+1−), задаваемое Арф-инвариантом. Таким образом, левое
горизонтальное отображение в (3.13) тривиально и Lrel

3 (Φ−s,r) = Z2. Теперь рассмотрим точную
последовательность, входящую в (2.19):
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0 ? Z2 Σs ⊕ Z∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥
LS1(Ψ−s ) −−−−→ LP1(Φ−s,r) −−−−→ Lrel

3 (Φ−s,r) −−−−→ LS0(Ψ−s ).

(3.14)

Поскольку правая группа в (3.14) свободна, LP1(Φ−s,r) изоморфна Z2.

Теорема доказана.
Теорема 4. Пусть s ≥ r ≥ 1, s, r ∈ N. Имеют место следующие изоморфизмы:

n = 0 n = 1 n = 2 n = 3

LSn(Φ+
r ) = Σr+1/Σr 0 (Σr+1/Σr)⊕ Z2 0

LSn(Φ−r ) = 0 Σr ⊕ Z⊕ Z2 0 Σr ⊕ Z⊕ Z2

LSn(Φ+
s,r) = Σr+1/Σr 0 Σr+1/Σr 0

LSn(Φ−s,r) = H 0 H 0,

где H ∼= (Σs ⊕ Σs/Σr)⊕ Z — свободная абелева группа ранга 2s − 2r−1.

Доказательство. Для квадрата Φ = Φ+
r рассмотрим точную последовательность

→ Ln+1(Φ)→ Ln(i+)
φ+n−→ Ln(j+)→ . (3.15)

Группы Ln(i+) даны в лемме 1. Из диаграммы (3.6) получаем, что имеют место изоморфизмы

Ln(j+) = (Σr+1/Σr)⊕ (Z2)2, 0, Σr+1/Σr,Z2

для n = 0, 1, 2, 3 (mod4) соответственно. Рассмотрим коммутативную диаграмму

L0(i+)
∼=−−−−→ L3(Z+) Z2

φ+0

y ∼=
yα∗

L0(j+)
epi−−−−→ L3(Z/2r+) Z2,

в которой верхнее отображение является изоморфизмом по лемме 1, а правое вертикальное
отображение — изоморфизмом по предложению 4. Следовательно, φ+

0 — мономорфизм. Рас-
смотрим коммутативную диаграмму

L3(Z+)
∼=−−−−→ L3(i+) Z2

∼=
yβ∗ φ+3

y
L3(Z/2r+1+

)
∼=−−−−→ L3(j+) Z2,

в которой верхнее отображение является изоморфизмом по лемме 1, левое вертикальное отоб-
ражение — изоморфизмом по предложению 4, а нижнее горизонтальное отображение следует
из предложения 3. Следовательно, φ+

3 — изоморфизм. Отображения φ+
2 и φ+

1 , очевидно, будут
тривиальны, так как одна из групп тривиальна. Теперь из точной последовательности (3.15)
получаем изоморфизмы
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L2k+1(Φ+
r ) = 0, L0(Φ+

r ) = Z2r−1 ⊕ Z2

и расширение

Σr+1/Σr ? Z2∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥
0 −−−−→ L2(j+) −−−−→ L2(Φ+

r ) −−−−→ L1(i+) −−−−→ 0.

(3.16)

Рассмотрим часть точной последовательности для квадрата Φ = Φ+
r

0 ? Σs/Σr∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥
L0(β) −−−−→ L2(Φ+

r )
mono−−−−→ L1(α),

относительные группы в которой получены в предложении 4. Следовательно, L2(Φ+
r ) является

подгруппой свободной абелевой группы, и из (3.16) следует, что L2(Φ+
r ) ∼= Σr+1/Σr. В част-

ности, последовательность (3.16) не расщепляется. Поскольку группы LSn(Ψ±) тривиальны
для любого n, из диаграммы (2.16) получаем изоморфизм

LSn(Φ+
r ) ∼= Ln+2(Φ+

r ).

Для квадрата Φ = Φ−r рассмотрим точную последовательность, аналогичную (3.15). Пусть

φ−n : Ln(i−) −→ Ln(j−) (3.17)

— отображение относительных групп из этой последовательности. Группы Ln(i−) даны в лем-
ме 1. Из диаграммы (3.7) получаем, что имеют место изоморфизмы

Ln(j−) = Z2, Σr ⊕ Z2, 0, Σr ⊕ (Z2)2

для n = 0, 1, 2, 3 (mod 4) соответственно. Аналогично предыдущему случаю получаем, что
отображение в (3.17) является изоморфизмом при n = 0, мономорфизмом при n = 3, триви-
ально при n = 2, является мономорфизмом с коядром Σr ⊕ Z2 ⊕ Z2. Следовательно,

L2k(Φ
−
r ) = 0, L2k+1(Φ−r ) = Σr ⊕ Z2 ⊕ Z2.

Далее, как и выше, имеет место изоморфизм

LSn(Φ−r ) ∼= Ln+2(Φ−r ).

Для квадрата Φ = Φ+
s,r рассмотрим точную последовательность

→ Ln(Bw)
ψ+
n−→ Ln+1(j+)→ LSn−2(Φ)→ (3.18)

из диаграммы (2.13). Группы Ln(Bw) = Ln(Z/2s+1−) даны в (3.3), а группы L∗(j+) описаны
выше в доказательстве. Отсюда непосредственно следует, что отображение ψ+

n тривиально при
n = 0, 1. При n = 2 имеет место коммутативная диаграмма
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L2(Z/2s+1−)
i]−−−−−→∼= L3(i+)

∼=←−−−− L2(Z/2s+1+
) = Z2∥∥∥ y ∼=

yβ∗
L2(Z/2s+1−)

ψ+
2−−−−→ L3(j+)

∼=←−−−− L2(Z/2r+1+
) = Z2.

(3.19)

Верхнее левое горизонтальное отображение в (3.19) — трансфер, который является изомор-
физмом согласно диаграмме (3.7). Среднее и правое вертикальные отображения индуцированы
горизонтальными отображениями квадрата Ψ+

s,r. Правое вертикальное отображение является
изоморфизмом, так как сохраняет Арф-инвариант. Следовательно, отображение ψ+

2 — изомор-
физм. Теперь из (3.18) следует, что

LS0(Φ+
s,r) = Σr+1/Σr, LS1(Φ+

s,r) = 0

и имеет место точная последовательность

0→ LS3(Φ+
s,r)→ L3(Z/2s+1−)[= (Z2)2]→ L0(j+)→ LS2(Φ+

s,r)→ 0. (3.20)

При n = 3 естественное отображение квадратов Φ+
s,r → Ψ+

r индуцирует коммутативную диа-
грамму

Z2 ⊕ Z2∥∥∥
L3(Z/2s+1−)

i]−−−−−→
mono

L0(i+)

∼=
y y

L3(Z/2r+1−)
j]−−−−−→

mono
L0(j+),

(3.21)

диагональное отображение в которой есть ψ+
3 . Горизонтальные отображения в (3.21) являются

мономорфизмами, как следует из (3.6). Левое вертикальное отображение в (3.21) индуцировано
проекцией и является изоморфизмом по предложению 4. Следовательно, ψ+

3 — мономорфизм.
Теперь из (3.20) получаем

LS3(Φ+
s,r) = 0, LS2(Φ+

s,r) = Σr+1/Σr.

Для квадрата Φ = Φ−s,r рассмотрим точную последовательность

→ LPn(Φ)
ξn−→ Ln+1(D)→ LSn−1(Φ)→ (3.22)

из диаграммы (2.13), где D = Z/2r+1−. Группы LPn(Φ−s,r) получены в теореме 3, а группы

L∗(Z/2r+1−) даны в (3.3). Отсюда непосредственно следует, что отображение ξn тривиально
при n = 0, 3. При n = 1 имеет место коммутативная диаграмма

LP1(Ψ−s )
∼=−−−−→ L2(Z/2s+1−) = Z2

∼=
y ∼=

yβ∗
LP1(Φ−s,r)

ξ1−−−−→ L2(Z/2r+1−) = Z2,

(3.23)
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в которой вертикальные отображения индуцированы отображением квадратов Ψ−s → Φ+
s,r. Все

отображения в (3.23), кроме ξ1, описаны выше. Следовательно, ξ1 — изоморфизм. Диаграмма,
аналогичная (3.23), в размерности n = 2 дает, что ξ2 является эпиморфизмом и кручение
отображается мономорфно. Теперь из (3.22) получаем

LS2k+1(Φ−s,r) = 0, LS2k(Φ
−
s,r) = H,

где H ∼= (Σs ⊕ Σs/Σr)⊕ Z — свободная абелева группа ранга 2s − 2r−1.
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