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ОДНА ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОЇ ШВИДКОДIЇ
ДЛЯ ЛIНIЙНОЇ КЕРОВАНОЇ БАГАТОЗНАЧНОЇ СИСТЕМИ

We consider the time-optimal control problem for a set-valued linear control system in the case where a section of the
solution of the system coincides with a target set. For this problem, we obtain the solvability conditions as well as the
optimal time and optimal controls. The results are illustrated by model examples.

Розглядається задача оптимальної швидкодiї для лiнiйної керованої багатозначної системи у випадку, коли пере-
рiз розв’язку цiєї системи збiгається з цiльовою множиною. Отримано умови розв’язностi даної задачi, а також
оптимальний час та оптимальнi керування. Результати проiлюстровано на модельних прикладах.

1. Вступ. У 1969 р. F. S. de Blasi та F. Iervolino розглянули багатозначнi диференцiальнi рiвнян-
ня з похiдною Хукухари [1]. Пiсля цього багато авторiв дослiджували властивостi розв’язкiв
багатозначних диференцiальних рiвнянь [2 – 11], багатозначних iнтегро-диференцiальних i iн-
тегральних рiвнянь [12 – 18], багатозначних iмпульсних рiвнянь [19 – 22], багатозначних дис-
кретних cистем [23 – 25], а також багатозначних диференцiальних включень [2, 22, 26, 27].
Багатозначнi рiвняння широко застосовуються при дослiдженнi звичайних диференцiальних
(iнтегральних, iмпульсних та iнших) включень [2, 6, 19, 20, 28] i нечiтких диференцiальних
(iнтегральних, iмпульсних та iнших) рiвнянь i включень [3, 29 – 35]. Останнiм часом iнтенсив-
но дослiджувалися багатозначнi та нечiткi системи керування [36 – 53], тобто системи, в яких
поведiнка об’єкта описується керованими багатозначними або нечiткими рiвняннями.

У данiй статтi розглянуто одну задачу оптимальної швидкодiї для лiнiйної багатозначної
керованої системи й отримано умови iснування розв’язку для такої задачi, а також оптимальний
час та оптимальнi керування. Результати проiлюстровано на модельних прикладах.

2. Основнi означення i позначення. Нехай \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) — простiр непорожнiх, опуклих,
компактних пiдмножин простору Rn з метрикою Гаусдорфа

h(A,B) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ r \geq 0 : A \subset B +Br(0), B \subset A+Br(0)\} ,

де A,B \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn), Br(c) = \{ x \in Rn : \| x - c\| \leq r\} .
Крiм звичайних теоретико-множинних операцiй розглянемо у просторi \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) ще двi

операцiї: суму множин i добуток скаляра на множину:

A+B = \{ a+ b : a \in A, b \in B\} та \lambda A = \{ \lambda a : a \in A, \lambda \in R\} .

Справджуються такi основнi властивостi [2, 3]:

1) (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn), h) — повний метричний простiр,

2) h(A+ C,B + C) = h(A,B),

3) h(\lambda A, \lambda B) = | \lambda | h(A,B) для всiх A,B,C \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) i \lambda \in R.
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Однак простiр \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) не є лiнiйним простором щодо наведених операцiй, оскiльки в
загальному випадку неможливо ввести поняття протилежного елемента для A \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn),

тобто в загальному випадку A+( - 1)A \not = \{ 0\} , хоча якщо A належить до Rn, то для нього про-
тилежний елемент iснує. Вiдсутнiсть протилежного елемента у просторi \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) призводить
до неоднозначного введення поняття рiзницi множин i умов її iснування.

У данiй статтi ми будемо використовувати рiзницю Хукухари [54].
Означення 1 [54]. Нехай X,Y \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn). Множина Z \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) така, що X = Y +Z,

називається рiзницею Хукухари множин X, Y i позначається X H——Y.

Зауваження 1. Рiзниця Хукухари є окремим випадком рiзницi Мiнковського, коли Y пов-
нiстю вимiтає множину X [2, 3, 19].

Зауваження 2. Очевидно, що рiзниця Хукухари двох множин може не iснувати. Наприклад,
якщо A = \{ a \in R2 : \| a\| \leq 1\} , B = \{ b \in R2 : | bi| \leq 1, i = 1, 2\} , то рiзниця Хукухари A H——B

не iснує.
Так само, якщо A,B \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) i \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(A) < \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(B), то рiзниця Хукухари AHB не

iснує. Наприклад, якщо A = B = \{ a \in R2 : \| a\| \leq 1\} , то рiзниця Хукухари AH tB не iснує для
всiх t > 1.

Наведемо основнi властивостi рiзницi Хукухари [2, 3, 19]:

1) якщо рiзниця Хукухари двох множин A H——B iснує, то вона єдина,

2) A H——A = \{ 0\} для всiх A \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn),

3) (A+B) H——B = A для всiх A,B \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn).

Означення 2 [2, 3, 19, 54]. Багатозначне вiдображення X(\cdot ) : R1 \rightarrow \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) має похiд-
ну за Хукухарою в точцi t0 \in R1, якщо iснує множина DHX(t0) \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) така, що границi

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\Delta \rightarrow 0+

\Delta  - 1
\bigl( 
X(t0 +\Delta ) H——X(t0)

\bigr) 
, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

\Delta \rightarrow 0+
\Delta  - 1

\bigl( 
X(t0)

H——X(t0  - \Delta )
\bigr) 

iснують та рiвнi DHX(t0).

Вiдомо, що якщо вiдображення X(\cdot ) диференцiйовне за Хукухарою на сегментi [a, b], то
функцiя t \rightarrow \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}(X(t)), t \in [a, b], є неспадною на цьому сегментi.

Зауваження 3. Властивостi похiдної за Хукухарою розглянуто докладнiше в [2, 3, 19, 54].

3. Багатозначна система керування. Нехай поведiнка об’єкта описується лiнiйним керо-
ваним диференцiальним рiвнянням з похiдною Хукухари

DHX(t) = v(t)X(t) + u(t), X(0) = X0, (1)

де X : R+ \rightarrow \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) — багатозначне вiдображення; X0 \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) — початкова множина;
DHX(t) — похiдна Хукухари вiд багатозначного вiдображення X(\cdot ) в момент часу t \in Rn;

v(\cdot ), u(\cdot ) — допустимi керування, тобто вимiрнi за Лебегом функцiї, такi, що v(t) \in [0, 1] та
| ui(t)| \leq 1, i = 1, n, для всiх t \in R+.

Як вiдомо з [19, 20], для будь-яких допустимих керувань v(\cdot ) i u(\cdot ) багатозначний розв’язок
X(\cdot , v, u) системи (1) iснує для всiх t \geq 0 i його можна записати у виглядi

X(t, v, u) = e
\int t
0 v(s) dsX0 + e

\int t
0 v(s) ds

t\int 
0

e - 
\int s
0 v(\tau )d\tau u(s) ds. (2)
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Зрозумiло, що рiвняння (2) можна записати у виглядi суми багатозначного вiдображення
F (t,X0, v) i векторної функцiї g(t, v, u), тобто

X(t, v, u) = F (t,X0, v) + g(t, v, u),

де F (t,X0, v) = e
\int t
0 v(s) dsX0, g(t, v, u) = e

\int t
0 v(s) ds

\int t

0
e - 

\int s
0 v(\tau )d\tau u(s) ds.

Отже, початкова множина X0 визначає „форму” перерiзу багатозначного вiдображення
X(t, v, u) в момент часу t, а допустиме керування v(\cdot ) — змiну його розмiру. Зазначимо, що
багатозначне вiдображення F (t,X0, v) має такi властивостi:

1) F (0, X0, v) = X0,

2) для будь-якого t > 0 множина F (t,X0, v) гомотетична початковiй множинi X0 зi сталою

k(t) = e
\int t
0 v(s) ds \geq 1,

3) якщо v(t) \equiv 0 для всiх t \geq 0, то F (t,X0, v) = X0.

Так само очевидно, що векторна функцiя g(t, v, u), яка залежить вiд допустимих керувань
v(\cdot ) i u(\cdot ), задає додатковi зсуви перерiзу багатозначного вiдображення X(t, v, u) в момент
часу t > 0 вiдносно початкової множини X0.

Нехай задано деяку множину XK \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) (цiльову множину).
Розглянемо таку задачу оптимального керування: знайти мiнiмальний час T \ast > 0 i допу-

стимi керування v\ast (\cdot ), u\ast (\cdot ) такi, що багатозначний розв’язок системи (1) задовольняє умову
X(T \ast , v\ast , u\ast ) = XK .

Зауваження 4. З огляду на наведенi вище властивостi розв’язку системи (1) можна сфор-
мулювати необхiдну умову iснування розв’язку даної задачi оптимального керування: множина
XK повинна бути гомотетична множинi X0 з коефiцiєнтом a \geq 1, тобто повиннi iснувати такi
a \geq 1 i b \in Rn, що XK = aX0 + b.

Якщо ця умова не виконується, то розглянута задача оптимального керування розв’язку
не має.

Спочатку розглянемо випадок, коли X0 = Bc(d). Тодi, згiдно iз зауваженням 4, цiльова
множина XK = aX0 + b = aBc(d) + b = Bac(ad+ b).

Зауваження 5. Якщо a = 1, b = 0, то XK = Bc(d) = X0. Отже, початкова множина X0 i
цiльова множина XK збiгаються, тобто в цьому випадку дана задача оптимального керування
не має сенсу.

Далi розглянемо два можливих випадки:
1) a = 1, b \in Rn \setminus \{ 0\} ,
2) a > 1, b \in Rn.

Випадок 1: a = 1, b \not = 0. Тодi XK = Bc(d+ b).

Отже, XK = X0+ b = Bc(d)+ b. На пiдставi властивостi 3 розв’язку системи (1) керування
v\ast (t) \equiv 0. Тодi система (1) набирає вигляду

DHX(t) = u(t), X(0) = Bc(d),

i її розв’язок можна записати у виглядi

X(t, v, u) = Bc(d) +

t\int 
0

u(s) ds.
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Отже, необхiдно знайти деяке мiнiмальне T \ast i припустиме керування u\ast (\cdot ) такi, що

X(T \ast , v\ast , u\ast ) = Bc(d) +

T \ast \int 
0

u\ast (s) ds = Bc(d) + b,

тобто
T \ast \int 
0

u\ast i (s) ds = bi, i = 1, n.

Звiдси T \ast = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i=1,n | bi| , а оптимальне керування u\ast (\cdot ) =
\bigl( 
u\ast 1(\cdot ), . . . , u\ast n(\cdot )

\bigr) T
таке, що | u\ast i (t)| \leq 

\leq 1, i = 1, n, та iснує хоча б одне j \in \{ 1, . . . , n\} таке, що | u\ast j (t)| \equiv 1 для всiх t \in [0, T \ast ].

Очевидно, що у класi сталих функцiй таким оптимальним керуванням буде таке u\ast (\cdot ) =

= (u\ast 1, . . . , u
\ast 
n)

T , що u\ast i \equiv 
bi

bmax
, i = 1, n, де bmax = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i=1,n | bi| .

Випадок 2: a > 1, b \in Rn. Тодi XK = Bac(ad+ b), тобто XK = aX0 + b.

Вiзьмемо v(t) \equiv 1, оскiльки в цьому випадку таке керування забезпечує максимально
стрiмке зростання дiаметра перерiзу розв’язку системи (1) та максимальний зсув його центра
у просторi Rn.

Тодi система (1) набирає вигляду

DHX(t) = X(t) + u(t), X(0) = Bc(d), (3)

i її розв’язок можна записати у виглядi

X(t, v, u) = etBc(d) + et
t\int 

0

e - su(s) ds (4)

або

X(t, v, u) = Bcet(de
t) + et

t\int 
0

e - su(s) ds. (5)

Очевидно, що в момент часу T1 = \mathrm{l}\mathrm{n}(a) дiаметр перерiзу розв’язку X(T1, v, u) буде дорiв-
нювати довжинi дiаметра цiльової множини XK .

Також iз (5) маємо, що центр розв’язку системи (3) буде рухатись у просторi Rn за тра-
єкторiєю

x(t, v, u) = det + et
t\int 

0

e - su(s) ds. (6)

Тодi при виборi оптимального керування u\ast (\cdot ) в деякий момент часу T2 повинна виконуватись
умова

deT2 + eT2

T2\int 
0

e - su\ast (s) ds = ad+ b. (7)
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Отже, можливi три випадки: a) T1 = T2; b) T1 > T2; c) T1 < T2.

Розглянемо послiдовно всi цi випадки.
a) T1 = T2 = T \ast = \mathrm{l}\mathrm{n}(a). З (4) i (7) маємо

ceT2 = ceT1 = ceT
\ast 
= ac, ad+ a

T \ast \int 
0

e - su\ast (s) ds = ad+ b,

тобто iснує таке керування u\ast (\cdot ) =
\bigl( 
u\ast 1(\cdot ), . . . , u\ast n(\cdot )

\bigr) T
, що

T \ast \int 
0

e - su\ast i (s) ds =
bi
a
, | u\ast i (t)| \leq 1

для всiх t \in [0, T \ast ] та i = 1, n.

Оскiльки u\ast (\cdot ) — оптимальне керування, то iснує хоча б одне j \in \{ 1, . . . , n\} таке, що

| u\ast j (t)| \equiv 1 i | bj | = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i=1,n | bi| . Вiдтак
\int T \ast 

0
e - sds =

| bj | 
a

, тобто a - 1 = | bj | = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i=1,n | bi| .

Також зазначимо, що оптимальним керуванням u\ast (\cdot ) =
\bigl( 
u\ast 1(\cdot ), . . . , u\ast n(\cdot )

\bigr) T
з класу сталих

функцiй буде u\ast i (t) =
bi

bmax
для всiх t \in [0, T \ast ] та i = 1, n.

b) T1 > T2. З (4) i (7) маємо

ceT2 < ceT1 = ac, deT2 + eT2

T2\int 
0

e - su\ast (s) ds = ad+ b,

тобто a - 1 > \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i=1,n | bi| .
Отже, при виборi оптимального керування u\ast (\cdot ) переведення центра перерiзу розв’язку

системи, згiдно з рiвнянням (6), у центр цiльової множини XK вiдбудеться за час T2 < T1.

Тим самим перерiз розв’язку системи в момент часу T2 буде мати радiус, менший за радiус
цiльової множини, тобто X(T2, v, u

\ast ) \subset XK .

Тому в цьому випадку оптимальними будуть час T \ast = T1 = \mathrm{l}\mathrm{n}(a), керування v\ast (t) \equiv 1 i

u\ast (\cdot ) =
\bigl( 
u\ast 1(\cdot ), . . . , u\ast n(\cdot )

\bigr) T
таке, що | u\ast i (t)| \leq 1 i

\int T \ast 

0
e - su\ast i (s) ds =

bi
a

для всiх t \in [0, T \ast ]

та i = 1, n. Наприклад, таким оптимальним керуванням у класi сталих функцiй буде таке

u\ast (\cdot ) = (u\ast 1, . . . , u
\ast 
n)

T , що u\ast i =
bi

a - 1
, i = 1, n.

c) T1 < T2. З (4) та (7) маємо

ceT2 > ceT1 = ac, deT2 + eT2

T2\int 
0

e - su\ast (s) ds = ad+ b,

тобто a - 1 < \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i=1,n | bi| .
Отже, при виборi оптимального керування u\ast (\cdot ) переведення центра перерiзу розв’язку

системи, згiдно з рiвнянням (6), у центр цiльової множини XK вiдбудеться за час T2 > T1.
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Тим самим перерiз розв’язку в момент часу T2 буде мати радiус, бiльший за радiус цiльової
множини, тобто XK \subset X(T2, v

\ast , u\ast ).

Тодi в даному випадку не можна вибирати v\ast (t) \equiv 1 на промiжку [0, T2], тобто ми повиннi
вибрати таке v\ast (\cdot ), що 0 \leq v\ast (t) \leq 1 для всiх t \geq 0 i v\ast (t) \not \equiv 1. Також зазначимо, що в цьому
випадку час T переведення центра перерiзу розв’язку системи (5) у центр цiльової множини
XK буде бiльшим за T2.

Запишемо таку систему:

e
\int T
0 v\ast (s) ds = a,

de
\int T
0 v\ast (s) ds + e

\int T
0 v\ast (s) ds

T\int 
0

e - 
\int t
0 v\ast (s) dsu\ast (t) dt = ad+ b.

Звiдси маємо

e
\int T
0 v\ast (s) ds = a,

T\int 
0

e - 
\int t
0 v\ast (s) dsu\ast (t) dt =

b

a
.

Оскiльки | u\ast j (t)| \equiv 1 i | bj | = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i=1,n | bi| для деякого j \in \{ 1, . . . , n\} , то

e
\int T\ast 
0 v\ast (s) ds = a,

T \ast \int 
0

e - 
\int t
0 v\ast (s) dsdt =

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i=1,n | bi| 
a

.

Якщо v\ast (t) = v\ast = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}, то

eT
\ast v\ast = a,

T \ast \int 
0

e - tv\ast dt =
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i=1,n | bi| 

a
.

Отже,

T \ast =
\mathrm{l}\mathrm{n}(a)\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i=1,n | bi| 

a - 1
та v\ast =

a - 1

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i=1,n | bi| 
. (8)

Тодi оптимальне керування u\ast (\cdot ) =
\bigl( 
u\ast 1(\cdot ), . . . , u\ast n(\cdot )

\bigr) T
повинно задовольняти умову

| u\ast i (t)| \leq 1,

T \ast \int 
0

e - tv\ast u\ast i (t) dt =
bi
a
, i = 1, n. (9)

Наприклад, таким оптимальним керуванням у класi сталих функцiй буде таке u\ast (\cdot ) = (u\ast 1, . . .

. . . , u\ast n)
T , що u\ast i =

bi
bmax

, i = 1, n.

Проiлюструємо отриманi результати на прикладах.
Приклад 1. Нехай поведiнка системи описується рiвнянням (1), де X0 = Bc(d), XK =

= Bc(g), c =
2

7
, d =

\biggl( 
 - 1

2
, 1

\biggr) T

, g =

\biggl( 
4

3
, 2

\biggr) T

.

Очевидно, що множина XK гомотетична початковiй множинi X0, тобто XK = aX0 + b i

a = 1, b =

\biggl( 
11

6
, 1

\biggr) T

. Тодi T \ast = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ 
11

6
, 1

\biggr\} 
=

11

6
, v\ast \equiv 0, u\ast =

\biggl( 
1,

6

11

\biggr) T

(див. рис. 1).
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Рис. 1. X(t, v\ast , u\ast ), t \in 
\biggl[ 
0,

11

6

\biggr] 
.

Приклад 2. Нехай поведiнка системи описується рiвнянням (1), де X0 = Bc(d), XK =

= Bf (g), c =
2

7
, f =

3

2
, d =

\biggl( 
 - 1

2
, 1

\biggr) T

, g =

\biggl( 
4

3
, 2

\biggr) T

.

Очевидно, що множина XK гомотетична початковiй множинi X0, тобто XK = aX0 + b i

a =
21

4
, b =

\biggl( 
95

24
, - 13

4

\biggr) T

. Оскiльки a > 1 i a - 1 =
17

4
,

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl\{ 
| b1| , | b2| 

\bigr\} 
= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 9524
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| , \bigm| \bigm| \bigm| \bigm|  - 13

4

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \biggr\} =
95

24
,

то a - 1 > \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl\{ 
| b1| , | b2| 

\bigr\} 
.

Для v\ast \equiv 1 з (4) i (7) маємо T1 = \mathrm{l}\mathrm{n}(a) = \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
21

4

\biggr) 
, T2 = \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
14

3

\biggr) 
. Оскiльки T1 > T2, то

eT1 > eT2 . Отже, якщо взяти керування u\prime (\cdot ), яке максимально швидко переведе центр початко-
вої множини X0 у центр цiльової множини XK , то X(T2, v

\ast , u\prime ) \subset XK , але X(T2, v
\ast , u\prime ) \not = XK

(див. рис. 2).

Тому оптимальним часом буде T \ast = T1 = \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
21

4

\biggr) 
, а оптимальне керування u\ast (\cdot ) =

= (u\ast 1(\cdot ), u\ast 2(\cdot ))T повинно задовольняти умову | u\ast i (t)| \leq 1 i
\int T1

0
e - su\ast i (s) ds =

bi
a

для всiх

t \in [0, T1] та i = 1, 2.

Наприклад, оптимальним керуванням u\ast (\cdot ) =
\bigl( 
u\ast 1(\cdot ), u\ast 2(\cdot )

\bigr) T
у класi сталих функцiй буде

u\ast 1 \equiv 
95

102
, u\ast 2 \equiv  - 13

17
(див. рис. 3).

Приклад 3. Нехай поведiнка системи описується рiвнянням (1), де X0 = Bc(d), XK =

= Bf (g), c =
2

7
, f = 1, d =

\biggl( 
 - 1

2
, 1

\biggr) T

, g =

\biggl( 
4

3
, 2

\biggr) T

.
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Рис. 2. X(t, v\ast , u\prime ), t \in 
\biggl[ 
0, \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
14

3

\biggr) \biggr] 
. Рис. 3. X(t, v\ast , u\ast ), t \in 

\biggl[ 
0, \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
21

4

\biggr) \biggr] 
.

Очевидно, що множина XK гомотетична початковiй множинi X0, тобто XK = aX0 + b i

a =
7

2
, b =

\biggl( 
37

12
, - 3

2

\biggr) T

. Оскiльки a > 1 та a - 1 =
5

2
,

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl\{ 
| b1| , | b2| 

\bigr\} 
= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\biggl\{ \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 3712
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| , \bigm| \bigm| \bigm| \bigm|  - 3

2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \biggr\} =
37

12
,

то
5

2
= a - 1 < \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigl\{ 
| b1| , | b2| 

\bigr\} 
=

37

12
.

Для v\prime \equiv 1 з (4) i (7) маємо T1 = \mathrm{l}\mathrm{n}(a) = \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
7

2

\biggr) 
, T2 = \mathrm{l}\mathrm{n}(5). Оскiльки T2 > T1, то eT2 >

> eT1 . Отже, якщо взяти керування u\prime (\cdot ), яке максимально швидко переведе центр початкової
множини X0 в центр цiльової множини XK , то XK \subset X(T2, v

\prime , u\prime ), але X(T2, v
\prime , u\prime ) \not = XK

(див. рис. 4).

Отже, не можна вибирати v(t) \equiv 1 для всiх t \geq 0. Тодi з (8), (9) маємо v\ast \equiv 30

37
, u\ast 1 \equiv 1,

u\ast 2 \equiv  - 18

37
, T \ast \equiv 37

30
\mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
7

2

\biggr) 
(див. рис. 5).

Зауваження 6. Якщо цiльова множина XK гомотетична початковiй множинi X0, тобто
XK = aX0 + b i сфери SK , S0 описанi навколо множин (або вписанi у множини) XK , X0

вiдповiдно, то вiдповiднi кулi BK i B0 гомотетичнi та BK = aB0 + b.

Зауваження 7. Якщо множини X0 \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) i Y0 \in \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(Rn) такi, що X0 \subset Y0, то для
будь-яких допустимих керувань v(\cdot ) i u(\cdot ) багатозначнi розв’язки X(\cdot , v, u,X0) i X(\cdot , v, u, Y0)
системи (1) задовольняють умову X(t, v, u,X0) \subset X(t, v, u, Y0) для всiх t \geq 0 [19, 20].
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Рис. 4. X(t, v\prime , u\prime ), t \in [0, \mathrm{l}\mathrm{n}(5)]. Рис. 5. X(t, v\ast , u\ast ), t \in 
\biggl[ 
0,

37

30
\mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
7

2

\biggr) \biggr] 
.

З огляду на всi попереднi мiркування сформулюємо таку теорему.

Теорема 1. Якщо множини X0 i XK є гомотетичними з коефiцiєнтами a \geq 1 i b \in Rn,

то вiдповiдну задачу оптимального керування можна розв’язати, причому оптимальним часом
T \ast i оптимальними керуваннями v\ast , u\ast в класi сталих функцiй будуть

T \ast =

\left\{           
bmax, a = 1,

\mathrm{l}\mathrm{n}(a), a > 1, a - 1 \geq bmax,

\mathrm{l}\mathrm{n}(a)bmax

a - 1
, a > 1, a - 1 < bmax,

v\ast =

\left\{           
0, a = 1,

1, a > 1, a - 1 \geq bmax,

a - 1

bmax
, a > 1, a - 1 < bmax,

u\ast =

\left\{             

bi
bmax

, a = 1,

bi
a - 1

, a > 1, a - 1 \geq bmax,

bi
bmax

, a > 1, a - 1 < bmax,

де bmax = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}i=1,n | bi| .
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Рис. 6. X(t, v\ast , u\ast ), t \in 
\biggl[ 
0, 3 \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
5

2

\biggr) \biggr] 
. Рис. 7. X(t, v\ast , u\ast ), t \in [0, \mathrm{l}\mathrm{n}(3)].

Проiлюструємо цю теорему на деяких прикладах.
Приклад 4. Нехай поведiнка системи описується рiвнянням (1), де X0 =

\bigl\{ 
(x1, x2)

T | 
| x1| \leq 2, | x2  - 1| \leq 1\} , XK =

\bigl\{ 
(x1, x2)

T | | x1  - 1| \leq 5, | x2 + 2| \leq 2,5
\bigr\} 

— прямокутники.
Описаними колами B0 i BK вiдповiдно будуть

B0 =
\bigl\{ 
(x1, x2)

T | x21 + (x2  - 1)2 \leq 5
\bigr\} 
,

BK =
\bigl\{ 
(x1, x2)

T | (x1  - 1)2 + (x2 + 2)2 \leq 31,25
\bigr\} 
.

Легко перевiрити, що множина XK гомотетична початковiй множинi X0, тобто XK =

= aX0 + b i a = 2, b = (1, - 4,5)T . Оскiльки a > 1 i a  - 1 = 1, \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | b1| , | b2| \} =

= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \{ | 1| , |  - 4,5| \} = 4,5, то 1 = a - 1 < \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | b1| , | b2| \} = 4,5.

Тодi з теореми 1 маємо v\ast \equiv 1

3
, u\ast 1 \equiv 

2

9
, u\ast 2 \equiv  - 1, T \ast = 3 \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
5

2

\biggr) 
(див. рис. 6).

Приклад 5. Нехай поведiнка системи описується рiвнянням (1), де X0 — рiвнобедрений
трикутник з вершинами у точках

\bigl( 
0,
\surd 
3
\bigr) 
, ( - 1, 0), (1, 0), XK — рiвнобедрений трикутник з

вершинами у точках
\bigl( 
1,5; 2 + 3

\surd 
2
\bigr) 
, ( - 1,5; - 1), (4,5; - 1).

Вiдповiдно, вписаними колами B0 i BK будуть

B0 =

\left\{   (x1, x2)
T

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| x21 +
\Biggl( 
x2  - 

\surd 
3

3

\Biggr) 2

\leq 1

3

\right\}   ,

BK =

\Biggl\{ 
(x1, x2)

T

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \biggl( x1  - 3

2

\biggr) 2

+ (x2  - 2)2 \leq 3

\Biggr\} 
.
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Очевидно, що множина XK гомотетична початковiй множинi X0, тобто XK = aX0 + b i
a = 3, b =

\bigl( 
1,5; 2 - 

\surd 
3
\bigr) T

. Оскiльки a > 1 i a - 1 = 2, \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl\{ 
| b1| , | b2| 

\bigr\} 
= \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigl\{ 
| 1,5| ,

\bigm| \bigm| 2 - \surd 
3
\bigm| \bigm| \bigr\} =

= 1,5, то 2 = a - 1 > \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | b1| , | b2| \} = 1,5.

Тодi з теореми 1 маємо v\ast \equiv 1, u\ast 1 \equiv 
3

4
, u\ast 2 \equiv 

2 - 
\surd 
3

2
, T \ast = \mathrm{l}\mathrm{n}(3) (див. рис. 7).

Лiтература

1. F. S. de Blasi, F. Iervolino, Equazioni differentiali con soluzioni a valore compatto convesso, Boll. Unione Mat. Ital.,
2, № 4-5, 491 – 501 (1969).

2. В. А. Плотников, А. В. Плотников, А. Н. Витюк, Дифференциальные уравнения с многозначной правой частью.
Асимптотические методы, АстроПринт, Одесса (1999).

3. А. В. Плотников, Н. В. Скрипник, Дифференциальные уравнения с четкой и нечеткой многозначной правой
частью. Асимптотические методы, АстроПринт, Одесса (2009).

4. V. Lakshmikantham, T. Granna Bhaskar, J. Vasundhara Devi, Theory of set differential equations in metric spaces,
Cambridge Sci. Publ. (2006).

5. A. A. Martynyuk, Qualitative analysis of set-valued differential equations, Springer Nature Switzerland AG, Birk-
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