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КРИТЕРIЙ РОЗВ’ЯЗНОСТI ЛIНIЙНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ
ДЛЯ IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ФРЕДГОЛЬМА
З ВИРОДЖЕНИМ ЯДРОМ У БАНАХОВИХ ПРОСТОРАХ

Using the theory of generalized inversion of operators and integral operators, we obtain a criterion for solvability and a
general form of solutions of linear boundary-value problem for integro-differential equation with a degenerate kernel in
Banach space.

Iз використанням теорiї узагальненого обернення операторiв i узагальненого обернення iнтегральних операторiв
отримано критерiй розв’язностi i загальний вигляд розв’язкiв лiнiйної крайової задачi для iнтегро-диференцiального
рiвняння з виродженим ядром у банаховому просторi.

Побудова математичних моделей процесiв, якi вiдбуваються в реальному свiтi, приводить до
крайових задач для рiзноманiтних операторних рiвнянь.

З точки зору фiзичних застосувань iнтегро-диференцiальнi рiвняння та крайовi задачi для
них становлять великий iнтерес, тому їхньому дослiдженню присвячено велику кiлькiсть праць.

Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь з багатоточковими та нелокальними
граничними умовами розглянуто в [1]. У [2] встановлено умови iснування i єдинiсть розв’язку
для класу iмпульсних дробових iнтегро-диференцiальних рiвнянь з нелокальними граничними
умовами. У [3] для iнтегро-диференцiального рiвняння Фредгольма з багатоточковими або
нелокальними iнтегральними граничними умовами отримано критерiй iснування й єдиностi
точного розв’язку та його аналiтичне зображення. Дослiдженню iснування єдиного розв’язку
двоточкової крайової задачi для iнтегро-диференцiального рiвняння присвячено роботу [4].

Побудова точних розв’язкiв крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь є дос-
татньо важкою проблемою, тому у бiльшостi випадкiв розв’язки отримуються чисельними
методами. Розв’язання iнтегро-диференцiальних рiвнянь Фредгольма високого порядку чисель-
ними методами розглянуто у [5], а у [6] запропоновано чисельний метод розв’язання iнтегро-
диференцiальних рiвнянь, який ґрунтується на апроксимацiї розв’язку кубiчними сплайнами.

Достатнi умови iснування та єдиностi кусково-неперервних м’яких розв’язкiв дробових
iнтегро-диференцiальних рiвнянь у банаховому просторi з не миттєвими iмпульсами отрима-
но в [7]. У [8] методами теорiї фундаментальних оператор-функцiй дослiджено задачу Кошi
для iнтегро-диференцiального рiвняння у банахових просторах з фредгольмовим оператором у
головнiй частинi. Побудовано фундаментальну оператор-функцiю, за допомогою якої отрима-
но конструктивну формулу для узагальненого розв’язку в класi розподiлiв з обмеженим злiва
носiєм. Описано умови збiгу класичного i узагальненого розв’язкiв.

Крайовi задачi, в яких вихiдне операторне рiвняння не є скрiзь розв’язним, а оператор
дiє у нескiнченновимiрних банахових або гiльбертових просторах, вивчались мало, оскiльки
їхнє розв’язання залежить вiд можливостi розв’язання вихiдного операторного рiвняння i вiд
крайових умов, якi накладаються на розв’язок. Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних
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рiвнянь належать саме до такого типу задач, оскiльки iнтегро-диференцiальний оператор не
має оберненого [9].

Тому актуальною є потреба встановлення коефiцiєнтних умов iснування та методiв побу-
дови загальних розв’язкiв крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь Фредгольма з
виродженим ядром у банахових просторах в аналiтичному виглядi.

Постановка задачi. Нехай \bfB , \bfB 1, \bfB 2 — банаховi простори, \scrI = [a, b] — скiнченний
промiжок.

Розглянемо крайову задачу для iнтегро-диференцiального рiвняння

\.z(t) - 
b\int 

a

\Biggl[ 
n\sum 

i=1

Pi(t)Wi(s)z(s) +

n\sum 
i=1

Qi(t)Vi(s) \.z(s)

\Biggr] 
ds = f(t), (1)

\ell z(\cdot ) = \alpha . (2)

Позначивши операторнi матрицi так:

P (t) =
\bigl[ 
P1(t), . . . , Pn(t)

\bigr] 
, Q(s) =

\bigl[ 
Q1(t), . . . , Qn(t)

\bigr] 
,

W (t) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}
\bigl[ 
W1(t), . . . ,Wn(t)

\bigr] 
, V (s) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}

\bigl[ 
V1(t), . . . , Vn(t)

\bigr] 
,

запишемо крайову задачу (1), (2) у виглядi

\.z(t) - 
b\int 

a

\Bigl[ 
P (t)W (s)z(s) +Q(t)V (s) \.z(s)

\Bigr] 
ds = f(t), (3)

\ell z(\cdot ) = \alpha , (4)

де оператор-функцiї P (t) та Q(t) дiють з \bfB 1 у \bfB 2, сильно неперервнi з нормами | | | P | | | =
= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \scrI \| P (t)\| B1\rightarrow B2 = P0 < \infty та | | | Q| | | = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \scrI \| Q(t)\| B1\rightarrow B2 = Q0 < \infty , а оператор-
функцiї W (t) та V (t) дiють з \bfB 2 у \bfB 1, сильно неперервнi з нормами | | | W | | | =

= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \scrI \| W (t)\| B2\rightarrow B1 = W0 < \infty та | | | V | | | = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \scrI \| V (t)\| B2\rightarrow B1 = V0 < \infty , вектор-функцiя
f(t) дiє з вiдрiзка \scrI у \bfB 2 : f(t) \in \bfC (\scrI ,\bfB 2) :=

\bigl\{ 
f(\cdot ) : \scrI \rightarrow \bfB 2, | | | f | | | = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \scrI \| f(t)\| 

\bigr\} 
, \ell :

\bfC 1(\scrI ,\bfB 2) \rightarrow \bfB — лiнiйний векторний функцiонал, \alpha \in \bfB . Тут \bfC (\scrI ,\bfB 2) — банаховий простiр
неперервних на \scrI вектор-функцiй зi значеннями у \bfB 2, \bfC 

1(\scrI ,\bfB 2) — банаховий простiр непе-

рервно диференцiйовних вектор-функцiй з нормою | | | z| | | =
\sum 1

k=0
\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \scrI \| z

(k)(t)\| , де z(k)(t) —
k-та похiдна вiд z(t). Похiдна \.z(t) розумiється в сенсi [10, c. 140].

Розв’язком z(t) крайової задачi (3), (4) будемо називати таку вектор-функцiю z(t), яка
задовольняє рiвняння (3) i крайову умову (4). При цьому z(t) \in \bfC 1(\scrI ,\bfB 2), \.z(t) \in \bfC (\scrI ,\bfB 2).

У цiй роботi отримано критерiй розв’язностi та загальний вигляд розв’язкiв лiнiйної кра-
йової задачi (3), (4) для iнтегро-диференцiального рiвняння з виродженим ядром у банахових
просторах. При цьому використано теорiю узагальненого обернення операторiв у банахових
просторах [11 – 13] iз урахуванням специфiки, яка притаманна iнтегро-диференцiальним опе-
раторам.

Розв’язок лiнiйного iнтегро-диференцiального рiвняння. Для розв’язання поставленої
задачi необхiдно отримати умови розв’язностi та загальний вигляд розв’язкiв рiвняння (3).
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Замiною \.z(t) = y(t) або

z(t) =

t\int 
a

y(s)ds+ c0, c0 \in \bfB 2, (5)

рiвняння (3) зводимо до iнтегрального рiвняння

y(t) - 
b\int 

a

P (t)W (s)

\left[  s\int 
a

y(\tau )d\tau + c0

\right]  ds - 
b\int 

a

Q(t)V (s)y(s)ds = f(t). (6)

Змiнивши порядок iнтегрування в першому iнтегралi в (6), отримаємо

y(t) - 
b\int 

a

P (t)\widetilde W (s)y(s)ds - 
b\int 

a

Q(t)V (s)y(s)ds = f(t) + P (t)Wc0, (7)

де

\widetilde W (s) =

b\int 
s

W (\tau )d\tau , W = \widetilde W (a).

Позначимо операторнi матрицi

M(t) =
\Bigl[ 
P (t), Q(t)

\Bigr] 
, N(s) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}

\Bigl[ \widetilde W (s), V (s)
\Bigr] 
. (8)

Тодi рiвняння (7) можна записати у виглядi

y(t) - M(t)

b\int 
s

N(s)y(s)ds = g(t), (9)

де

g(t) = f(t) + P (t)Wc0. (10)

Нехай D = IB1\times B1  - A, A =

\int b

a
N(s)M(s) ds, D : \bfB 1 \times \bfB 1 \rightarrow \bfB 1 \times \bfB 1 — обмежений

узагальнено оборотний оператор. Тодi iснують обмеженi проектори [14] \scrP N(D) : \bfB 1 \times \bfB 1 \rightarrow 
\rightarrow N(D) — на нуль-простiр N(D) та \scrP YD

: \bfB 1\times \bfB 1 \rightarrow YD — на пiдпростiр YD = \bfB 1\times \bfB 1\ominus R(D)

оператора D, а також D - — обмежений узагальнено обернений оператор до оператора D [13].
Оскiльки оператор D — це (2\times 2)-вимiрна операторна матриця, то проектори \scrP N(D) \scrP YD

—
це теж (2\times 2)-вимiрнi операторнi матрицi, якi мають таку структуру:

\scrP N(D) =

\Biggl[ 
p11 p12

p21 p22

\Biggr] 
, \scrP YD

=

\Biggl[ 
q11 q12

q21 q22

\Biggr] 
. (11)

Вiдомо [15], що при виконаннi умови

\scrP YD

b\int 
a

N(s)g(s)ds = 0, (12)

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2020, т. 72, № 11



1472 О. A. БОЙЧУК, В. П. ЖУРАВЛЬОВ

i лише при нiй, iнтегральне рiвняння (6) має сiм’ю розв’язкiв

y(t) = M(t)\scrP N(D)

\Biggl[ 
c1

c1

\Biggr] 
+ g(t) +M(t)D - 

b\int 
a

N(s)g(s)ds, (13)

де c1 — довiльний елемент iз банахового простору \bfB 1.

З урахуванням структури операторної матрицi M(t) (8) та проектора \scrP N(D) (11) у рiвнян-

нi (13) запис M(t)\scrP N(D)

\biggl[ 
c1
c1

\biggr] 
означає, що

M(t)\scrP N(D)

\Biggl[ 
c1

c1

\Biggr] 
=

\bigl[ 
P (t), Q(t)

\bigr] \Biggl[ p11 p12

p21 p22

\Biggr] \Biggl[ 
c1

c1

\Biggr] 
=

=
\Bigl[ 
P (t)p11 +Q(t)p21, P (t)p12 +Q(t)p22

\Bigr] \Biggl[ c1
c1

\Biggr] 
=

=
\Bigl[ 
P (t)(p11 + p12) +Q(t)(p21 + p22)

\Bigr] 
c1.

Тому далi загальний розв’язок (13) iнтегрального рiвняння (9) будемо записувати так:

y(t) = X1(t)c1 + g(t) +M(t)D - 
b\int 

a

N(s)g(s)ds,

де X(t) = P (t)(p11 + p12) +Q(t)(p21 + p22), c1 — довiльний елемент банахового простору \bfB 1.

Для знаходження значення c0 \in \bfB 2, при якому умова розв’язностi (12) буде виконуватись,
пiдставимо g(t) з (10) у (12). В результатi отримаємо операторне рiвняння

\scrP YD

b\int 
a

N(s)
\bigl[ 
f(s) + P (s)Wc0

\bigr] 
ds = 0,

з якого знайдемо значення c0 \in \bfB 2.

Позначивши

S = \scrP YD

b\int 
a

N(s)P (s)Wds = \scrP YD
AW, S : \bfB 2 \rightarrow \bfB 1 \times \bfB 1,

A =

b\int 
a

N(s)P (s)ds, A : \bfB 2 \rightarrow \bfB 1 \times \bfB 1,

b0 =  - \scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s)ds, b0 \in \bfB 1 \times \bfB 1,

отримаємо операторне рiвняння

Sc0 = b0. (14)
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Нехай оператор S є узагальнено оборотним, а отже нормально розв’язним. Тодi iснують
обмеженi проектори \scrP N(S) : \bfB 2 \rightarrow \bfB 2, \scrP YS

: \bfB 1 \times \bfB 1 \rightarrow \bfB 1 \times \bfB 1 i обмежений узагальнено
обернений оператор S - : \bfB 1 \times \bfB 1 \rightarrow \bfB 2 до оператора S.

Операторне рiвняння (14) розв’язне тодi i лише тодi, коли виконується умова [13]

\scrP YS
b0 = \scrP YS

\scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s)ds = 0,

при виконаннi якої рiвняння (14) має сiм’ю розв’язкiв

c0 = \scrP N(S)c2 + S - b0, (15)

де c2 — довiльний елемент iз банахового простору \bfB 2.

Врахувавши (15), пiдставимо g(s) = f(s)+P (s)W
\bigl[ 
\scrP N(S)c2+S - b0

\bigr] 
у розв’язок (13) iнтег-

рального рiвняння (9):

y(t) = X1(t)c1 + f(t) + P (t)W\scrP N(S)c2 + P (t)WS - b0+

+M(t)D - 
b\int 

a

N(s)
\Bigl[ 
f(s) + P (s)W

\bigl( 
\scrP N(S)c2 + S - b0

\bigr) \Bigr] 
ds.

Пiсля перетворень отримаємо загальний розв’язок iнтегрального рiвняння (9):

y(t) =
\Bigl[ 
X1(t), L(t)\scrP N(S)

\Bigr] \Biggl[ c1
c2

\Biggr] 
+ f(t)+

+M(t)D - 
b\int 

a

N(s)f(s)ds - L(t)S - \scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s)ds,

де L(t) =
\Bigl[ 
P (t) +M(t)D - A

\Bigr] 
W, c1 \in \bfB 1, c2 \in \bfB 2 — довiльнi сталi.

Тодi, врахувавши замiну (5), отримаємо загальний розв’язок iнтегро-диференцiального рiв-
няння (3):

z(t) =

t\int 
a

y(s)ds+ c0 =
\Bigl[ 
X1(t), X2(t)

\Bigr] \Biggl[ c1
c2

\Biggr] 
+

+ \~f(t) + \widetilde M(t)D - 
b\int 

a

N(s)f(s)ds - 

 - \widetilde L(t)S - \scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s)ds - S - \scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s)ds, (16)

де
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\~f(t) =

t\int 
a

f(s)ds, \widetilde M(t) =

t\int 
a

M(s)ds, \widetilde L(t) = t\int 
a

L(s)ds,

(17)

X1(t) =

t\int 
a

X1(s)ds, X2(t) = \widetilde L(s)\scrP N(S) + \scrP N(S).

Позначивши

F (t) =
\Bigl[ \widetilde M(t)D -  - \widetilde L(t)S - \scrP YD

 - S - \scrP YD

\Bigr] b\int 
a

N(s)f(s)ds,

остаточно отримаємо

z(t) =
\Bigl[ 
X1(t), X2(t)

\Bigr] \Biggl[ c1
c2

\Biggr] 
+ \~f(t) + F (t). (18)

Таким чином, для iнтегро-диференцiального рiвняння (3) справедливою є така теорема.

Теорема 1. Нехай оператори D : \bfB 1 \rightarrow \bfB 1 та S : \bfB 2 \rightarrow \bfB 1 узагальнено оборотнi. Тодi
iнтегро-диференцiальне рiвняння (3) розв’язне для тих i лише тих f(t) \in \bfC ([a, b],\bfB 2), якi
задовольняють умову

\scrP YS
\scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s)ds = 0, (19)

i при цьому має сiм’ю розв’язкiв (18).

Зауваження 1. Iнтегро-диференцiальне рiвняння

(Lz)(t) := \.z(t) +H(t)z(t) - 
b\int 

a

\Biggl[ 
n\sum 

i=1

Pi(t)Wi(s)z(s) +
n\sum 

i=1

Qi(t)Vi(s) \.z(s)

\Biggr] 
ds = f(t),

де оператор-функцiя H(t) дiє з банахового простору \bfB 2 в банаховий простiр \bfB 2 i силь-
но неперервна з нормою | | | H| | | = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \scrI \| H(t)\| B2\rightarrow B2 = H0 < \infty , за допомогою замiни
z(t) = Y (t)y(t), де Y (t) — фундаментальний оператор [10, c. 148] рiвняння \.z(t) =  - H(t)z(t),

зводиться до вигляду (3).

Зауваження 2. Якщо у рiвняннi (1) Pi(t) = Qi(t), i = 1, n, то у позначеннях (8) M(t) =

= P (t), N(s) = \widetilde W (s) + V (s) i iнтегро-диференцiальне рiвняння (3) набирає вигляду

\.z(t) - M(t)

b\int 
a

\Bigl[ 
W (s)z(s) + V (s) \.z(s)

\Bigr] 
ds = f(t). (20)

У цьому випадку iнтегро-диференцiальне рiвняння (20) буде розв’язним для тих i лише тих
f(t), якi задовольняють умову
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\scrP YS
\scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s)ds = 0,

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв [12]

z(t) =
\Bigl[ \widetilde M(t)\scrP N(D),

\bigl( \widetilde M(t) \widetilde D\scrP N(S) + \scrP N(S)

\bigr) \Bigr] \Biggl[ c1
c2

\Biggr] 
+ \~f(t) + F (t),

де

\widetilde M(t) =

t\int 
a

M(s)ds, \~f(t) =

t\int 
a

f(s)ds,

F (t) =
\Bigl[ \widetilde M(t)D  - S - \scrP YD

\Bigr] b\int 
a

N(s)f(s)ds, (21)

D = D -  - \widetilde DS - \scrP YD
, \widetilde D = (IB2 +D - A)W.

Зауваження 3. Якщо \scrP YD
= 0, то оператор D буде n-нормальним [17] (\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}YD = 0).

У цьому випадку умова розв’язностi (12) буде завжди виконуватись i iнтегральне рiвняння (9)
з урахуванням (15) буде мати розв’язок

y(t) = X1(t)c1 + f(t) + P (t)Wc0 +M(t)D - 1
r

b\int 
a

N(s)
\Bigl[ 
f(s) + P (s)Wc0

\Bigr] 
ds =

=
\Bigl[ 
X1(t), L(t)

\Bigr] \Biggl[ c1
c2

\Biggr] 
+ f(t) +M(t)D - 1

r

b\int 
a

N(s)f(s)ds,

де L(t) =
\Bigl[ 
P (t) + M(t)D - 1

r A
\Bigr] 
W, D - 1

r — правий обернений оператор [18] до оператора D,

c1 \in \bfB 1, c2 \in \bfB 2 — довiльнi сталi.

Умова розв’язностi (19) iнтегро-диференцiального рiвняння (3) теж буде завжди виконува-
тись, i воно буде мати сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
\Bigl[ 
X1(t), X2(t)

\Bigr] \Biggl[ c1
c2

\Biggr] 
+ \~f(t) + \widetilde M(t)D - 1

r

b\int 
a

N(s)f(s)ds,

де \widetilde M(t), \widetilde L(t) i \~f(t) визначено у (17), X1(t) =

\int t

a
X1(s)ds, X2(t) = \widetilde L(t) + IB2 , оскiльки

оператор S = \scrP YD
AW = 0, а \scrP N(S) = IB2 .

Зауваження 4. Якщо \scrP N(D) = 0, то оператор D буде n-нормальним [17] (\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D = 0).

У цьому випадку при виконаннi умови (12) iнтегральне рiвняння (9) буде мати сiм’ю розв’язкiв,
яка буде залежати лише вiд параметра c2 \in \bfB 2,
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y(t) = L(t)\scrP N(S)c2 + f(t)+

+M(t)D - 1
l

b\int 
a

N(s)f(s)ds - L(t)S - \scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s)ds,

де L(t) =
\Bigl[ 
P (t) + M(t)D - 1

l A
\Bigr] 
W, D - 1

l — лiвий обернений оператор [18] до оператора D,

c2 \in \bfB 2 — довiльна стала.
У цьому випадку при виконаннi умови (19), i лише при нiй, iнтегро-диференцiальне рiв-

няння (3) буде мати сiм’ю розв’язкiв

z(t) = X2(t)c2 + \~f(t) + F (t).

Крайовi задачi у банахових просторах. Далi розглянемо крайову задачу (3), (4).
Пiдставивши розв’язок (18) у крайову умову (4), отримаємо операторне рiвняння вiдносно

довiльних сталих c1 \in \bfB 1, c2 \in \bfB 2 :

[Q1, Q2]

\Biggl[ 
c1

c2

\Biggr] 
= \alpha  - \ell \~f(\cdot ) - \ell F (\cdot ), (22)

де Q1 = \ell X1(\cdot ), Q2 = \ell X2(\cdot ) — лiнiйнi обмеженi оператори.
Вiдомо [16], що операторна матриця Q = [Q1, Q2] має обмежену узагальнено обернену

тодi i лише тодi, коли оператори Q1 та \widehat Q2 = \scrP YQ1
Q2 узагальнено оборотнi. Нехай оператори

Q1 та \widehat Q2 узагальнено оборотнi. Наслiдком узагальненої оборотностi оператора Q є нормальна
розв’язнiсть операторного рiвняння (22).

Використовуючи теорему 3 з [16, c. 478] про розв’язнiсть рiвняння з операторною матрицею,
приходимо до висновку, що рiвняння (22) розв’язне тодi i лише тодi, коли виконується умо-
ва [11, 13]

\scrP YQ

\bigl[ 
\alpha  - \ell \~f(\cdot ) - \ell F (\cdot )

\bigr] 
= 0. (23)

При виконаннi цiєї умови рiвняння (22) має сiм’ю розв’язкiв\Biggl[ 
c1

c2

\Biggr] 
= \scrP N(Q)

\Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+Q - \bigl[ \alpha  - \ell \~f(\cdot ) - \ell F (\cdot )

\bigr] 
, (24)

де [16]

\scrP YQ
= \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1
, \scrP N(Q) =

\Biggl[ 
\scrP N(Q1)  - Q - 

1 Q2\scrP N( \widehat Q2)

0 \scrP 
N( \widehat Q2)

\Biggr] 
, (25)

Q - =

\Biggl[ 
Q - 

1  - Q - 
1 Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1\widehat Q - 

2 \scrP YQ1

\Biggr] 
.

Для скорочення записiв позначимо

\widetilde \scrP 2 =  - Q - 
1 Q2\scrP N( \widehat Q2)

, \widetilde Q - 
1 = Q - 

1  - Q - 
1 Q2

\widehat Q - 
2 \scrP YQ1

, \widetilde Q - 
2 = \widehat Q - 

2 \scrP YQ1
.
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Тодi (24) набере вигляду\Biggl[ 
c1

c2

\Biggr] 
=

\left[  \scrP N(Q1)
\widetilde \scrP 2

0 \scrP 
N( \widehat Q2)

\right]  \Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+

\Biggl[ \widetilde Q - 
1\widetilde Q - 
2

\Biggr] \bigl[ 
\alpha  - \ell \~f(\cdot ) - \ell F (\cdot )

\bigr] 
, (26)

де \^c1 \in \bfB 1, \^c2 \in \bfB 2 — довiльнi сталi.

Пiдставивши знайденi c1 та c2 з (26) у (18), отримаємо загальний розв’язок крайової зада-
чi (3), (4):

z(t) =
\Bigl[ 
X1(t), X2(t)

\Bigr] \left\{   
\left[  \scrP N(Q1)

\widetilde \scrP 2

0 \scrP 
N( \widehat Q2)

\right]  \Biggl[ 
\^c1

\^c2

\Biggr] 
+

\Biggl[ \widetilde Q - 
1\widetilde Q - 
2

\Biggr] \bigl[ 
\alpha  - \ell \~f(\cdot ) - \ell F (\cdot )

\bigr] \right\}   + \~f(t) + F (t).

Пiсля перетворень будемо мати

z(t) =
\Bigl[ 
X1(t)\scrP N(Q1), X1(t) \widetilde \scrP 2 +X2(t)\scrP N( \widehat Q2)

\Bigr] \Biggl[ \^c1
\^c2

\Biggr] 
+

+ \~f(t) - 
\Bigl[ 
X1(t) \widetilde Q - 

1 +X2(t) \widetilde Q - 
2

\Bigr] 
\ell \~f(\cdot )+

+F (t) - 
\Bigl[ 
X1(t) \widetilde Q - 

1 +X2(t) \widetilde Q - 
2

\Bigr] 
\ell F (\cdot ) +

\Bigl[ 
X1(t) \widetilde Q - 

1 +X2(t) \widetilde Q - 
2

\Bigr] 
\alpha ,

або

z(t) =
\Bigl[ 
X1(t)\scrP N(Q1), X1(t) \widetilde \scrP 2 +X2(t)\scrP N( \widehat Q2)

\Bigr] \Biggl[ \^c1
\^c2

\Biggr] 
+

+G[ \~f, F ](t) +
\Bigl[ 
X1(t) \widetilde Q - 

1 +X2(t) \widetilde Q - 
2

\Bigr] 
\alpha .

Оператор G[ \~f, F ](t) — узагальнений оператор Грiна напiводнорiдної крайової задачi (\alpha =

= 0), дiя якого на функцiї \~f, F вiдбувається таким чином:

G[ \~f, F ](t) = \~f(t) - 
\Bigl[ 
X1(t) \widetilde Q - 

1 +X2(t) \widetilde Q - 
2

\Bigr] 
\ell \~f(\cdot )+

+F (t) - 
\Bigl[ 
X1(t) \widetilde Q - 

1 +X2(t) \widetilde Q - 
2

\Bigr] 
\ell F (\cdot ). (27)

Теорема 2. Нехай оператори D : \bfB 1 \rightarrow \bfB 1, S : \bfB 2 \rightarrow \bfB 1, Q1 : \bfB 1 \rightarrow \bfB та \widehat Q2 : \bfB 2 \rightarrow \bfB 

узагальнено оборотнi.

Тодi вiдповiдна до (3), (4) однорiдна (f(t) = 0, \alpha = 0) крайова задача має сiм’ю розв’язкiв

z(t) =
\Bigl[ 
X1(t)\scrP N(Q1), X1(t) \widetilde \scrP +X2(t)\scrP N( \widehat Q2)

\Bigr] \Biggl[ \^c1
\^c2

\Biggr] 
,

де \^c1 \in \bfB 1 i \^c2 \in \bfB 2 — довiльнi елементи з банахових просторiв \bfB 1 i \bfB 2.

Неоднорiдна крайова задача (3), (4) має розв’язки для тих i лише тих f(t) \in \bfC 
\bigl( 
[a, b],\bfB 2

\bigr) 
та \alpha \in \bfB , якi задовольняють систему умов
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\scrP YS
\scrP YD

b\int 
a

N(s)f(s)ds = 0,

\scrP Y \widehat Q2
\scrP YQ1

\left\{     \alpha  - \ell 

(\cdot )\int 
a

f(s)ds - \ell 

\left[   (\cdot )\int 
a

\widetilde M(s)Dds - S - \scrP YD

\right]   b\int 
a

N(\tau )f(\tau )d\tau 

\right\}     = 0.

При виконаннi цих умов вона має сiм’ю розв’язкiв

z(t) = X(t)\scrP N(Q)\^c+G[ \~f, F ](t) +X(t)Q - \alpha ,

де X(t) =
\Bigl[ 
X1(t), X2(t)

\Bigr] 
, \^c = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}[\^c1, \^c2], Q

 - =

\Biggl[ \widetilde Q - 
1\widetilde Q - 
2

\Biggr] 
, G[ \~f, F ](t) — узагальнений оператор

Грiна (27).
Крайовi задачi в евклiдових просторах. У випадку, коли крайова задача для iнтегро-

диференцiального рiвняння розглядається в евклiдових просторах, теорему 2 можна конкрети-
зувати та спростити.

Розглянемо крайову задачу (3), (4) за умови, що P (t) = Q(t). Тодi вона буде мати вигляд

\.z(t) - M(t)

b\int 
a

\Bigl[ 
W (s)z(s) + V (s) \.z(s)

\Bigr] 
ds = f(t), (28)

\ell z(\cdot ) = \alpha , (29)

оскiльки, як зазначено у зауваженнi 2, M(t) = P (t) i N(s) = \widetilde W (s) + V (s).

Нехай M(t) — (n \times m)-вимiрна матриця, W (t) i V (t) — (m \times n)-вимiрнi матрицi, f(t) —
(n \times 1)-вимiрна матриця, елементи яких належать до простору \bfL 2[a, b], \ell : \bfD n

2 [a, b] \rightarrow \bfR k —
k-вимiрний лiнiйний векторний функцiонал, \alpha \in \bfR k.

Розв’язок крайової задачi будемо шукати у класi функцiй z(t) таких, що z(t) \in \bfD n
2 [a, b],

\.z(t) \in \bfL n
2 [a, b]. У цьому випадку можна застосувати методи побудови псевдообернених матриць

та ортопроекторiв [13].

Оператор D = Im  - A, A =

\int b

a
N(s)M(s) ds та ортопроектори PN(D) i PN(D\ast ) будуть

(m\times m)-вимiрними матрицями.
Нехай \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}D = n1. Позначимо через PNr(D) (m \times r)-вимiрну матрицю, яку складено з

r = m - n1 лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора PN(D), через PNr(D\ast ) (r\times m)-
вимiрну матрицю, яку складено з r лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-ортопроектора PN(D\ast )

на нуль-простiр N(D\ast ) матрицi D\ast , спряженої до матрицi D, а через D+ матрицю, псевдо-
обернену до матрицi D.

Тодi S = PNr(D\ast )W — (r \times n)-вимiрна матриця, b0 =  - PNr(D\ast )

\int b

a
N(s)f(s)ds.

Нехай \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}S = n2. Позначимо через PNp(S) (n \times p)-вимiрну матрицю, яку складено з
p = n - n2 лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора PN(S), через PNd(S\ast ) (d\times r)-
вимiрну матрицю, яку складено з d = r - n2 лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-ортопроектора
PN(S\ast ), а через S+ матрицю, псевдообернену до матрицi S.
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Тодi iнтегро-диференцiальне рiвняння (28) має розв’язок для тих i лише тих f(t) \in \bfR n, якi
задовольняють d = r  - n2 лiнiйно незалежних умов [12]

PNd(S\ast )PNr(D\ast )

b\int 
a

N(s)f(s)ds = 0,

i при цьому має (r + p)-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

z(t) =
\Bigl[ \widetilde M(t)PNr(D),

\bigl( \widetilde M(t) \widetilde DPNp(S) + PNp(S)

\bigr) \Bigr] \Biggl[ cr
cp

\Biggr] 
+ \~f(t) + F (t) =

= Xr+p(t)cr+p + \~f(t) + F (t). (30)

Тут Xr+p(t) =
\Bigl[ \widetilde M(t)\scrP Nr(D), \widetilde M(t) \widetilde D\scrP Np(S)+\scrP Np(S)

\Bigr] 
— (n\times (r+ p))-вимiрна фундаментальна

матриця вiдповiдного до (28) однорiдного рiвняння, cr+p = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}[cr, cp] \widetilde D = (Im + D+A)W,

cr \in \bfR r, cp \in \bfR p — довiльнi сталi, \widetilde M(t) i \~f(t) мають вигляд (21),

F (t) =
\Bigl\{ \widetilde M(t)

\Bigl[ 
D+  - \widetilde DS+PNr(D\ast )

\Bigr] 
 - S+PNr(D\ast )

\Bigr\} b\int 
a

N(s)f(s)ds.

Пiдставивши розв’язок (30) у крайову умову (29), отримаємо алгебраїчне рiвняння вiдносно
довiльних сталих cr \in \bfR r та cp \in \bfR p :

Qcr+p = [Q1, Q2]

\Biggl[ 
cr

cp

\Biggr] 
= \alpha  - \ell \~f(\cdot ) - \ell F (\cdot ), (31)

де Q = [Q1, Q2] —
\bigl( 
k \times (r + p)

\bigr) 
-вимiрна стала матриця, Q1 = \ell Xr(\cdot ), Q2 = \ell Xp(\cdot ).

Нехай \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}Q = n3. Позначимо через PN\rho (Q)

\bigl( 
(r+p)\times \rho 

\bigr) 
-вимiрну матрицю, яку складено з

\rho = r+p - n3 лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора PN(Q), через PN\nu (Q\ast ) (\nu \times k)-
вимiрну матрицю, яку складено з \nu = k - n3 лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-ортопроектора
PN(Q\ast ), а через Q+

\bigl( 
(r + p)\times k

\bigr) 
-вимiрну матрицю, псевдообернену до матрицi Q.

Тодi алгебраїчне рiвняння (31) має розв’язки для тих i лише тих \alpha й f(t), якi задовольняють
\nu лiнiйно незалежних умов [13]

PN\nu (Q\ast )

\Bigl[ 
\alpha  - \ell \~f(\cdot ) - \ell F (\cdot )

\Bigr] 
= 0.

При виконаннi цих умов воно має \rho -параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

cr+p = PN\rho (Q)\^c\rho +Q+
\Bigl[ 
\alpha  - \ell \~f(\cdot ) - \ell F (\cdot )

\Bigr] 
, (32)

де \^c\rho — довiльний вектор з евклiдового простору R\rho .

Пiдставивши (32) у (30), отримаємо загальний розв’язок крайової задачi (28), (29):

z(t) = Xr+p(t)
\Bigl\{ 
PN\rho (Q)\^c\rho +Q+

\Bigl[ 
\alpha  - \ell \~f(\cdot ) - \ell F (\cdot )

\Bigr] \Bigr\} 
+ \~f(t) + F (t) =

= X\rho (t)\^c\rho +G[ \~f, F ](t) +Xr+p(t)Q
+\alpha ,
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де X\rho (t) = Xr+p(t)PN\rho (Q) — (n\times \rho )-вимiрна фундаментальна матриця вiдповiдної до (28), (29)
крайової задачi, яка складена з \rho лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi Xr+p(t), G[ \~f, F ](t) —
узагальнений оператор Грiна напiводнорiдної (\alpha = 0) крайової задачi (28), (29), дiя якого на
функцiї \~f(t) та F (t) вiдбувається за правилом

G[ \~f, F ](t) =
\Bigl[ 
\~f(t) - Xr+p(t)Q

+\ell \~f(\cdot )
\Bigr] 
+
\Bigl[ 
F (t) - Xr+p(t)Q

+\ell F (\cdot )
\Bigr] 
. (33)

Таким чином, для крайової задачi (28), (29), яка розглядається в евклiдовому просторi,
справедливою є така теорема.

Теорема 3. Нехай \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}D = n1, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}S = n2, \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}Q = n3.

Тодi вiдповiдна до (28), (29) однорiдна (f(t) = 0, \alpha = 0) крайова задача має \rho -параметричну
сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв

z(t) = X\rho (t)\^c\rho ,

де \^c\rho \in \bfR \rho — довiльний вектор-стовпець констант.

Неоднорiдна крайова задача (28), (29) має розв’язки для тих i лише тих \alpha \in \bfR k та
f(t) \in \bfL 2[a, b], якi задовольняють систему d+ \nu лiнiйно незалежних умов

PNd(S\ast )PNr(D\ast )

b\int 
a

N(s)f(s)ds = 0,

PN\nu (Q\ast )

\Bigl[ 
\alpha  - \ell \~f(\cdot ) - \ell F (\cdot )

\Bigr] 
= 0.

При виконаннi цих умов вона має сiм’ю \rho лiнiйно незалежних розв’язкiв

z(t) = X\rho (t)\^c\rho +G[ \~f, F ](t) +Xr+p(t)Q
+\alpha ,

де G[ \~f, F ](t) — узагальнений оператор Грiна (33) напiводнорiдної (\alpha = 0) крайової задачi (28),
(29).

Зауваження 5. Дослiдження умов розв’язностi та побудову загальних розв’язкiв iнтегро-
диференцiальних рiвнянь i крайових задач для них в евклiдових просторах iз використанням
псевдообернених матриць та проекторiв уперше було проведено у [19], де було застосовано
iнший пiдхiд, нiж у данiй статтi.

Приклад. Розглянемо крайову задачу для iнтегро-диференцiального рiвняння

\.z(t) - M(t)

2\int 
0

\Bigl[ 
W (s)z(s) + V (s) \.z(s)

\Bigr] 
ds = f(t), (34)

\ell z(\cdot ) =
2\int 

0

R(s)z(s)ds = \alpha . (35)
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Для цiєї задачi

M(t) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\Biggl\{ \Biggl[ 
0 t - 1 0

1 0 3t

\Biggr] 
,

\Biggl[ 
0 t - 1 0

1 0 3t

\Biggr] 
, . . .

\Biggr\} 
,

W (s) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{         
\left[     

0 s - 3

2

 - 3

2
0

1 0

\right]     ,
\left[     

0 s - 3

2

 - 3

2
0

1 0

\right]     , . . .
\right\}         ,

V (s) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{         
\left[     

1 0

 - 1 0

s - 1
s - 1

2

\right]     ,
\left[     

1 0

 - 1 0

s - 1
s - 1

2

\right]     , . . .
\right\}         ,

R(s) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{       
\left[    
s - 1 0

s 0

0 2s - 3

\right]    ,
\left[    
s - 1 0

s 0

0 2s - 3

\right]    , . . .
\right\}       .

Нехай \bfc — банаховий простiр збiжних числових послiдовностей, оператор-функцiї M(t),

W (t), V (t) i H(t) дiють з банахового простору неперервно диференцiйовних на промiжку [0, 2]

функцiй \bfC 
\bigl( 
[0, 2], \bfc 

\bigr) 
у себе з нормами | | | M | | | 

C
\bigl( 
[0,2],c

\bigr) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0,2] \| M(t)\| c, | | | W | | | 
C
\bigl( 
[0,2],c

\bigr) =

= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0,2] \| W (t)\| c, | | | V | | | 
C
\bigl( 
[0,2],c

\bigr) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0,2] \| V (t)\| c, | | | R| | | 
C
\bigl( 
[0,2],c

\bigr) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in [0,2] \| R(t)\| c,

вектор-функцiя f(t) \in \bfC 
\bigl( 
[0, 2], \bfc 

\bigr) 
дiє з вiдрiзка [0, 2] у простiр \bfc .

Очевидно, що L є лiнiйним обмеженим оператором, який дiє з банахового простору непе-
рервно диференцiйовних на промiжку [0, 2] функцiй \bfC 1

\bigl( 
[0, 2], \bfc 

\bigr) 
у банаховий простiр

\bfC 
\bigl( 
[0, 2], \bfc 

\bigr) 
, а вектор-функцiонал \ell дiє з банахового простору \bfC 

\bigl( 
[0, 2], \bfc 

\bigr) 
у простiр \bfc , \alpha \in \bfc .

Iнтегро-диференцiальне рiвняння (34) має розв’язок для тих i лише тих f(t), якi задоволь-
няють умову

\scrP YS
\scrP YD

2\int 
0

N(s)f(s)ds = 0,

де

N(s) = \widetilde W (s) + V (s) =

= \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{             

\left[       
1  - s2

2
+

3s

2
 - 1

3s

2
 - 4 0

1
s - 1

2

\right]       ,
\left[      

1  - s2

2
+

3s

2
 - 1

3s

2
 - 4 0

1
s - 1

2

\right]      , . . .
\right\}             
,
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\widetilde W (s) =

2\int 
s

W (\tau )d\tau , W = \widetilde W (0) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{       
\left[    

0  - 1

 - 3 0

2 0

\right]    ,
\left[    

0  - 1

 - 3 0

2 0

\right]    , . . .
\right\}       ,

D = I  - 
2\int 

0

N(s)M(s)ds = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{         
\left[     
4

3
0 0

0 0 0

0 0 0

\right]     ,
\left[     
4

3
0 0

0 0 0

0 0 0

\right]     , . . .
\right\}         ,

\scrP N(D) = \scrP YD
= \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{       
\left[    
0 0 0

0 1 0

0 0 1

\right]    ,
\left[    
0 0 0

0 1 0

0 0 1

\right]    , . . .
\right\}       ,

D - = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{         
\left[     
3

4
0 0

0 0 0

0 0 0

\right]     ,
\left[     
3

4
0 0

0 0 0

0 0 0

\right]     , . . .
\right\}         ,

S = \scrP YD
W = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{       
\left[    

0 0

 - 3 0

2 0

\right]    ,
\left[    

0 0

 - 3 0

2 0

\right]    , . . .
\right\}       ,

\scrP N(S) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\Biggl\{ \Biggl[ 
0 0

0 1

\Biggr] 
,

\Biggl[ 
0 0

0 1

\Biggr] 
, . . .

\Biggr\} 
, \scrP YS

= \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{         
\left[     
1 0 0

0 1
3

2
0 0 0

\right]     ,
\left[     
1 0 0

0 1
3

2
0 0 0

\right]     , . . .
\right\}         .

Пiсля перетворень переконуємось, що iнтегро-диференцiальне рiвняння (34) буде розв’яз-
ним тодi i лише тодi, коли компоненти вектор-функцiї f(t) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{l}

\bigl( 
f1(t), f2(t), . . .

\bigr) 
задовольня-

ють умови [12]
2\int 

0

\Bigl[ 
2(3s - 5)f2k - 1(s) + 3(s - 1)f2k(s)

\Bigr] 
ds = 0, k = 1, 2, 3, . . . .

З’ясуємо, якi ще умови потрiбно накласти на правi частини крайової задачi (34), (35), щоб
вона мала розв’язок.

Для цiєї крайової задачi маємо

\widetilde M(t) =

t\int 
0

M(s)ds = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{     
\left[   0 t2

2
 - t 0

t 0
3t2

2

\right]   ,
\left[   0 t2

2
 - t 0

t 0
3t2

2

\right]   , . . .
\right\}     ,

X1(t) = \widetilde M(t)\scrP N(D) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{     
\left[   0 t2

2
 - t 0

0 0
3t2

2

\right]   ,
\left[   0 t2

2
 - t 0

0 0
3t2

2

\right]   , . . .
\right\}     ,
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X2(t) = \widetilde M(t) \widetilde D\scrP N(S) + \scrP N(S) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{   
\left[  0 0

0 1 - 3t

4

\right]  ,
\left[  0 0

0 1 - 3t

4

\right]  , . . .
\right\}   .

Тодi

Q1 = \ell X1(\cdot ) =
2\int 

0

R(s)X1(s)ds = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{         
\left[     
0 0 0

0  - 2

3
0

0 0 0

\right]     ,
\left[     
0 0 0

0  - 2

3
0

0 0 0

\right]     , . . .
\right\}         ,

Q2 = \ell X2(\cdot ) =
2\int 

0

R(s)X2(s)ds = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{         
\left[     
0 0

0 0

0  - 3

2

\right]     ,
\left[     
0 0

0 0

0  - 3

2

\right]     , . . .
\right\}         ,

\scrP N(Q1) = \scrP YQ1
= \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{       
\left[    
1 0 0

0 0 0

0 0 1

\right]    ,
\left[    
1 0 0

0 0 0

0 0 1

\right]    , . . .
\right\}       ,

\widehat Q2 = \scrP YQ1
Q2 = Q2, \scrP 

N( \widehat Q2)
= \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\Biggl\{ \Biggl[ 
1 0

0 0

\Biggr] 
,

\Biggl[ 
1 0

0 0

\Biggr] 
, . . .

\Biggr\} 
,

\scrP Y \widehat Q2
= \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{       
\left[    
1 0 0

0 1 0

0 0 0

\right]    ,
\left[    
1 0 0

0 1 0

0 0 0

\right]    , . . .
\right\}       ,

Q - 
1 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{         
\left[     
0 0 0

0  - 3

2
0

0 0 0

\right]     ,
\left[     
0 0 0

0  - 3

2
0

0 0 0

\right]     , . . .
\right\}         ,

\widehat Q - 
2 = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{   
\left[  0 0 0

0 0  - 2

3

\right]  ,
\left[  0 0 0

0 0  - 2

3

\right]  , . . .
\right\}   .

Далi складемо умову розв’язностi (23).
За формулою (25) маємо

\scrP YQ
= \scrP Y \widehat Q2

\scrP YQ1
= \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{       
\left[    
1 0 0

0 0 0

0 0 0

\right]    ,
\left[    
1 0 0

0 0 0

0 0 0

\right]    , . . .
\right\}       .

Обчислимо

\ell \~f(\cdot ) =
2\int 

0

R(s)

s\int 
0

f(\tau )d\tau ds =
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=

2\int 
0

s\int 
0

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{       
\left[    
(s - 1)f1(\tau )

sf1(\tau )

(2s - 3)f2(\tau )

\right]    ,
\left[    
(s - 1)f3(\tau )

sf4(\tau )

(2s - 3)f4(\tau )

\right]    , . . .
\right\}       d\tau ds

i

\ell F (\cdot ) =
2\int 

0

R(s)

\Biggl\{ \widetilde M(s)D  - S - \scrP YD

2\int 
0

N(\tau )f(\tau )d\tau 

\Biggr\} 
ds =

=

2\int 
0

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{           

\left[      
0

 - 2f1(\tau ) +
\tau  - 1

2
f2(\tau )

3\tau  - 6

2
f1(\tau ) +

\tau 2 + 3\tau  - 1

4
f2(\tau )

\right]      ,
\left[      

0

 - 2f3(\tau ) +
\tau  - 1

2
f4(\tau )

3\tau  - 6

2
f3(\tau ) +

\tau 2 + 3\tau  - 1

4
f4(\tau )

\right]      , . . .
\right\}           d\tau ,

де

\widetilde D =
\Bigl[ 
I  - D - A

\Bigr] 
W = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{         
\left[     

0  - 3

4
 - 3 0

2 0

\right]     ,
\left[     

0  - 3

4
 - 3 0

2 0

\right]     , . . .
\right\}         ,

D = D -  - \widetilde DS - \scrP YD
= \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{         
\left[     
3

4

1

2

3

4

0 0
3

2
0 0  - 1

\right]     ,
\left[     
3

4

1

2

3

4

0 0
3

2
0 0  - 1

\right]     , . . .
\right\}         .

Тодi, пiдставивши отриманi величини у формулу (23), отримаємо умову розв’язностi опе-
раторного рiвняння (22):

\scrP YQ

\bigl[ 
\alpha  - \ell \~f(\cdot ) - \ell F (\cdot )

\bigr] 
=

= \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{       
\left[    
1 0 0

0 0 0

0 0 0

\right]    ,
\left[    
1 0 0

0 0 0

0 0 0

\right]    , . . .
\right\}       

\left[      
\left[     
\alpha 1

\alpha 2

...

\right]      - 

 - 
2\int 

0

s\int 
0

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{       
\left[    
(s - 1)f1(\tau )

sf1(\tau )

(2s - 3)f2(\tau )

\right]    ,
\left[    
(s - 1)f4(\tau )

sf4(\tau )

(2s - 3)f5(\tau )

\right]    , . . .
\right\}       d\tau ds - 
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 - 
2\int 

0

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\left\{           

\left[      
0

 - 2f1(\tau ) +
\tau  - 1

2
f2(\tau )

3\tau  - 6

2
f1(\tau ) +

\tau 2 + 3\tau  - 1

4
f2(\tau )

\right]      ,
\left[      

0

 - 2f3(\tau ) +
\tau  - 1

2
f4(\tau )

3\tau  - 6

2
f3(\tau ) +

\tau 2 + 3\tau  - 1

4
f4(\tau )

\right]      , . . .
\right\}           d\tau 

\right]      = 0.

Пiсля перетворень отримаємо умови на компоненти вектора \alpha та компоненти вектор-функцiї f(t):

\alpha 3k - 2  - 
2\int 

0

s\int 
0

(s - 1)f2k - 1(\tau )d\tau ds = 0, k = 1, 2, . . . .

Таким чином, крайова задача (34), (35) розв’язна для тих i лише тих \alpha \in \bfc i f(t) \in 
\in \bfC 

\bigl( 
[0, 2], \bfc 

\bigr) 
, якi задовольняють систему умов

2\int 
0

\Bigl[ 
2(3s - 5)f2k - 1(s) + 3(s - 1)f2k(s)

\Bigr] 
ds = 0,

(36)

\alpha 3k - 2  - 
2\int 

0

s\int 
0

(s - 1)f2k - 1(\tau )d\tau ds = 0, k = 1, 2, . . . .

Наприклад, при \alpha 3k - 2 =
2

3
, \alpha 3k - 1 =

2

3
, \alpha 3k =

2

3
, f2k - 1(t) = 2t  - 1, f2k(t) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}, k =

= 1, 2, . . . , система умов (36) буде виконуватись i крайова задача (34), (35) буде мати розв’язок.
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