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УМОВИ ОБОРОТНОСТI
НЕЛIНIЙНИХ АВТОНОМНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ ОПЕРАТОРIВ
У ПРОСТОРI ОБМЕЖЕНИХ НА ОСI ФУНКЦIЙ

For nonlinear autonomous differential operators defined in the space of functions bounded and continuous on the axis,
necessary and sufficient conditions of being C1 -diffeomorphisms are obtained.

Отримано необхiднi й достатнi умови, за яких нелiнiйнi автономнi диференцiальнi оператори, що визначенi у
просторi обмежених i неперервних на осi функцiй зi значеннями в банаховому просторi, є C1 -дифеоморфiзмами.

Статтю присвячено встановленню необхiдних та достатнiх умов, при виконаннi яких нелiнiйнi
автономнi диференцiальнi оператори, що дiють у просторi обмежених i неперервно дифе-
ренцiйовних на осi функцiй зi значеннями в нескiнченновимiрному банаховому просторi, є
дифеоморфiзмами класу C1. Такi оператори можна використовувати, наприклад, при вивчен-
нi властивостей розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних рiвнянь та дослiдженнi оборотностi
нелiнiйних операторiв, що є композицiями диференцiальних операторiв.

1. Загальнi умови оборотностi диференцiйовних вiдображень. Будемо використовувати
потрiбнi для подальшого загальноприйнятi позначення та означення, запозиченi з [1 – 4].

Важливим для подальшого є таке твердження.
Твердження 1 [5]. Нехай X i Y — банаховi простори i F : X \rightarrow Y — C1-вiдображення.

Вiдображення F : X \rightarrow Y є C1-дифеоморфiзмом тодi i тiльки тодi, коли:
1) вiдображення F сюр’єктивне;
2) вiдображення F iн’єктивне;
3) вiдображення F є локальним C1-дифеоморфiзмом у кожнiй точцi x \in X або похiдна

(DF )x : X \rightarrow Y є неперервно оборотним оператором для кожної точки x \in X.

Це твердження отримано з використанням необхiдних i достатнiх умов iснування оберненої
функцiї [1 – 4, 6].

Зазначимо, що в твердженнi 1 X i Y — довiльнi банаховi простори над полем \BbbR або \BbbC 
з нормами \| \cdot \| X i \| \cdot \| Y вiдповiдно i при використаннi твердження 1 потрiбно перевiряти
виконання для вiдображення F перших двох умов твердження.

2. Необхiднi й достатнi умови iн’єктивностi вiдображення \bfitF . Важливою для подальшого
є така умова iн’єктивностi C1-вiдображення F : X \rightarrow Y. Кожнiй точцi (x1, x2) множини

\scrK (X) = \{ (y1, y2) \in X \times X : y1 \not = y2\} 

спiвставимо диференцiйовну на вiдрiзку [0, 1] функцiю F (x1 + \tau (x2  - x1)) зi значеннями в Y.

Очевидно, що

dF (x1 + \tau (x2  - x1))

d\tau 
= (DF )x1+\tau (x2 - x1)(x2  - x1), \tau \in [0, 1],

i
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0

(DF )x1+\tau (x2 - x1) d\tau 

\right)  (x2  - x1) = F (x2) - F (x1). (1)

Розглянемо оператор \scrI x1,x2,F : X \rightarrow Y, що визначається рiвнiстю

\scrI x1,x2,F =

1\int 
0

(DF )x1+\tau (x2 - x1) d\tau , (2)

i ядро \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} \scrI x1,x2,F = \{ x \in X : \scrI x1,x2,Fx = 0\} цього оператора.
На пiдставi (1) i (2) справджується таке твердження.

Твердження 2. C1-вiдображення F : X \rightarrow Y iн’єктивне тодi i тiльки тодi, коли

\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} \scrI x1,x2,F = \{ 0\} для всiх (x1, x2) \in \scrK (X). (3)

Зауваження 1. Виконання спiввiдношення (3) аналогiчне виконанню спiввiдношення
\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A = \{ 0\} для лiнiйного неперервного оператора A : X \rightarrow Y (у теоремi Банаха про оберне-
ний оператор [7]). Якщо F (x) = Ax, то (DF )x = A для всiх x \in X (оператор A : X \rightarrow Y є
C1-вiдображенням), i тому \scrI x1,x2,F (x2  - x1) = A(x2  - x1). Отже, якщо \scrI x1,x2,F (x2  - x1) \not = 0

для всiх x1, x2 \in X, x1 \not = x2, то \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A = \{ 0\} , i навпаки.

Зауваження 2. Перевiрка в твердженнi 1 виконання для вiдображення F умови сюр’єктивностi
є складною задачею навiть у випадку лiнiйного F (див., наприклад, задачi про обмеженi
розв’язки лiнiйних диференцiальних або рiзницевих рiвнянь [8 – 12]). Вимога виконання цiєї
умови в твердженнi 1 є природною вимогою (вона мiститься i в формулюваннi теореми Банаха
про обернений оператор [7]). Для деяких класiв вiдображень F твердження 1 є правильним i
без умови 1. Простим прикладом такого вiдображення є лiнiйний автономний диференцiаль-
ний оператор L, що дiє в просторi визначених i обмежених на \BbbR неперервно диференцiйовних
функцiй зi значеннями в \BbbC . Також твердження 1 є узагальненням теореми Банаха про обернений
оператор.

3. Достатнi умови сюр’єктивностi вiдображення \bfitF . Позначимо через \scrE множину всiх
вiдображень A \in L(X,Y ), кожне з яких має неперервне обернене A - 1.

Нехай BX [0, r], де r \in (0,+\infty ), — замкнена куля \{ x \in X : \| x\| X \leq r\} в X.

Справджується твердження, що дає достатнi умови сюр’єктивностi вiдображення F.

Твердження 3. Нехай для кожного числа H \geq 0 iснують такi число r > 0 i вiдображення
A \in \scrE , що:

1) F  - A : BX [0, r] \rightarrow Y — цiлком неперервне вiдображення;

2) виконується спiввiдношення

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
x\in BX [0,r]

\| Fx - Ax\| Y \leq r

\| A - 1\| L(Y,X)
 - H. (4)

Тодi для кожного y \in Y рiвняння Fx = y має хоча б один розв’язок x \in X.

Це твердження отримано автором у [13]. У випадку лiнiйного вiдображення F виконання
спiввiдношення (4) є необхiдним для сюр’єктивностi цього вiдображення [13].

Iншi умови сюр’єктивностi вiдображення F наведено в [5].
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4. Умови оборотностi автономних диференцiальних операторiв. Спочатку наведемо де-
якi означення i позначення, потрiбнi для дослiдження диференцiальних операторiв.

Нехай E — банаховий простiр iз нормою \| \cdot \| E . Позначимо через C0(\BbbR , E) банаховий
простiр обмежених i неперервних на \BbbR функцiй x = x(t) зi значеннями у просторi E з нормою

\| x\| C0(\BbbR ,E) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\in \BbbR 

\| x(t)\| E ,

а через Cn(\BbbR , E), де n \in \BbbN , банаховий простiр усiх функцiй x \in C0(\BbbR , E), для кожної з яких
dx/dt, . . . , dnx/dtn \in C0(\BbbR , E), з нормою

\| x\| Cn(\BbbR ,E) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\Biggl\{ 
\| x\| C0(\BbbR ,E),

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| dxdt
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C0(\BbbR ,E)

, . . . ,

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| dnxdtn

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
C0(\BbbR ,E)

\Biggr\} 
.

Аналогiчно визначається банаховий простiр Ck(\BbbR , E) при k \in \{ 1, . . . , n - 1\} i n \geq 2.

У просторi C0(\BbbR , E) визначимо оператор зсуву Sh, h \in \BbbR , за допомогою спiввiдношення

(Shx)(t) = x(t+ h), t \in \BbbR .

Елемент y \in Ck(\BbbR , E) називається майже перiодичним [14], якщо замикання множини
\{ Shy : h \in \BbbR \} у просторi Ck(\BbbR , E) є компактною пiдмножиною цього простору.

Множини Bk(\BbbR , E), k \in \{ 0, 1, . . . , n\} , майже перiодичних елементiв просторiв Ck(\BbbR , E),

k \in \{ 0, 1, . . . , n\} , вiдповiдно є пiдпросторами цих просторiв iз нормами

\| x\| Bk(\BbbR ,E) = \| x\| Ck(\BbbR ,E), k \in \{ 0, 1, . . . , n\} .

Оператор A \in L
\bigl( 
Ci(\BbbR , E), Cj(\BbbR , E)

\bigr) 
, де i, j \in \{ 0, 1, . . . , n\} , називається майже перiо-

дичним, якщо замикання множини \{ S\tau AS - \tau : \tau \in \BbbR \} у просторi L
\bigl( 
Ci(\BbbR , E), Cj(\BbbR , E)

\bigr) 
є

компактним у цьому просторi [15, 16].
Позначимо через S множину всiх C1-вiдображень g : E \rightarrow E, для кожного з яких похiдна

Фреше (Dg)x є рiвномiрно неперервною на кожнiй обмеженiй множинi M \subset E .
Розглянемо автономний диференцiальний оператор \frakD : Cn(\BbbR , E) \rightarrow C0(\BbbR , E), що визна-

чається формулою

(\frakD x)(t) =
dnx(t)

dtn
+

n - 1\sum 
k=0

gk

\biggl( 
dkx(t)

dtk

\biggr) 
, t \in \BbbR , (5)

де x \in Cn(\BbbR , E), gk \in S, k \in \{ 0, 1, . . . , n - 1\} i d0x(t)/dx0 = x(t).

При виконаннi таких вимог до вiдображень gk, k \in \{ 0, 1, . . . , n  - 1\} , диференцiальний
оператор \frakD є C1-вiдображенням.

Справдi, з урахуванням (1), (2) для довiльних x, u \in Cn(\BbbR , E) i t \in \BbbR отримуємо

(\frakD (x+ u))(t) - (\frakD x)(t) =

\Biggl( 
dn(x(t) + u(t))

dtn
+

n - 1\sum 
k=0

gk

\biggl( 
dk(x(t) + u(t))

dtk

\biggr) \Biggr) 
 - 

 - 

\Biggl( 
dnx(t)

dtn
+

n - 1\sum 
k=0

gk

\biggl( 
dkx(t)

dtk

\biggr) \Biggr) 
=

dnu(t)

dtn
+

n - 1\sum 
k=0

\biggl( 
gk

\biggl( 
dk(x(t) + u(t))

dtk

\biggr) 
 - gk

\biggl( 
dkx(t)

dtk

\biggr) \biggr) 
=
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=

\Biggl( 
dnu(t)

dtn
+

n - 1\sum 
k=0

(Dgk) dkx(t)

dtk

dku(t)

dtk

\Biggr) 
+

+
n - 1\sum 
k=0

\biggl( 
gk

\biggl( 
dk(x(t) + u(t))

dtk

\biggr) 
 - gk

\biggl( 
dkx(t)

dtk

\biggr) \biggr) 
 - 

n - 1\sum 
k=0

(Dgk) dkx(t)

dtk

dku(t)

dtk
=

=

\Biggl( 
dnu(t)

dtn
+

n - 1\sum 
k=0

(Dgk) dkx(t)

dtk

dku(t)

dtk

\Biggr) 
+

n - 1\sum 
k=0

1\int 
0

(Dgk) dkx(t)

dtk
+\tau 

dku(t)

dtk

d\tau 
dku(t)

dtk
 - 

 - 
n - 1\sum 
k=0

(Dgk) dkx(t)

dtk

dku(t)

dtk
=

\Biggl( 
dnu(t)

dtn
+

n - 1\sum 
k=0

(Dgk) dkx(t)

dtk

dku(t)

dtk

\Biggr) 
+

+

n - 1\sum 
k=0

1\int 
0

\biggl( 
(Dgk) dkx(t)

dtk
+\tau 

dku(t)

dtk

 - (Dgk) dkx(t)

dtk

\biggr) 
d\tau 

dku(t)

dtk
.

Оскiльки на пiдставi рiвномiрної неперервностi похiдних (Dgk)x, k \in \{ 0, 1, . . . , n  - 1\} , на
кожнiй обмеженiй множинi M \subset E виконується спiввiдношення

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\| u\| Cn(\BbbR ,E)\rightarrow 0

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}t\in \BbbR 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \sum n - 1

k=0

\int 1

0

\biggl( 
(Dgk) dkx(t)

dtk
+\tau 

dku(t)

dtk

 - (Dgk) dkx(t)

dtk

\biggr) 
d\tau 

dku(t)

dtk

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
E

\| u\| Cn(\BbbR ,E)
= 0,

то згiдно з означенням похiдної Фреше (див. [17, с. 196]) похiдну (D\frakD )x диференцiального
оператора \frakD в точцi x = x(t) записуємо у виглядi

((D\frakD )xu)(t) =
dnu(t)

dtn
+

n - 1\sum 
k=0

(Dgk) dkx(t)

dtk

dku(t)

dtk
, u \in Cn(\BbbR , E), t \in \BbbR . (6)

Завдяки включенням gk \in S, k \in \{ 0, 1, . . . , n - 1\} , ця похiдна є неперервною по x на Cn(\BbbR , E).

Тому оператор \frakD є C1-вiдображенням.
Для подальшого нам також потрiбен оператор

\scrI x1,x2,\frakD =

1\int 
0

(D\frakD )x1+\tau (x2 - x1) d\tau , (7)

де x1, x2 \in C1(\BbbR , E), аналогiчний оператору \scrI x1,x2,F , що визначається рiвнiстю (2).
Завдяки (6), (7) для всiх x1, x2, u \in Cn(\BbbR , E)

(\scrI x1,x2,\frakD u)(t) =
dnu(t)

dtn
+

n - 1\sum 
k=0

1\int 
0

(Dgk) dkx1(t)

dtk
+\tau 

\biggl( 
dkx2(t)

dtk
 - dkx1(t)

dtk

\biggr) d\tau 
dku(t)

dtk
, t \in \BbbR .

Пiсля проведеної пiдготовчої роботи наведемо умови оборотностi оператора \frakD .

Згiдно з твердженнями 1, 2 справджується така теорема.
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Теорема 1. Нехай gk \in S, k \in \{ 0, 1, . . . , n - 1\} .
C1-вiдображення \frakD : Cn(\BbbR , E) \rightarrow C0(\BbbR , E), що визначається спiввiдношенням (5), є C1-

дифеоморфiзмом тодi i тiльки тодi, коли:

1) \frakD Cn(\BbbR , E) = C0(\BbbR , E);

2) \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} \scrI x1,x2,\frakD = \{ 0\} для всiх (x1, x2) \in \scrK (Cn(\BbbR , E));

3) для кожної точки x \in Cn(\BbbR , E) вiдображення (D\frakD )x, що визначається спiввiдношен-

ням (6), має обернений неперервний оператор
\bigl( 
(D\frakD )x

\bigr)  - 1
: C0(\BbbR , E) \rightarrow Cn(\BbbR , E).

Зауваження 3. Для нелiнiйного автономного оператора \frakD : Cn(\BbbR , E) \rightarrow C0(\BbbR , E) лiнiйнi
диференцiальнi оператори (D\frakD )x : Cn(\BbbR , E) \rightarrow C0(\BbbR , E), x \in Cn(\BbbR , E), у випадку x(t) \not \equiv c,

c \in E, є неавтономними операторами. Для перевiрки виконання умови 3 теореми 1 можна
використовувати результати, викладенi, наприклад, у [8 – 11].

Зауваження 4. Завдяки включенням gk \in S, k \in \{ 0, 1, . . . , n - 1\} , i автономностi операто-
ра \frakD виконується спiввiдношення \frakD Bn(\BbbR , E) \subset B0(\BbbR , E). Також для кожного x \in Bn(\BbbR , E)

лiнiйний оператор (D\frakD )x : Cn(\BbbR , E) \rightarrow C0(\BbbR , E) є майже перiодичним i (D\frakD )xB
n(\BbbR , E) \subset 

\subset B0(\BbbR , E).

Отже, з урахуванням зауваження 4 i тверджень 1, 2 за допомогою замiни в теоремi 1
просторiв Cn(\BbbR , E) i C0(\BbbR , E) на Bn(\BbbR , E) i B0(\BbbR , E) вiдповiдно отримуємо таку теорему.

Теорема 2. Нехай gk \in S, k \in \{ 0, 1, . . . , n - 1\} .
C1-вiдображення \frakD : Bn(\BbbR , E) \rightarrow B0(\BbbR , E), що визначається спiввiдношенням (5), є C1-

дифеоморфiзмом тодi i тiльки тодi, коли:

1) \frakD Bn(\BbbR , E) = B0(\BbbR , E);

2) \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r} \scrI x1,x2,\frakD = \{ 0\} для всiх (x1, x2) \in \scrK (Bn(\BbbR , E));

3) для кожної точки x \in Bn(\BbbR , E) вiдображення (D\frakD )x, що визначається спiввiдношен-

ням (6), має обернений неперервний оператор
\bigl( 
(D\frakD )x

\bigr)  - 1
: B0(\BbbR , E) \rightarrow Bn(\BbbR , E).

5. Приклад \bfitC 1-вiдображення, що не є елементом множини S. Важливою вимогою в
теоремах 1, 2 є рiвномiрна неперервнiсть похiдних Фреше (Dgk)x, k = 0, n - 1, на обмежених
пiдмножинах банахового простору E.

У випадку скiнченновимiрного банахового простору E ця вимога для C1-вiдображень gk :
E \rightarrow E, k \in \{ 0, 1, . . . , n - 1\} , виконується завдяки теоремi Кантора [18, с. 179].

Покажемо, що у випадку нескiнченновимiрного простору E вiдображення g : E \rightarrow E класу
C1 може не бути елементом множини S.

Вважатимемо, що простiр E збiгається з банаховим простором l1 послiдовностей дiйсних
чисел x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) з нормою

\| x\| l1 =

\infty \sum 
n=1

| xn| .

Будемо використовувати елементи

e1 = (1, 0, 0, 0, . . .), e2 = (0, 1, 0, 0, . . .), e3 = (0, 0, 1, 0, . . .), . . . \in l1.

Вiзьмемо довiльне C1-вiдображення g0 : \BbbR \rightarrow \BbbR , що задовольняє умови:

а) g0(x) = 0 для всiх x з деякого околу U нуля;
б) g\prime 0(1) = 1.
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Визначимо вiдображення g : l1 \rightarrow l1 рiвнiстю

g(x) =
\sum 
1\leq n

ng0(xn)en. (8)

Покажемо, що:
1) g : l1 \rightarrow l1 — диференцiйовне в кожнiй точцi x \in l1 вiдображення;
2) похiдна Фреше (Dg)x неперервна по x на l1;

3) похiдна Фреше (Dg)x є необмеженою на одиничнiй сферi.
Спочатку придiлимо увагу першiй властивостi.
Розглянемо довiльний елемент u = (u1, u2, . . . , un, . . .) \in l1. Згiдно з (8) i вимогами до

вiдображення g0 : \BbbR \rightarrow \BbbR справджуються рiвностi

g(x+ u) - g(x) =
\sum 
1\leq n

ng0(xn + un)en  - 
\sum 
1\leq n

ng0(xn)en =
\sum 
1\leq n

n
\bigl( 
g0(xn + un) - g0(xn)

\bigr) 
en =

=
\sum 
1\leq n

ng\prime 0(xn)un en +
\sum 
1\leq n

n
\bigl( 
g0(xn + un) - g0(xn)

\bigr) 
en  - 

\sum 
1\leq n

ng\prime 0(xn)un en =

=
\sum 
1\leq n

ng\prime 0(xn)un en +
\sum 
1\leq n

n
\Bigl( \bigl( 

g0(xn + un) - g0(xn)
\bigr) 
 - g\prime 0(xn)un

\Bigr) 
en =

=
\sum 
1\leq n

ng\prime 0(xn)un en +
\sum 
1\leq n

n

\left(  1\int 
0

\bigl( 
g\prime 0(xn + \tau un) - g\prime 0(xn)

\bigr) 
d\tau 

\right)  un en. (9)

Оскiльки на пiдставi умови а) i рiвномiрної неперервностi похiдної g\prime 0(x) на кожному вiдрiзку
[a, b] виконується спiввiдношення

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\| u\| l1\rightarrow 0

\sum 
1\leq n

n

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \biggl( \int 1

0

\bigl( 
g\prime 0(xn + \tau un) - g\prime 0(xn)

\bigr) 
d\tau 

\biggr) 
un

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\| u\| l1

= 0,

то з урахуванням рiвностей (9) на пiдставi означення похiдної Фреше [17, с. 196] похiдну (Dg)x
вiдображення g : l1 \rightarrow l1 в точцi x записуємо у виглядi

((Dg)xu)n =
\sum 
1\leq n

ng\prime 0(xn)un en, n \geq 1. (10)

Отже, вiдображення g : l1 \rightarrow l1 диференцiйовне в кожнiй точцi x \in l1.

Далi покажемо неперервнiсть похiдної Фреше (Dg)x по x на l1, тобто що для кожного
x \in l1

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\~x\rightarrow x

\| (Dg)\~x  - (Dg)x\| L(l1,l1) = 0. (11)

Згiдно з (10) та означенням норми в l1

\| (Dg)\~x  - (Dg)x\| L(l1,l1) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\| u\| l1=1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sum 
1\leq n

ng\prime 0(\~xn)un en  - 
\sum 
1\leq n

ng\prime 0(xn)un en

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
l1

=
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= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\| u\| l1=1

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\sum 
1\leq n

n
\bigl( 
g\prime 0(\~xn) - g\prime 0(xn)

\bigr) 
un en

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
l1

\leq 
\sum 
1\leq n

n
\bigm| \bigm| g\prime 0(\~xn) - g\prime 0(xn)

\bigm| \bigm| . (12)

Завдяки умовi а) для кожного достатньо малого \varepsilon > 0 iснує такий номер n(\varepsilon ), що

\sum 
1\leq n

n
\bigm| \bigm| g\prime 0(\~xn) - g\prime 0(xn)

\bigm| \bigm| = n(\varepsilon )\sum 
n=1

n
\bigm| \bigm| g\prime 0(\~xn) - g\prime 0(xn)

\bigm| \bigm| ,
якщо

\| \~x - x\| l1 < \varepsilon .

Тому на пiдставi рiвномiрної неперервностi похiдної g\prime 0(x) на кожному вiдрiзку [a, b]

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\~x\rightarrow x

\sum 
1\leq n

n
\bigm| \bigm| g\prime 0(\~xn) - g\prime 0(xn)

\bigm| \bigm| = 0,

i, отже, з урахуванням (12) спiввiдношення (11) справджується.
Таким чином, друга властивiсть також виконується.
Оскiльки на пiдставi (10) та умови б) для кожних n \in \BbbN i u \in l1

((Dg)enu)n = ng\prime 0(1)unen = nunen,

то
\| (Dg)en\| L(l1,l1) \geq n.

Отже, третя властивiсть також виконується, тобто похiдна Фреше (Dg)x є необмеженою на
одиничнiй сферi.

Звiдси випливає, що похiдна Фреше (Dg)x не може бути рiвномiрно неперервним по x

вiдображенням на одиничнiй сферi.
Таким чином, C1-вiдображення g : l1 \rightarrow l1, що визначається рiвнiстю (8), не є елементом

множини S.

6. Умови сюр’єктивностi диференцiального оператора \bffrakD . Будемо вважати, що банахо-
вий простiр E є скiнченновимiрним.

Позначимо через \scrG множину всiх упорядкованих n-множин \scrB = \{ B0, B1, . . . , Bn - 1\} , де
Bk \in L(E,E), k = 0, n - 1, кожнiй з яких вiдповiдає лiнiйний неперервний оператор \scrL \scrB :
Cn(\BbbR , E) \rightarrow C0(\BbbR , E), що має неперервний обернений (\scrL \scrB )

 - 1 i визначається формулою

(\scrL \scrB x)(t) =
dnx(t)

dtn
+

n - 1\sum 
k=0

Bk
dkx(t)

dtk
, t \in \BbbR .

Наведемо твердження, аналогiчне твердженню 3, що дає достатнi умови виконання рiвностi

\frakD Cn(\BbbR , E) = C0(\BbbR , E).

Теорема 3. Нехай для кожного числа H > 0 iснують такi число r > 0 i множина \scrB =

= \{ B0, B1, . . . , Bn - 1\} \in \scrG , що

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\| x\| Cn - 1(\BbbR ,E)\leq r

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
n - 1\sum 
k=0

gk

\biggl( 
dkx(t)

dtk

\biggr) 
 - 

n - 1\sum 
k=0

Bk
dkx(t)

dtk

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
E

\leq r

\| (\scrL B) - 1\| L(C0(\BbbR ,E),Cn - 1(\BbbR ,E))
 - H.

Тодi оператор \frakD : Cn(\BbbR , E) \rightarrow C0(\BbbR , E), що визначається рiвнiстю (5), є сюр’єктивним.
Теорема 3 є окремим випадком загальних тверджень, отриманих автором у [19].

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2021, т. 73, № 11



1514 В. Ю. СЛЮСАРЧУК

7. Приклад диференцiального оператора, що є \bfitC 1-дифеоморфiзмом. Розглянемо дифе-
ренцiальний оператор \scrL : C1(\BbbR ,\BbbR ) \rightarrow C0(\BbbR ,\BbbR ), що визначається формулою

(\scrL x)(t) = dx(t)

dt
+ g(x(t)), t \in \BbbR ,

де g : \BbbR \rightarrow \BbbR — неперервна функцiя.
У статтi [20] встановлено таке твердження.
Твердження 4. Диференцiальний оператор \scrL : C1(\BbbR ,\BbbR ) \rightarrow C0(\BbbR ,\BbbR ) є iн’єктивним i сюр’єк-

тивним оператором тодi i тiльки тодi, коли:
1) функцiя g : \BbbR \rightarrow \BbbR є строго монотонною;
2) g\BbbR = \BbbR .
Згiдно з цим твердженням i твердженням 1 справджується така теорема.
Теорема 4. Нехай g : \BbbR \rightarrow \BbbR — неперервно диференцiйовна функцiя.
Диференцiальний оператор \scrL : C1(\BbbR ,\BbbR ) \rightarrow C0(\BbbR ,\BbbR ) є C1-дифеоморфiзмом тодi i тiльки

тодi, коли:
1) функцiя g : \BbbR \rightarrow \BbbR є строго монотонною;
2) g\BbbR = \BbbR ;
3) g\prime (x) \not = 0 для всiх x \in \BbbR .
8. Додатковi зауваження та лiтературнi вказiвки. Оборотностi нелiнiйних вiдображень

у банаховому просторi та її застосуванням придiлено значну увагу (див., наприклад, [21 – 24]).
Твердження 1 є окремим випадком отриманих автором у [5] тверджень про умови, коли

Ck -вiдображення F : X \rightarrow Y, k \in \BbbN , є Ck -дифеоморфiзмом.
Основнi теореми 1 i 2 про оборотнiсть автономного диференцiального оператора \frakD є но-

вими. Для перевiрки в цих теоремах виконання умови 3 щодо оборотностi (D\frakD )x можна
використовувати результати робiт [8 – 11, 16, 25 – 27].

Приклад C1-вiдображення в п. 5, що не є елементом множини S, наведено вперше й от-
римано з використанням iдеї побудови неперервних монотонних i необмежених на одиничнiй
сферi сепарабельного гiльбертового простору H вiдображень [28, с. 41].

Теорему 4 про необхiднi i достатнi умови, при виконаннi яких диференцiальний оператор \scrL :
C1(\BbbR ,\BbbR ) \rightarrow C0(\BbbR ,\BbbR ) є дифеоморфiзмом класу C1, наведено вперше.

Умови iснування обмежених розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з’ясовувались
у [28 – 30].
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