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ПРО ГIПЕРГОЛОМОРФНI ФУНКЦIЇ
ПРОСТОРОВОЇ ЗМIННОЇ

For quaternionic-differentiable functions of a spatial variable, we prove a theorem on an integral over a closed
surface. This theorem is an analog of the Cauchy theorem from complex analysis.

Для кватернионно дифференцируемых функций пространственной переменной доказана теорема об
интеграле по замкнутой поверхности, являющаяся аналогом теоремы Коши из комплексного анализа.

1. Вступ. Початком розвитку гiперкомплексного аналiзу у просторi R3 була ро-
бота Г. Моiсiла i Н. Теодореско [1] (див. також [2]), у якiй уперше запропоновано
тривимiрний аналог системи рiвнянь Кошi – Рiмана. Р. Фютер [3] побудував її чоти-
ривимiрне узагальнення та уперше увiв клас „регулярних” кватернiонних функцiй
як таких, що задовольняють запропоновану ним систему. Це дозволило довести
кватернiоннi аналоги теореми Кошi, iнтегральної формули Кошi, теореми Лiувiлля
та побудувати аналог ряду Лорана. На даний час кватернiонний аналiз набув ши-
рокого розвитку (детальнiше див. [4 – 7]), у першу чергу, завдяки його фiзичним
застосуванням. При цьому гiперголоморфними прийнято називати функцiї, якi ма-
ють у данiй областi неперервнi частиннi похiднi та задовольняють вищезгадану
систему рiвнянь.

У роботi [4] доведено теорему про iнтеграл вiд гiперголоморфних функцiй по
замкненiй кусково-гладкiй поверхнi, яка є просторовим аналогом теореми Кошi з
комплексного аналiзу. При цьому було використано кватернiонну формулу Стокса
для обмежених областей з кусково-гладкою межею та функцiй, якi мають непе-
рервнi частиннi похiднi у замиканнi областi. У данiй роботi ми розглядаємо бiльш
слабке означення гiперголоморфної функцiї, вимагаючи лише диференцiйовнiсть її
компонент та виконання умов типу Кошi – Рiмана, подiбно до одного з означень го-
ломорфної функцiї у комплексному аналiзi (див. [8]), та доводимо аналог теореми
Кошi для функцiй, гiперголоморфних за новим означенням.

2. Кватернiони. Кватернiоннi гiперголоморфнi функцiї. Нехай H(C) — алгеб-
ра комплексних кватернiонiв

a =

3∑
k=0

akik,

де {ak}3k=0 ⊂ C, i0 = 1 — одиниця, i1, i2, i3 — уявнi кватернiоннi одиницi з пра-
вилом множення i1

2 = i2
2 = i3

2 = i1i2i3 = −1. Норма кватернiона визначається
формулою

|a| :=

√√√√ 3∑
k=0

|ak|2.

Розглянемо дiйснi векторнi кватернiони z := z1i1 + z2i2 + z3i3, що є точками
евклiдового простору R3, надiленого додатково структурою кватернiонного мно-
ження.
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Нехай Ω — область у просторi R3. Для функцiй f : Ω → H(C), якi мають
частиннi похiднi першого порядку, розглянемо диференцiальнi оператори

Dl[f ] :=

3∑
k=1

ik
∂f

∂zk
,

Dr[f ] :=

3∑
k=1

∂f

∂zk
ik.

Означення 1. Функцiя f := f0 + f1i1 + f2i2 + f3i3 називається лiво- або
право- H-диференцiйовною в точцi z0 ∈ R3, якщо її компоненти f0, f1, f2, f3 є
R3-диференцiйовними функцiями в z0 i справджується вiдповiдно умова

Dl[f ](z0) = 0 (1)

або

Dr[f ](z0) = 0. (2)

Це означення є аналогом вiдомого у комплексному аналiзi означення C-диферен-
цiйовної функцiї (див. [8, с. 33, 34]). Вiдомо (див. там же), що C-диференцiйовнiсть
комплексної функцiї рiвносильна iснуванню її похiдної. У гiперкомплексному ана-
лiзi такої рiвносильностi немає. Зокрема, у кватернiонному аналiзi мають похiдну
лише лiнiйнi функцiї певного вигляду (див. [9]).

Оператор Dl називається оператором Дiрака [10] або оператором Моiсiла –
Теодореско [11], а рiвнiсть (1) рiвносильна системi рiвнянь Моiсiла – Теодорес-
ко [1].

Означення 2. Функцiя f називається лiво-гiперголоморфною або право-гi-
перголоморфною в областi Ω, якщо вона вiдповiдно лiво- або право- H-диферен-
цiйовна у кожнiй точцi цiєї областi.

У вiдомих роботах (див., наприклад, [11]) означення гiперголоморфних функцiй
мiстили додаткову умову неперервностi частинних похiдних компонент функцiї f.

Позначимо через ν(z) := ν1(z)i1 + ν2(z)i2 + ν3(z)i3 одиничний вектор зов-
нiшньої нормалi до поверхнi Γ, яка є межею областi Ω, в тих точках z, де вiн
iснує.

Теорема 1. Нехай P — поверхня замкненого куба, який мiститься в одно-
зв’язнiй областi Ω, функцiя f : Ω → H(C) — право-гiперголоморфна, а функцiя
g : Ω→ H(C) — лiво-гiперголоморфна. Тодi справедлива формула∫∫

P

f(z) ν(z) g(z) ds = 0, (3)

де ν(z) — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до поверхнi P у тих точках z, де
вiн iснує.

Зауваження. Формулу (3) було доведено ранiше (див. [4]) для замкнених
кусково-гладких поверхонь при додатковiй умовi неперервностi частинних похiд-
них вiд функцiй f та g.
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Доведення. Припустимо супротивне, тобто∣∣∣∣∣∣
∫∫
P

f(z) ν(z) g(z) ds

∣∣∣∣∣∣ = M > 0.

Позначимо через U площу поверхнi P, подiлимо куб на вiсiм рiвних кубiв i

позначимо через P (1) поверхню з площею
U

4
того з них, який задовольняє умову∣∣∣∣∣∣

∫∫
P (1)

f(z) ν(z) g(z) ds

∣∣∣∣∣∣ > M

8
.

Продовжуючи цей процес, отримаємо послiдовнiсть вкладених кубiв з поверхнями

P (n) площею
U

4n
, що задовольняють умову∣∣∣∣∣∣

∫∫
P (n)

f(z) ν(z) g(z) ds

∣∣∣∣∣∣ > M

8n
. (4)

За принципом Кантора iснує єдина спiльна для всiх кубiв точка z(0) = z
(0)
1 i1 +

+ z
(0)
2 i2 + z

(0)
3 i3. Завдяки диференцiйовностi функцiї f та g в околi точки z(0)

подаються у виглядi

f(z) = f(z(0)) +

3∑
m=1

(zm − z(0)
m )

∂f(z(0))

∂zm
+ γ(z, z(0))ρ,

g(z) = g(z(0)) +

3∑
m=1

(zm − z(0)
m )

∂g(z(0))

∂zm
+ γ1(z, z(0))ρ,

де γ(z, z(0)), γ1(z, z(0)) — кватернiоннозначнi нескiнченно малi функцiї при

ρ :=
∣∣∣z − z(0)

∣∣∣→ 0.

Тому для всiх достатньо малих кубiв маємо∫∫
P (n)

f(z) ν(z) g(z) ds = f(z(0))

∫∫
P (n)

ν(z) ds g(z(0))+

+f(z(0))

3∑
m=1

∫∫
P (n)

ν(z) (zm − z(0)
m ) ds

∂g(z(0))

∂zm
+

+

3∑
m=1

∂f(z(0))

∂zm

∫∫
P (n)

(zm − z(0)
m ) ν(z) ds g(z(0))+

+

3∑
m=1

∂f(z(0))

∂zm

3∑
k=1

∫∫
P (n)

(zm − z(0)
m ) ν(z) (zk − z(0)

k )ds
∂g(z(0))

∂zk
+
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+f(z(0))

∫∫
P (n)

ν(z) γ1(z, z(0)) ρ ds+

∫∫
P (n)

γ(z, z(0)) ρ ν(z) ds g(z(0))+

+

3∑
m=1

∂f(z(0))

∂zm

∫∫
P (n)

(zm − z(0)
m ) ν(z) γ1(z, z(0)) ρ ds+

+

3∑
m=1

∫∫
P (n)

γ(z, z(0)) ρ ν(z)(zm − z(0)
m ) ds

∂g(z(0))

∂zm
+

+

∫∫
P (n)

γ(z, z(0)) ν(z)γ1(z, z(0)) ρ2 ds. (5)

Далi нам знадобиться кватернiонна формула Остроградського (див. [4])∫∫
Γ

f(z) ν(z) g(z) ds =

∫∫∫
Ω

(Dr[f ](z) g(z) + f(z)Dl[g](z)) dz1dz2dz3, (6)

де Ω — обмежена область з кусково-гладкою межею Γ, а функцiї f : Ω → H(C) та
g : Ω→ H(C) мають неперервнi частиннi похiднi в Ω.

Перший iнтеграл у правiй частинi рiвностi (5) за формулою (6) дорiвнює нулю.
Другий та третiй iнтеграли за формулою (6) зводяться вiдповiдно до вигляду

f(z(0))Vn

3∑
m=1

im
∂g(z(0))

∂zm
, Vn

3∑
m=1

∂f(z(0))

∂zm
im g(z(0)),

де Vn — об’єм куба K(n), обмеженого поверхнею P (n). Завдяки умовам (1),
(2) вони також дорiвнюють нулю.

Застосування формули (6) до четвертого iнтеграла зводить його до вигляду

3∑
m=1

∂f(z(0))

∂zm
im

3∑
k=1

∫∫∫
K(n)

(zk − z(0)
k ) dz1dz2dz3

∂g(z(0))

∂zk
+

+

3∑
m=1

∂f(z(0))

∂zm

∫∫∫
K(n)

(zm − z(0)
m ) dz1dz2dz3

3∑
k=1

ik
∂g(z(0))

∂zk
,

тому вiн дорiвнює нулю за умовами (1), (2).

Довжина ребра n-го куба дорiвнює

√
U

2n
√

6
, тому ρ 6

√
U

2n
√

2
. Для довiльного

ε > 0 i для всiх кубiв, починаючи з деякого, виконуються нерiвностi
∣∣γ(z, z(0))

∣∣ < ε,∣∣γ1(z, z(0))
∣∣ < ε. Тому з урахуванням того, що модуль добутку двох кватернiонiв

не перевищує добутку їх модулiв, помноженого на
√

2 (див. лему 2.1 роботи [12]),
маємо ∣∣∣∣∣∣ f(z(0))

∫∫
P (n)

ν(z) γ1(z, z(0))ρ ds

∣∣∣∣∣∣ <
√

2U3/2

8n
|f(z(0))| ε, (7)
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∫∫
P (n)

γ(z, z(0)) ρ ν(z) ds g(z(0))

∣∣∣∣∣∣ <
√

2U3/2

8n
|g(z(0))| ε. (8)

Модулi сьомого, восьмого та дев’ятого iнтегралiв разом оцiнюються виразом

U2

16n

(
3∑

m=1

∣∣∣∣∂f(z(0))

∂zm

∣∣∣∣+

3∑
m=1

∣∣∣∣∂g(z(0))

∂zm

∣∣∣∣+ 1

)
ε. (9)

З рiвностi (5) та нерiвностей (4), (7) – (9) випливає

ε
(√

2U3/2
(
|f(z(0))|+ |g(z(0))|

)
+

+ U2

(
3∑

m=1

(∣∣∣∣∂f(z(0))

∂zm

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∂g(z(0))

∂zm

∣∣∣∣)+ 1

))
> M.

Отримана суперечнiсть доводить теорему.

Нехай δ > 0,

ωΓ(f, δ) := sup
|z1−z2|6δ

z1,z2 ∈Γ

|f(z1)− f(z2)|

— модуль неперервностi функцiї f на Γ, Γz,δ := {ζ ∈ Γ: |ζ − z| 6 δ}, mes Γz,δ —
поверхнева мiра множини Γz,δ, d(Γ) — дiаметр поверхнi Γ.

Лема 1. Якщо функцiї f, g неперервнi на кусково-гладкiй поверхнi Γ, яка є
межею обмеженої областi, то∣∣∣∣∣∣

∫∫
Γ

f(z) ν(z) g(z) ds

∣∣∣∣∣∣ 6
6 2 mes Γ

(
ωΓ(f, d(Γ)) max

z∈Γ
|g(z)|+ ωΓ(g, d(Γ)) max

z∈Γ
|f(z)|

)
. (10)

Доведення. Завдяки формулi (6) маємо∫∫
Γ

f(z0) ν(z) g(z0) ds = 0

для довiльної точки z0 ∈ Γ. Тому∫∫
Γ

f(z) ν(z) g(z) ds =

∫∫
Γ

(f(z)− f(z0)) ν(z) g(z0) ds+

+

∫∫
Γ

f(z) ν(z) (g(z)− g(z0)) ds,

звiдки i випливає оцiнка (10).
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Теорема 2. Нехай Ω — обмежена область з кусково-гладкою межею Γ, яка
для довiльних z ∈ R3, δ > 0 задовольняє умову

d(Γz,δ)

mes Γz,δ
6 Λ, (11)

де Λ — додатна стала, функцiя f : Ω→ H(C) є право-гiперголоморфною, а функцiя
g : Ω→ H(C) — лiво-гiперголоморфною, f та g неперервнi в замиканнi Ω. Тодi∫∫

Γ

f(z) ν(z) g(z) ds = 0. (12)

Доведення. Обмежимося випадком однозв’язної областi (загальний випадок
зводиться до даного стандартними мiркуваннями, такими ж, як i в теорiї комп-
лексних голоморфних функцiй). Розiб’ємо простiр площинами, перпендикулярни-
ми координатним осям, на куби з ребром довжини

ε <
d(Γ)

3
√

3
. (13)

Нехай {Kj} , j ∈ J, — скiнченна множина кубiв, якi перетинаються з поверхнею
Γ, K ′j — куби з ребрами довжини 3ε з тими ж центрами, що i Kj .

Оцiнимо суму дiаметрiв кубiв Kj . Завдяки умовi (13) поверхня Γ перетинає
межу ∂K ′j куба K ′j . Тому, згiдно з нерiвнiстю (11), площа mes (Γ ∩ K ′j) частини
поверхнi Γ в кубi K ′j задовольняє умову

mes (Γ ∩K ′j) >
ε√
3Λ

. (14)

З iншого боку, ∑
j∈J

mes (Γ ∩K ′j) 6 27 mes Γ, (15)

бо mes Γ =
∑

j∈J
mes (Γ ∩ Kj), а в сумi

∑
j∈J

mes (Γ ∩ K ′j) кожна з площ

mes (Γ ∩Kj) враховується не бiльше 27 разiв. З нерiвностей (14), (15) отримуємо∑
j∈J

d(Kj) =
∑
j∈J

ε
√

3 6 3Λ
∑
j∈J

mes (Γ ∩K ′j) 6 71 Λ mes Γ. (16)

Iнтеграл (12) можна записати у виглядi∫∫
Γ

f(z) ν(z) g(z) ds =
∑
j∈J

∫∫
∂(Ω∩Kj)

f(z) ν(z) g(z) ds+

+
∑
Kj⊂Ω

∫∫
∂(Kj)

f(z) ν(z) g(z) ds. (17)

За теоремою 1 друга сума в рiвностi (17) дорiвнює нулю.
Кожна з множин Ω ∩ Kj складається з скiнченної або зчисленної сукупностi

зв’язних компонент. Застосувавши до межi кожної з таких компонент оцiнку (10),
отримаємо
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∫∫

∂(Ω∩Kj)

f(z) ν(z) g(z) ds

∣∣∣∣∣∣∣ 6 2(mes(Γ ∩Kj) + 6ε2)

(
ωΓ(f, ε

√
3) max

z∈Ω
|g(z)|+

+ ωΓ(g, ε
√

3) max
z∈Ω
|f(z)|

)
. (18)

Пiдставляючи нерiвнiсть (18) у рiвнiсть (17), одержуємо∣∣∣∣∣∣
∫∫
Γ

f(z) ν(z) g(z) ds

∣∣∣∣∣∣ 6
6 2

mes Γ + 6
∑
j∈J

ε2

(ωΓ(f, ε
√

3) max
z∈Ω
|g(z)|+ ωΓ(g, ε

√
3) max

z∈Ω
|f(z)|

)
.

З нерiвностi (16) випливає∑
j∈J

ε2 6
∑
j∈J

ε 6
71 Λ√

3
mes Γ,

тому ∣∣∣∣∣∣
∫∫
Γ

f(z) ν(z) g(z) ds

∣∣∣∣∣∣ 6
6 (284

√
3 Λ + 2) mes Γ

(
ωΓ(f, ε

√
3) max

z∈Ω
|g(z)|+ ωΓ(g, ε

√
3) max

z∈Ω
|f(z)|

)
.

Переходячи тут до границi при ε→ 0, отримуємо рiвнiсть (12).
Теорему доведено.
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