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НАИЛУЧШЕЕ m-ЧЛЕННОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ
КЛАССОВ B r

∞,θ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ
ПОЛИНОМАМИ ПО СИСТЕМЕ ХААРА

We obtain the exact-order estimate for the best m-term approximation of the classes B r
∞,θ of periodic functions

of many variables by polynomials with respect to the Haar system in the metric of the space Lq , 1 < q <∞.

Одержано точну за порядком оцiнку величини найкращого m-членного наближення класiв B r
∞,θ перi-

одичних функцiй багатьох змiнних полiномами по системi Хаара в метрицi простору Lq , 1 < q <∞.

1. Введение. Тематика, связанная с изучением одного из видов нелинейного при-
ближения, а именно, наилучшего m-членного приближения некоторых функцио-
нальных классов полиномами, построенными по определенной (в частности, три-
гонометрической) системе функций, интенсивно развивается в последние деся-
тилетия (см., например, [1, 2]). В предлагаемой работе получена точная по по-
рядку оценка наилучшего m-членного приближения классов Br∞,θ периодических
функций многих переменных полиномами, построенными по системе Хаара. Если
сравнивать эту оценку с полученной в [3] точной по порядку оценкой величины
наилучшего m-членного приближения по тригонометрической системе, то можно
сделать вывод о преимуществе системы Хаара над тригонометрической системой
для рассматриваемого нелинейного приближения классов Br∞,θ при небольших
гладкостях, о чем подробнее будет идти речь в комментариях в заключительной
части работы.

Приведем сначала определение системы Хаара.
Пусть Pτ , τ ∈ Z+, обозначает множество всех двоичных интервалов на отрезке

[0, 1] вида I = [j2−τ , (j+ 1)2−τ ), j = 0, . . . , 2τ − 1. Для вектора s = (s1, . . . , sd) ∈
∈ Z+

d определим

Ps := {I = I(1)× . . .× I(d), I(j) ∈ Psj , j = 1, . . . , d}

и
Qn :=

⋃
‖s‖1≤n

Ps,

где ‖s‖1 := (s, 1) := s1 + . . .+ sd. Множество Qn называют ступенчатым гипербо-
лическим крестом. Для количества элементов Qn имеет место соотношение (см.,
например, [4])

#Qn � 2nnd−1. (1)

Заметим, что в дальнейшем (как и, в частности, в (1)) при доказательстве резуль-
татов положительные последовательности µ1(n) и µ2(n) будем связывать соотно-
шением µ1(n)� µ2(n), если для них выполняется неравенство µ1(n) ≤ C1µ2(n),

n ∈ N, с некоторой постоянной C1 > 0. Если же µ1(n)� µ2(n) и µ2(n)� µ1(n),

то будем писать µ1(n) � µ2(n). Все постоянные Cj , j = 1, 2, . . . , которые будут
встречаться в работе, могут зависеть только от параметров, входящих в определе-
ние класса, метрики, в которой измеряется погрешность приближения, и размер-
ности d пространства Rd.
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Для I ∈ Pτ , τ ≥ 0, I = [j2−τ , (j + 1)2−τ ), j = 0, . . . , 2τ − 1, положим

HI(t) := |I|−1/2



1, если t ∈
[
j2−τ ,

(
j +

1

2

)
2−τ

)
,

−1, если t ∈
[(

j +
1

2

)
2−τ , (j + 1)2−τ

)
,

0, если t /∈ I,

где |I| = 2−τ — длина двоичного интервала I.
В d-мерном случае для I = I(1)× . . .× I(d) обозначим

HI(x) :=

d∏
j=1

HI(j)(xj)

и
δs(f) :=

∑
I∈Ps

(f,HI)HI ,

где

(f,HI) :=

∫
[0,1]d

f(x)HI(x) dx.

Пусть Lp[0, 1]d, 1 ≤ p <∞, — пространство 1-периодических по каждой пере-
менной и суммируемых в степени p на кубе [0, 1]d функций f(x) = f(x1, . . . , xd) с
нормой, которая определяется следующим образом:

‖f‖p := ‖f‖Lp[0,1]d :=

 ∫
[0,1]d

|f(x)|p dx


1/p

.

Будем считать, что пространство L∞[0, 1]d состоит из 1-периодических по каж-
дой переменной и непрерывных на [0, 1]d функций и снабжено обычной равномер-
ной нормой.

Всюду ниже будем предполагать, что для функций f ∈ Lp[0, 1]d, 1 ≤ p ≤ ∞,
выполняется условие

1∫
0

f(x) dxj = 0, j = 1, . . . , d.

Приведем два соотношения, необходимые для дальнейшего изложения.
Теорема Литтлвуда – Пэли (см., например, [5], гл. 3]). Для любой функции

f ∈ Lp[0, 1], 1 < p <∞, имеет место соотношение

C1(p)‖f‖p ≤

∥∥∥∥∥∥
(∑
τ∈N
|δτ (f)|2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
p

≤ C2(p)‖f‖p. (2)

Из (2) следует неравенство (см., например, [6])
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‖f‖p ≥ C3(p)

(∑
s>0

‖δs(f)‖2p

)1/2

, 1 < p ≤ 2. (3)

Определим классы Br∞,θ, которые являются аналогами классов Бесова, для
0 < r < 1, 1 ≤ θ <∞ следующим образом:

Br∞,θ :=
{
f ∈ L∞[0, 1]d: ‖f‖Br∞,θ ≤ 1

}
,

где

‖f‖Br∞,θ :=

(∑
s>0

(2r‖s‖1‖δs(f)‖∞)θ

)1/θ

. (4)

2. Наилучшее m-членное приближение классов Br
∞,θ полиномами по сис-

теме Хаара. Определим соответствующую аппроксимационную характеристику.
Пусть Φ = {ϕj}∞j=1 — некоторая система функций из пространства Lq[0, 1]d.

Для f ∈ Lq[0, 1]d положим

σm(f,Φ)q := inf
ϕnj,aj

∥∥∥∥∥∥f −
m∑
j=1

aj ϕnj

∥∥∥∥∥∥
q

, (5)

где aj — произвольные числа. Величину (5) называют наилучшим m-членным при-
ближением функции f полиномами, построенными по системе Φ, в пространстве
Lq[0, 1]d.

Далее, если F ⊂ Lq[0, 1]d — некоторый класс функций, то

σm(F,Φ)q := sup
f∈F

σm(f,Φ)q. (6)

Вопросы, связанные с исследованием величин (5) и (6) для системы Хаара, т. е.
в случае Φ := H := {HI}I , изучались в работах [7 – 11].

Рассматривая в (6) в качестве F класс Br∞,θ, а в качестве Φ систему Хаара
H := {HI}I , сформулируем и докажем следующую теорему.

Теорема. Пусть 1 < q <∞, 1 ≤ θ <∞, 0 < r < 1, тогда

σm(Br∞,θ,H)q � m−r
(

logd−1
2 m

)r+1/2−1/θ

. (7)

Доказательство. Установим сначала в (7) оценку сверху.
Для некоторого k ∈ N введем следующие обозначения:

∆Qk = Qk\Qk−1,

Nk = #{s ∈ Nd, ‖s‖1 = k},

Mk =
[
#{∆Qn}2−η(k−n)

]
,

где η > 0, k = n+ 1, . . . , а n ∈ N.
Заметим, что

Nk � kd−1, (8)

и, согласно (1),
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Mk � 2nnd−12−η(k−n). (9)

По заданному m подберем n ∈ N, которое удовлетворяет соотношению m �
� 2nnd−1.

Представим функцию f ∈ Br∞,θ в виде

f = SH(Qn)(f) +

∞∑
k=n+1

( ∑
‖s‖1=k

δs(f)

)
, (10)

где
SH(Qn)(f) :=

∑
‖s‖1≤n

δs(f) =
∑
I∈Qn

(f,HI)HI =
∑
|I|≥2−n

(f,HI)HI

— ступенчато-гиперболическая сумма Фурье – Хаара. Построим для функции f

приближающий полином pm, осуществив определенную процедуру выбора слагае-
мых (f,HI)HI .

Для каждого s, ‖s‖1 = k, k = n+ 1, . . . , рассмотрим
[
Mk/Nk

]
наибольших по

модулю коэффициентов (f,HI), HI ∈ Ps, из суммы∑
‖s‖1=k

δs(f) =
∑
‖s‖1=k

∑
I∈Ps

(f,HI)HI (11)

в (10).
Для s: ‖s‖1 = k имеем

‖δs(f, ·)‖∞ = 2‖s‖1/2 sup
I∈Ps

|(f,HI)| = 2k/2 sup
I∈Ps

|(f,HI)|, (12)

поэтому, учитывая (4), получаем

1 ≥

 ∑
‖s‖1=k

(2r‖s‖1‖δs(f)‖∞)θ

1/θ

= 2k(r+1/2)

 ∑
‖s‖1=k

sup
I∈Ps

|(f,HI)|θ
1/θ

. (13)

Удалим
[
Mk/Nk

]
слагаемых (f,HI)HI из (11) с наибольшими значениями

|(f,HI)|. Тогда коэффициенты (f,HI) в каждом из оставшихся в (11) слагаемых
(f,HI)HI в силу соотношения (13) будут удовлетворять неравенству

|(f,HI)| � 2−k(r+1/2)k−(d−1)/θ. (14)

Таким образом, объединяя все удаленные (в результате описанной выше про-
цедуры) и содержащиеся в SH(Qn)(f) слагаемые (f,HI)HI , получаем искомый
полином pm. Убедимся при этом, что количество слагаемыx (f,HI)HI построен-
ного полинома pm равно по порядку m. Действительно, учитывая (1), (8) и (9),
имеем

#Qn +

∞∑
k=n+1

[
Mk

Nk

]
kd−1 � 2nnd−1 + 2nnd−1

∞∑
k=n+1

2−η(k−n) � 2nnd−1 � m.

Далее, отправляясь от теоремы Литтлвуда – Пэли, вследствие (10), (14), (8), (9),
для полинома pm получаем
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‖f − pm‖q �

∥∥∥∥∥∥
(∑

I

|(f − pm, HI)|2 |HI |2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
q

�

�

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑
k=n+1

∑
I∈∆Qk

2−2k(r+1/2)k−2(d−1)/θH2
I

1/2
∥∥∥∥∥∥∥
q

�

�

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑
k=n+1

2−2k(r+1/2)k−2(d−1)/θ2k
∑

I∈∆Qk

χI

1/2
∥∥∥∥∥∥∥
q

�

�

∥∥∥∥∥∥
( ∞∑
k=n+1

2−2krk−2(d−1)/θkd−1χ[0,1]d

)1/2
∥∥∥∥∥∥
q

=

=

( ∞∑
k=n+1

2−2krk(d−1)(1−2/θ)

)1/2

�

� 2−rnn(d−1)(1/2−1/θ) � m−r
(

logd−1
2 m

)r+1/2−1/θ

. (15)

Оценка сверху установлена.
Перейдем к получению оценки снизу.
Для любого m ∈ N выберем n ∈ N так, чтобы, с одной стороны, выполнялось

соотношение ∑
‖s‖1=n

#Ps � 2nnd−1 � m,

а с другой — ∑
‖s‖1=n

#Ps ≥ 2m. (16)

Рассмотрим функцию

fH,n(x) =
∑
‖s‖1=n

∑
I∈Ps

HI(x).

Тогда для s : ‖s‖1 = n имеем

‖δs(fH,n)‖∞ =

∥∥∥∥∥∑
I∈Ps

HI

∥∥∥∥∥
∞

= 2n/2. (17)

Покажем, что функция

f1(x) = C42−(r+1/2)nn−(d−1)/θfH,n(x) (18)

принадлежит классу Br∞,θ при некотором значении C4 > 0. Действительно, учи-
тывая (17), получаем

‖f1‖Br∞,θ =

 ∑
‖s‖1=n

(
2r‖s‖1‖δs(f1)‖∞

)θ1/θ

= C4n
−(d−1)/θ

 ∑
‖s‖1=n

1

1/θ

� 1.
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Рассмотрим произвольное множество двоичных параллелепипедов Im ⊂
⋃
s
Ps,

‖s‖1 = n, такое, что #Im ≤ m. Положим ms = #{Ps\Im}. Тогда, принимая во
внимание (16), имеем ∑

‖s‖1=n

ms ≥
∑
‖s‖1=n

#Ps −#Im ≥ m. (19)

Исходя из соотношения (19) и применяя к его левой части неравенство Гельдера,
находим

2nnd−1 �
∑
‖s‖1=n

ms ≤

 ∑
‖s‖1=n

m2/p
s

p/2 ∑
‖s‖1=n

1

1−p/2

�

� n(d−1)(1−p/2)

 ∑
‖s‖1=n

m2/p
s

p/2 , 1 < p ≤ 2. (20)

Для произвольных cI , I ∈ Im, согласно (3), (12), (20), при 1 < q ≤ 2 получаем∥∥∥∥∥fH,n − ∑
I∈Im

cIHI

∥∥∥∥∥
q

�

∥∥∥∥∥∥
∑
‖s‖1=n

∑
I∈Ps\Im

HI

∥∥∥∥∥∥
q

�

�

 ∑
‖s‖1=n

∥∥∥∥∥∥
∑

I∈Ps\Im
HI

∥∥∥∥∥∥
2

q


1/2

= 2n(1/2−1/q)

 ∑
‖s‖1=n

m2/q
s

1/2

� 2n/2n(d−1)/2.

(21)

Из (21) следует, что

σm(fH,n,H)q � 2n/2n(d−1)/2. (22)

Поэтому, учитывая (18) и (22), имеем

σm(Br∞,θ,H)q ≥ C42−(r+1/2)nn−(d−1)/θσm(fH,n,H)q �

� m−r
(

logd−1
2 m

)r+1/2−1/θ

. (23)

Для 2 < q <∞ вследствие ‖ · ‖q ≥ ‖ · ‖2 и (23) получим

σm(Br∞,θ,H)q ≥ σm(Brp,θ,H)2 � m−r
(

logd−1
2 m

)r+1/2−1/θ

.

Оценка снизу установлена.
Теорема доказана.
Замечание 1. В случае θ = ∞, т. е. для классов Hr

∞, порядок величины
σm(Hr

∞,H)q установлен А. В. Андриановым [9].
Замечание 2. Сравнивая доказанную теорему с полученной в [3] оценкой вели-

чины σm(Br∞,θ, T )q для тригонометрической системы T = {e2πi(k,x)}k∈Zd , видим,

что при 1 ≤ θ < 2, 0 < r <
1

θ
− 1

2
наилучшее m-членное приближение по системе

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2011, т. 63, № 4



НАИЛУЧШЕЕ m-ЧЛЕННОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ КЛАССОВ B r
∞,θ ФУНКЦИЙ . . . 555

Хаара имеет преимущество (в смысле порядковых оценок) в сравнении с наилуч-
шим m-членным приближением по тригонометрической системе. Иными словами,
при указанных ограничениях на параметры r и θ имеет место соотношение

σm(Br∞,θ,H)q � σm(Br∞,θ, T )q

(
logd−1

2 m
)r+1/2−1/θ

.
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