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ХАРАКТЕРИСТИКИ НЕВАНЛІННИ ТА ДЕФЕКТНІ 
ЗНАЧЕННЯ ДЗЕТА-ФУНКЦІЙ ВЕЙЄРШТРАССА 
We establish the Nevanlinna characteristics of the Weierstrass zeta function and show that none of the values  
a !C   is exceptional in the Nevanlinna sense for this function. 

Найдены неванлинновы характеристики дзета-функций Вейерштрасса и показано, что ни одно из 
значений  a !C   не является исключительным в смысле Неванлинны для этой функции. 

У даній роботі ми знайдемо характеристики Неванлінни відомої дзета-функції Ве-
йєрштрасса  !(z) ,  яка тісно пов’язана із функціями Вейєрштрасса  !(z) ,  !(z)   
[1].  Вивчимо також питання про дефектні значення  ! -функції.  Ці питання можна 
дослідити з допомогою асимптотичних формул із робіт [2, 3], однак ми скористає-
мося простішими засобами.  Вказані функції часто використовуються при дослід-
женнях, що торкаються еліптичних функцій.  Зазначимо, що  !(z)  — мероморфна 
функція з простими полюсами  !mn  = 2m!1  + 2n!2 ,  де   Im(!2/!1)  > 0,  m !Z ,  

 n !Z ,  яка зображується у вигляді 

 !(z) =
1

z
+

m,n=–"

+"

# $ 1

z – %mn

+
1

%mn

+
z

%mn
2

&
'
(

)
*
+

, 

причому штрих біля знака суми означає, що доданком з  m = 0 ,  n = 0   нехтуємо.  
Функції  !(z) ,  !(z) ,  !(z)   пов’язані рівностями  !(z)  =  !" (z)/"(z) ,  !(z)  = 
= ! "# (z) ,  причому  !(z)   є цілою функцією з простими нулями  !mn ,  !(z)  — 
подвійно періодична мероморфна функція з полюсами другого порядку у вказаних 
точках, тобто еліптична функція. 

Будемо вважати відомими основні поняття, факти і стандартні позначення із 
теорії розподілу значень мероморфних функцій [4].  Нагадаємо деякі з них. 

Характеристики Неванлінни мероморфної функції  f ,  f ! const ,  вводяться з 
допомогою рівностей 
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" dt + n(0, f ) ln r , 

 T (r, f ) := m(r, f ) + N(r, f ) , 

де  ln+ ! := max 0, ln!{ } ,  ! > 0 ,  і  n(r, f )   (що інакше позначається  n(r,!, f ) )  

є числом полюсів функції  f   у крузі  �
 
z !C{  z ! r } ,  r ! 0 ,  з урахуванням їх 

кратностей.  Якщо   a !C ,  то використовуються позначення  n(r, a, f ) ,  
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N(r, a, f ) ,  m(r, a, f )   замість відповідно  n r,
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.  Дефектом Неванлінни мероморфної функції  f   у точці   a !C   назива-

ється величина 

 !(a, f ) := lim
r"#

m(r, a, f )

T (r, f )
. 

Якщо  !(a, f ) > 0 ,  то  a   називається винятковим (дефектним) значенням у 
розумінні Неванлінни мероморфної функції  f . 
Теорема 1.  Справджуються співвідношення  (r! ")  

 N(r,!) =
"r2

2D
+ O(r) , 

 m(r,!) = O(ln r) , (1) 

 T (r,!) =
"r2

2D
+ O(r) , (2) 

де  D  — площа основного паралелограма періодів функції  !(z) . 
Доведення.  Як відомо [1, с. 420], 

 N(r,!) =
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2
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Тому 

 N(r,!) =
"r2

2D
+ O(r) ,     r ! " . 

Оскільки   !(z) = "# (z)/#(z) ,  то згідно з теоремою 1.3 [4, с. 122] 
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Отже, 

 T (r,!) = m(r,!) + N(r,!) =
"r2

2D
+O(r) ,     r ! " . 

Теорему доведено. 
Теорема 2.  Жодне значення   a !C   не є винятковим у розумінні Неванлінни 

для функції  !(z) . 
Доведення.  Із (1), (2) випливає, що 

 !(",#) = lim
r$"

m(r,#)

T (r,#)
= 0 , 

тобто неванліннів дефект  ! -функції в точці  !   дорівнює нулю. 



720 М. Є. КОРЕНКОВ, Ю. ЗАЙОНЦ, Ю. І. ХАРКЕВИЧ 

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2011, т. 63, № 5 

Відомо [1, с. 422], що 
 m(r, 0,!) = O(r) ,     r ! " . (3) 

Використовуючи властивості характеристики  m(r, a, f )   мероморфної функції  
f ,  лему 2.1 із [4, с. 129],  оцінки (1), (3) і рівність  !" (z) = #$(z) ,  приходимо до 
висновку, що при   a !C ,  a ! 0 ,  виконується 
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 =  m(r, 0,!) +O(ln r) = O(r) ,    r ! " . 

Тоді із рівності (2) випливає, що 

 !(a,") = lim
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= 0 , 

тобто неванліннів дефект функції  !(z)   у довільній точці   a !C ,  a ! 0 ,  дорів-
нює нулю,  !(a,") = 0 . 

Розглянемо випадок, коли  a = 0 .  Використовуючи властивості характерис-
тики  m(r, a, f )   мероморфної функції  f ,  оцінку (3) і теорему 1.3 [4, c. 122], ді-
стаємо 
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+O(ln r) = m(r, 0,!) +O(ln r)   = 

 =  O(r) +O(ln r) = O(r) ,     r ! " . 

Згідно з рівністю (2) знаходимо 

 !(0,") = lim
r#$

m(r, 0,")

T (r,")
% lim

r#$
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= 0 , 

тобто неванліннів дефект функції  !(z)   у точці  a = 0   дорівнює нулю,  !(0,")  = 
= 0. 

Теорему доведено. 
Зауваження. Із рівності (2), зокрема, випливає, що !(z)  — мероморфна функ-

ція порядку 2. 
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