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ПРО НАБЛИЖЕННЯ МНОГОЧЛЕНАМИ КОНФОРМНОГО
ВIДОБРАЖЕННЯ ОБЛАСТI З НЕНУЛЬОВИМ КУТОМ

Let G be a bounded domain with a Jordan boundary that is smooth at all points except a single point at
which it forms a nonzero angle. We prove Korevaar’s conjecture on the order of polynomial approximation
of a conformal mapping of this domain into a disk. We also obtain a pointwise estimate for the error of
approximation.

Пусть G — ограниченная область с жордановой границей, гладкой во всех точках, за исключением
одной, и угол, который в этой точке образует граница, не является нулевым. Доказана гипотеза Коре-
ваара о порядке приближения многочленами конформного отображения этой области в круг, а также
установлена поточечная оценка величины приближения.

1. Вступ. Нехай G ⊂ C — обмежена область з жордановою межею ∂G, яка скла-
дається з двох гладких кривих Γ1 i Γ2 таких, що Γ1 ∩ Γ2 = {z1, z2}, де z1 = 1.

Позначимо через αjπ кути в точках zj , j = 1, 2, мiж кривими Γ1 i Γ2, якi є зовнiш-
нiми вiдносно областi G. Будемо вважати, що 0 < α1 < 2, а α2 = 1. Також для
спрощення записiв будемо писати α замiсть α1, тобто α := α1. Припустимо, що
0 ∈ G.

Для функцiї g : G → C позначимо ‖g‖G := supz∈G |g(z)| i нехай Pn — простiр
многочленiв степеня < n.

Метою роботи є наближення функцiї Рiмана f, яка здiйснює конформне вiдобра-
ження внутрiшностi областi G в круг w : |w| < 1, нормоване умовами f(0) = 0

та f ′(0) > 0. Для цього В. В. Андрiєвський [1], Ф. Г. Абдуллаєв [2], Д. Гайєр [3]
та iншi автори застосовували многочлени Бiбербаха πn ∈ Pn. Наприклад, Д. Гайєр
(див. [3]) довiв наступну теорему (яку сформулюємо для випадку, коли межа скла-
дається з двох кривих Γ1 та Γ2).

Теорема Г. Для будь-якого γ < min

{
α

2− α
,

1

2

}
iснує стала c(γ,G) така, що

виконується нерiвнiсть

‖f − πn‖G ≤
c(γ,G)

nγ
, n ∈ N.

У вказанiй роботi зазначено, що для величини найкращого наближення

En(f,G) = inf
Pn∈Pn

‖f − Pn‖G

може мати мiсце „краща оцiнка”

En(f,G) ≤ c(G)

nγ0
, (1)

де γ0 = min

{
α

2− α
, 1

}
. Зокрема, з роботи [4] випливає, що оцiнка (1) має мiсце

для випадку, коли область G симетрична вiдносно дiйсної осi i дуга ∂G\{1} є C∞.
У данiй роботi ми покажемо, що оцiнка (1) є правильною при значно ширших

умовах на область G. Бiльш того, ми одержимо точнiшу поточкову оцiнку рiзницi
|f(z)− Pn(z)| , яка в „найгiрших” випадках збiгається з (1).
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Будемо вважати, що мають мiсце нерiвностi

c ≤ |f ′(z)| |z − 1|(1−α)/(2−α) ≤ C, z ∈ G \ {1}, (2)

де c = c(G) i C = C(G) — сталi, якi залежать вiд G. Нагадаємо (див. [5]), що
умова (2) виконується, якщо гладкi кривi Γ1 та Γ2 є, скажiмо, кривими Ляпунова,
або навiть такими, що задовольняють умову Дiнi. Далi через c будемо позначати
рiзнi сталi, якi можуть залежати лише вiд G.

Теорема 1. Для кожного n ≥ 1 має мiсце нерiвнiсть

En(f,G) ≤ c

nγ0
,

де γ0 = min

{
α

2− α
, 1

}
.

Теорема 1 є очевидним наслiдком наступної теореми про поточкову оцiнку
рiзницi f(z)− Pn(z).

Теорема 2. Для кожного n ≥ 1 iснує многочлен Pn ∈ Pn такий, щo для
кожного z ∈ G мають мiсце оцiнки

|f(z)− Pn(z)| ≤ c|z − 1|1/(2−α), якщо |z − 1| ≤ n−α та 0 < α ≤ 1,

|f(z)− Pn(z)| ≤ c|z − 1|nα(1−α)/(2−α), якщо |z − 1| ≤ n−α та 1 < α < 2,

|f(z)− Pn(z)| ≤ c 1

n
|z − 1|2(α−1)/α(2−α), якщо |z − 1| > n−α.

2. Допомiжнi леми. Нагадаємо, що за теоремою Каратеодорi функцiя f, яка
здiйснює комформне вiдображення внутрiшностi областi G на одиничний круг
{w : |w| < 1}, може бути неперервно продовженою на G.

Означення 1. Для n ∈ N i z ∈ C означимо

ρn(z) :=


n−α, якщо |z − 1| ≤ n−α,

|z − 1|(α−1)/α

n
в протилежному випадку.

Лема 1. Для кожного z ∈ G i z0 ∈ G має мiсце оцiнка

|f(z)− f(z0)| ≤ c |z − z0| |z0 − 1|(α−1)/(2−α)
(

1 +
|z − z0|
|z0 − 1|

)α/(2−α)
.

Доведення. Зафiксуємо z0 ∈ G i z ∈ G. Лема 3 статтi [6] гарантує iснування
простої жорданової спрямної кривої γ з початком у точцi 1 такої, що z ∈ γ, z0 ∈ γ i
γ\{1} ⊂ G, i для її натуральної параметризацiї ζ : [0; l]→ γ виконується нерiвнiсть

|s′ − s| ≤ c|ζ(s′)− ζ(s)|, s, s′ ∈ [0; l].

Нехай a ∈ [0; l] та b ∈ [0; l] такi, що z0 = ζ(a) та z = ζ(b). Зрозумiло, що ζ(0) = 1.

Нехай γ0 є дугою γ з кiнцями в точках z0 i z. Тодi

|f(z)− f(z0)| =

∣∣∣∣∣∣
z∫

z0

f ′(ζ)dζ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
γ0

|f ′(ζ)| |dζ| ≤
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≤ C
∫
γ0

|ζ − 1|(α−1)/(2−α) |dζ| ≤ c
b∫
a

∣∣∣s(α−1)/(2−α)∣∣∣ ds =

= c
∣∣∣b1/(2−α) − a1/(2−α)∣∣∣ ≤ c|b− a|a(α−1)/(2−α)(1 +

|b− a|
a

)α/(2−α)
≤

≤ c |z − z0| |z0 − 1|(α−1)/(2−α)
(

1 +
|z − z0|
|z0 − 1|

)α/(2−α)
.

Лему доведено.
З леми 1, означення 1 для ρn та оцiнки |1− z0| ≥ cρn(z0) для |1− z0| ≥ n−α

безпосередньо випливає наступна лема.
Лема 2. Нехай n ∈ N, z0 ∈ G. Тодi:
1) якщо |z0 − 1| ≥ n−α, то

|f(z)− f(z0)| ≤ cnα/(2−α)ρα/(2−α)n (z0) |z − z0|
(

1 +
|z − z0|
ρn(z0)

)α/(2−α)
, z ∈ G;

2) якщо z ∈ G i |z − 1| ≤ |z0 − 1| = n−α, то

|f(z)− f(z0)| ≤ cn−α/(2−α).

Сформулюємо ще один результат.
Лема 3. Для кожного n ∈ N iснує многочлен Rn ∈ Pn такий, що для кожного

z ∈ G виконуються нерiвностi

|f(z)−Rn(z)| ≤ cnα/(2−α)ρ1+α/(2−α)n (z), (3)

|R′n(z)| ≤ cnα/(2−α)ρα/(2−α)n (z). (4)

Доведення проводиться аналогiчно доведенню теореми 9 статтi [6] i базується
на використаннi многочленних ядер Дзядика [7, 8]. Замiсть оцiнок з леми 5 статтi
[6] використовуємо оцiнки з леми 2 даної статтi, в якостi многочлена Тейлора

розглядаємо T (z, z0) = f(z0), r = 1, β =
−α

2− α
.

За означенням 1 нерiвнiсть (3) рiвносильна нерiвностям

|f(z)−Rn(z)| ≤ c |z − 1|(2(α−1))/(α(2−α))

n
, якщо |z − 1| > n−α,

i
|f(z)−Rn(z)| ≤ cn−α/(2−α), якщо |z − 1| ≤ n−α.

У наступному пунктi знайдемо многочлен, який дає точнiшi оцiнки у випадку
|z − 1| ≤ n−α.

3. Доведення теореми 2. Позначимо

r∗ =

⌈
max

{
1

α
,

2

2− α

}⌉
.
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За лемою 7 статтi [6], застосованої до випадку l = 1, при кожному n ≥ r∗ iснує
многочлен Q0,1 ∈ Pn такий, що Q0,1(1) = 1 та для всiх q = 0, . . . , r∗ виконується
нерiвнiсть ∣∣∣Q(q)

0,1(z)
∣∣∣ ≤ cρr

∗

n (1)ρr
∗

n (z)

(|z − 1|+ ρn(z))
2r∗+q ,

зокрема ∣∣Q′0,1(z)
∣∣ ≤ c

|z − 1|+ ρn(z)
≤ c

ρn(1)
= cnα. (5)

Розглянемо многочлени

Qn(z) := (f(1)−Rn(1))Q0,1(z)

та Pn := Rn +Qn, де Rn ∈ Pn — многочлен iз леми 3. Позначимо

Gn :=

{
z ∈ G : |z − 1| ≤ 1

nα

}
.

Якщо z ∈ G \ Gn, то за означенням ρn(z) =
1

n
|z − 1|(α−1)/α. Враховуючи (3) й

умову r∗ ≥ 2

2− α
, маємо

|Qn(z)| ≤ cnα/(2−α)ρ2/(2−α)n (1)
ρr

∗

n (1)ρr
∗

n (z)

(|z − 1|+ ρn(z))
2r∗ ≤ cn

α/(2−α)ρ2/(2−α)n (z).

Отже,
|f(z)− Pn(z)| ≤ c

n
|z − 1|(2(α−1))/(α(2−α)), z ∈ G \Gn.

Якщо ж z ∈ Gn, то, врахувавши нерiвностi (2), (4) та (5), отримаємо

|f(z)− Pn(z)| ≤ |f(z)− f(1) + Pn(1)− Pn(z)| =

∣∣∣∣∣∣
z∫

1

(f ′(ζ)− P ′n(ζ)) dζ

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤

∣∣∣∣∣∣
z∫

1

|f ′(ζ)|dζ

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
1∫
z

|R′n(ζ)|dζ

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
1∫
z

|Q′n(ζ)|dζ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ c|z − 1|1/(2−α) + cnα(1−α)/(2−α)|z − 1|.

Якщо 0 < α ≤ 1, то |z − 1|1/(2−α) ≥ nα(1−α)/(2−α)|z − 1|, тому в цьому випадку
остаточна оцiнка має вигляд

|f(z)− Pn(z)| ≤ c|z − 1|1/(2−α), z ∈ Gn.

Якщо ж 1 < α < 2, то |z − 1|1/(2−α) ≤ nα(1−α)/(2−α)|z − 1|, i маємо остаточну
оцiнку

|f(z)− Pn(z)| ≤ cnα(1−α)/(2−α)|z − 1|, z ∈ Gn.

Таким чином, теорему 2 доведено.
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