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О КРИТЕРИИ РАЦИОНАЛЬНОСТИ РЯДА
ПО ОРТОГОНАЛЬНЫМ МНОГОЧЛЕНАМ*

We present a criterion of rationality of a function determined by the expansion into a series in terms of
orthogonal polynomials. This criterion may be treated as an analog of the known Kronecker criterion of the
rationality of a function determined by a power series.

Наведено критерiй рацiональностi функцiї, що задана розвиненням у ряд за ортогональними многочле-
нами. Цей критерiй можна вважати аналогом вiдомого критерiю Кронекера рацiональностi функцiї, що
задана степеневим рядом.

Во многих вопросах теории функций весьма важную роль играет следующий изве-
стный критерий Кронекера [1] рациональности функции, заданной степенным ря-
дом.

Критерий Кронекера. Следующие утверждения эквивалентны:

1◦) f(z) =
∑∞

n=0
fnz

n — рациональная функция, имеющая не болееm полюсов;

2◦)

∣∣∣∣∣∣
fn . . . fn−m
. . . . . . . . .
fn+m . . . fn

∣∣∣∣∣∣ = 0 при всех n > n0.

В [2] показано, что аналогичный критерий имеет место для функции, заданной
разложением в ряд по ортонормированным многочленам Якоби Tn,α,β :

1∫
−1

Tn,α,β(x)Tk,α,β(x)(1− x)α(1 + x)βdx =

{
0 , n 6= k,

1 , n = k,
n, k = 0, 1, . . . ,

с показателями α и β такими, что α2 = β2 = 1/4.

Аналог критерия Кронекера. Пусть
∑∞

n=0
FnTn,α,β(z) — разложение голо-

морфной на отрезке [−1, 1] функции F (z) в ряд по ортонормированным многочле-

нам Якоби Tn,α,β(z), где α2 = β2 =
1

4
. Тогда следующие утверждения эквивалент-

ны:
1◦) F (z) — рациональная функция, имеющая не более m полюсов;

2◦)

∣∣∣∣∣∣
Fn . . . Fn−m
. . . . . . . . .
Fn+m . . . Fn

∣∣∣∣∣∣ = 0 при всех n > n0.
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В основе доказательства этого аналога критерия Кронекера лежит тот факт,
что многочлены Чебышева являются многочленами Фабера для отрезка [−1, 1] и
коэффициенты An, Bn, Cn в нижеприводимых трехчленных соотношениях (3) не
зависят от n. Легко видеть, что аналог критерия Кронекера не верен для фун-
кции, заданной разложением в ряд по многочленам Лежандра Tn,0,0(z) уже при
m = 1. В данной статье указывается критерий (возможно, не самый оптимальный)
рациональности функции, заданной разложением в ряд по произвольной системе
ортогональных многочленов.

Для любого степенного ряда f обозначим через (f)n коэффициент при zn и
заметим, что утверждение 2◦ в критерии Кронекера можно переформулировать
следующим образом:

rang

 (f)n (zf)n . . . (zmf)n
. . . . . . . . . . . .

(f)n+m (zf)n+m . . . (zmf)n+m

 < m+ 1 при всех n > n0.

Пусть {Tn}∞n=0 — система ортонормированных на отрезке [−1, 1] многочленов

1∫
−1

Tn(x)Tk(x)dσ(x) =

{
0 , n 6= k,

1 , n = k,
n, k = 0, 1, . . . , (1)

где σ(x) — произвольная неубывающая на отрезке [−1, 1] функция с бесконечным
множеством точек роста. Для любого ряда F по ортонормированным многочле-
нам Tn обозначим через [F ]n коэффициент при многочлене Tn, т. е. [F ]n = Fn,

если F (z) =
∑∞

n=0
FnTn(z). В свете вышеприведенной переформулировки утвер-

ждения 2◦ в критерии Кронекера достаточно естественно выглядит следующая
теорема, составляющая содержание данной статьи.

Теорема. Пусть F — ряд по ортонормированным многочленам Tn, опреде-
ляемым равенствами (1), где σ(x) — неубывающая на отрезке [−1, 1] функция с
бесконечным множеством точек роста. Тогда следующие утверждения эквива-
лентны:

1◦) существует не тождественно равный нулю многочлен Q степени не выше
m такой, что QF — многочлен;

2◦) при всех n > n0

rang

 [F ]n [zF ]n . . . [zmF ]n
. . . . . . . . . . . .

[F ]n+2m [zF ]n+2m . . . [zmF ]n+2m

 < m+ 1. (2)

Заметим, что теорема не предполагает сходимости ряда F . Для формального
ряда F коэффициенты [zF ]n, [z2F ]n, . . . могут быть вычислены последовательно
по коэффициентам Fn, n = 0, 1, . . . , исходного ряда с помощью известных (см. [3,
4]) трехчленных рекуррентных соотношений для последовательности {Tn(z)}∞n=0

ортонормированных многочленов

zTn(z) = AnTn+1(z) +BnTn(z) + CnTn−1(z), n = 0, 1, . . . , (3)

где T−1(z) = 0. Из этих соотношений получаем равенство
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zF (z) = z

∞∑
n=0

FnTn(z) =

∞∑
n=0

Fn
(
AnTn+1(z) +BnTn(z) + CnTn−1(z)

)
=

= (B0F0 + C1F1)T0(z) +

∞∑
n=1

(An−1Fn−1 +BnFn + Cn+1Fn+1)Tn(z).

Следовательно,

[zF ]0 = B0F0 + C1F1 , [zF ]n = An−1Fn−1 +BnFn + Cn+1Fn+1, n = 1, 2, . . . .

Аналогичным образом при j = 1, 2, . . . имеем равенства

[zjF ]0 = B0[zj−1F ]0 + C1[zj−1F ]1 ,

[zjF ]n = An−1[zj−1F ]n−1 +Bn[zj−1F ]n + Cn+1[zj−1F ]n+1, n = 1, 2, . . . .

Таким образом, коэффициенты [zjF ]n однозначно определяются по коэффициен-

там Fn ряда F (z) =
∑∞

n=0
FnTn(z) и коэффициентам An, Bn, Cn рекуррентных

соотношений (3).
Доказательство теоремы. Импликация 1◦ ⇒ 2◦ тривиальна. Действительно,

пусть Q(z) =
∑m

j=0
qjz

j — многочлен, указанный в утверждении 1◦ теоремы.

Тогда левая часть равенства

Q(z)F (z) =

m∑
j=0

qjz
jF (z) =

m∑
j=0

qj

∞∑
n=0

[zjF ]nTn(z) =

∞∑
n=0

(
m∑
j=0

qj [z
jF ]n

)
Tn(z)

(4)
является многочленом. Пусть n0 — степень этого многочлена. Тогда все коэффици-
енты ряда в правой части равенства (4) равны нулю при n > n0, т. е.

m∑
j=0

qj [z
jF ]n = 0 при n > n0.

Из этих равенств следует неравенство

rang

[F ]n0+1 [zF ]n0+1 . . . [zmF ]n0+1

[F ]n0+2 [zF ]n0+2 . . . [zmF ]n0+2

. . . . . . . . . . . .

 < m+ 1,

которое влечет за собой неравенства (2) при всех n > n0.
Докажем импликацию 2◦ ⇒ 1◦. Из неравенства (2) следует, что при n > n0

существует (возможно, не единственный) не тождественно равный нулю многочлен
Qn(z) = qn,mz

m + . . .+ qn,0 степени не выше m такой, что

qn,0[F ]n + . . .+ qn,m[zmF ]n = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)

qn,0[F ]n+2m + . . .+ qn,m[zmF ]n+2m = 0.

Выберем любой (в случае неединственности) из таких многочленов Qn и норми-
руем его таким образом, чтобы один из его наибольших по модулю коэффициентов
был равен единице.
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Поскольку
[QnF ]k = qn,0[F ]k + . . .+ qn,m[zmF ]k,

то систему равенств (5) можно переписать в следующем виде:

[QnF ]k = 0, k = n, . . . , n+ 2m.

Поэтому

Qn(z)F (z) =

∞∑
k=0

[QnF ]kTk(z) = Pn(z) +

∞∑
k=n+2m+1

[QnF ]kTk(z), (6)

где

Pn(z) =

n−1∑
k=0

[QnF ]kTk(z). (7)

Покажем, что при n > n0

Pn+1(z)Qn(z)− Pn(z)Qn+1(z) ≡ 0. (8)

Заменяя в равенстве (6) индекс n на n+ 1, имеем

Qn+1(z)F (z) = Pn+1(z) +

∞∑
k=n+2m+2

[Qn+1F ]kTk(z). (9)

Вычитая из равенства (6), умноженного на Qn+1(z), равенство (9), умноженное на
Qn(z), получаем равенство

Pn+1(z)Qn(z)− Pn(z)Qn+1(z) =

∞∑
k=n+2m+1

Q∗n,k(z)Tk(z), (10)

где Q∗n,k(z) — многочлены степени не выше m.
Заметим, что левая часть равенства (10) — это многочлен степени не выше

n + m, а правая часть равенства (10) может быть записана с учетом равенств (3)

как
∑∞

k=n+m+1
Dn,kTk(z). Поэтому и левая, и правая части равенства (10) равны

нулю. Таким образом, равенство (8) доказано.

Из равенства (8) следует, что
Pn+1(z)

Qn+1(z)
=
Pn(z)

Qn(z)
при всех n > n0. Следователь-

но,
Pn(z)

Qn(z)
=

Pn0+1(z)

Qn0+1(z)
при всех n > n0. Так как degPn ≤ n − 1, degQn ≤ m,

то
degPn = degPn0+1 + degQn − degQn0+1 ≤ n0 +m.

Отсюда с учетом равенства (7) при n > n0 +m+ 1 получаем равенства

[QnF ]k = 0, k = n0 +m+ 1, . . . , n− 1. (11)

Выберем подпоследовательность Λ натуральных чисел такую, что limn∈Λ qn,j =

= qj , j = 0, . . . ,m. Из вышеуказанной нормировки многочленов Qn следует, что

хотя бы одно из чисел q0, . . . , qm равно единице. Поэтому Q(z) =
∑m

j=0
qjz

j 6≡ 0.

Заметим, что
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[QF ]k =

m∑
j=0

qj [z
jF ]k = lim

n∈Λ

m∑
j=0

qn,j [z
jF ]k = lim

n∈Λ
[QnF ]k.

Отсюда с учетом равенств (11) следует, что при любом фиксированном k ≥ n0 +

+ m + 1 справедливо равенство [QF ]k = 0. Следовательно, QF — многочлен
(степени не выше n0 +m). Таким образом, импликация 2◦ ⇒ 1◦, а вместе с ней и
теорема доказаны.

В завершение статьи выскажем предположение, что предлагаемый в теореме
критерий рациональности можно усилить, заменив в утверждении 2◦ теоремы мат-
рицу размера

(
(m+1)×(2m+1)

)
аналогичной матрицей размера

(
(m+1)×(m+1)

)
.

Точнее, приведем и обсудим следующую гипотезу.

Гипотеза. Пусть
∑∞

n=0
FnTn(z) — разложение голоморфной на отрезке [−1, 1]

функции F (z) в ряд по ортонормированным многочленам Tn, построенным по
функции σ, удовлетворяющей условию Сеге

1∫
−1

lnσ′(x)√
1− x2

dx > −∞. (12)

Тогда следующие утверждения эквивалентны:
1◦) F (z) — рациональная функция, имеющая не более m полюсов;

2◦)

∣∣∣∣∣∣
Fn [zF ]n . . . [zmF ]n
. . . . . . . . . . . .
Fn+m [zF ]n+m . . . [zmF ]n+m

∣∣∣∣∣∣ = 0 при всех n > n0,

Импликация 1◦ ⇒ 2◦ гипотезы следует из соответствующей импликации тео-
ремы.

Для случаяm = 1 и многочленов Чебышева импликация 2◦ ⇒ 1◦ гипотезы три-
виальным образом следует из соответствующей импликации вышеприведенного

аналога критерия Кронекера. Действительно, положим ∆n =

∣∣∣∣Fn−1 Fn
Fn Fn+1

∣∣∣∣. По-

скольку в случае многочленов Чебышева имеют место равенства [zF ]n =

=
Fn−1 + Fn+1

2
, утверждение 2◦ гипотезы означает, что

∆n+1 −∆n = 0, n = n0 + 1, n0 + 2, . . . .

Следовательно, ∆n = C при всех n > n0. Так как рассматриваемый ряд нефор-
мальный, то

limn→∞|C|1/n = limn→∞|∆n|1/n ≤ (limn→∞|Fn|1/n)2 < 1.

Следовательно, C = 0 и ∆n = 0 при всех n > n0. Отсюда по аналогу критерия
Кронекера получаем утверждение 1◦ гипотезы.

В [5] показано, что при m = 1 гипотеза верна не только для многочленов
Чебышева, но и в общем случае. При этом в доказательстве существенным образом
используется условие (12), а точнее, его следствие — существование пределов

lim
n→∞

An = lim
n→∞

Cn = 1/2, lim
n→∞

Bn = 0.

При m > 1 вопрос о справедливости гипотезы открыт. Отметим, что и в случае
многочленов Чебышева гипотеза имеет формулировку, не являющуюся при m > 1

тривиальным следствием аналога критерия Кронекера.
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