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PRYBLYÛENYE KLASSOV  Cββ
ψψ Hωω

OBOBWENNÁMY SUMMAMY ZYHMUNDA

Asymptotic equalities are found for exact upper bounds of approximations by the generalized Zygmund
sums in the uniform metric on classes of continuous 2π-periodic functions whose  (ψ, β)-derivatives
belong to the set  Hω   in the case where  sequences  ψ   generating classes tend to zero not faster than

the power function.

Znajdeno asymptotyçni rivnosti dlq toçnyx verxnix meΩ nablyΩen\ uzahal\nenymy sumamy Zyh-
munda u rivnomirnij metryci na klasax neperervnyx  2π-periodyçnyx funkcij,  (ψ, β)-poxidni
qkyx naleΩat\ mnoΩyni  Hω ,  u vypadku, koly poslidovnosti  ψ,  wo porodΩugt\ klasy, prqmu-
gt\ do nulq ne ßvydße stepenevo] funkci].

Pust\  L � prostranstvo summyruem¥x na  (0, 2π)  2π-peryodyçeskyx funkcyj

f (t)  s normoj  f L  = 
−∫ π

π
f t dt( ) ,  M � prostranstvo yzmerym¥x y suwestvenno

ohranyçenn¥x  2π-peryodyçeskyx funkcyj  f (t)  s normoj  f M  = ess sup ( )
t

f t ,

a  C � prostranstvo neprer¥vn¥x  2π-peryodyçeskyx funkcyj  f (t),  v kotorom
norma opredelqetsq ravenstvom  f C  = max ( )

t
f t .

Çerez  Cβ
ψ   oboznaçym vvedenn¥e A. Y. Stepancom [1, 2] klass¥ neprer¥vn¥x

2π-peryodyçeskyx funkcyj sledugwym obrazom.  Pust\  f C∈   y

S f[ ]  =  
a0

2
  +  

k
k ka k x b k x

=

∞

∑ +
1

( cos sin ) (1)

 � ee rqd Fur\e.  Esly posledovatel\nost\  ψ = ψ (k),    k ∈N ,  dejstvytel\n¥x
çysel y çyslo    β ∈R   takov¥, çto rqd

k
k kk

a k x b k x
=

∞

∑ +



 + +











1

1
2 2ψ

βπ βπ
( )

cos sin

qvlqetsq rqdom Fur\e nekotoroj funkcyy  ϕ ∈L,  to  ϕ( )⋅   naz¥vagt  ( , )ψ β -
proyzvodnoj funkcyy  f ( )⋅   y oboznaçagt çerez  fβ

ψ ( )⋅ .  Pry πtom hovorqt, çto

funkcyq  f ( )⋅   prynadleΩyt mnoΩestvu  Cβ
ψ .  Esly  f C∈ β

ψ   y  f
Mβ

ψ  ≤ 1,  to

polahaem, çto  f C∈ ∞β
ψ
, .  Esly Ωe  f C∈ β

ψ   y  f Hβ
ψ

ω∈ ,  hde

Hω   =    ϕ ϕ ϕ ω∈ − ≤ −( ) ∀ ∈{ }C t t t t t t: ( ) ( ) ,1 2 1 2 1 2 R ,

a  ω( )t  � fyksyrovann¥j modul\ neprer¥vnosty, to budem zapys¥vat\  f ∈
∈ C Hβ

ψ
ω .  Pry  ψ( )k  = k r− , r > 0,  klass¥  Cβ

ψ
,∞  y  C Hβ

ψ
ω   sovpadagt s yzvestn¥-

my klassamy Vejlq � Nadq  W r
β   y  W Hr

β ω   sootvetstvenno (sm., naprymer, [2,

s. 25 – 33]).
Dalee budem polahat\, çto posledovatel\nost\  ψ( )k ,  kotoraq opredelqet

klass¥  C Hβ
ψ

ω ,  qvlqetsq suΩenyem na mnoΩestve  N  nekotoroj neprer¥vnoj

funkcyy  ψ( )t   neprer¥vnoho arhumenta  t,  prynadleΩawej mnoΩestvu
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�  =  ψ ψ ψ ψ ψ( ), : ( ) , ( ) ( ) , ;t t t t
t t

t t t≥ > − +



 + ≥ ∀ ∈ ∞[ )




1 0 2
2

0 11
1 2

2 1 2 ,

lim ( )
t

t
→∞

= 



ψ 0 .

Sleduq A. Y. Stepancu (sm., naprymer, [3, s. 160]), yz mnoΩestva  �  budem v¥-
delqt\ podmnoΩestva    � 0 ,    � C   y   � ∞

+   vyda  

 � 0   =    ψ µ ψ∈ < ≤ < ∞ ∀ ≥{ }� : ( ; )0 1t K t ,

  � C   =    ψ µ ψ∈ < ≤ ≤ < ∞ ∀ ≥{ }� : ( ; )0 11 2K t K t ,

  � ∞
+   =    ψ µ ψ∈ ↑ ∞ → ∞{ }� : ( ; ) ,t t ,

hde  µ ψ( ; )t  = t
t tη ψ( ; ) −

,  η ψ( ; )t  = ψ ψ− (1 ( )t  / 2) ,  ψ− ⋅1( ) � obratnaq k  ψ( )⋅

funkcyq, a konstant¥  K,  K1  y  K2,  voobwe hovorq, mohut zavyset\ ot funkcyy
ψ.  Estestvenn¥my predstavytelqmy mnoΩestva    � C   qvlqgtsq, naprymer,

funkcyy  t r− ,  r  > 0,  predstavytelqmy mnoΩestva    � 0  \   � C  � funkcyy

ln( )t e+ −α , α > 0,  a mnoΩestva   � ∞
+  � funkcyy vyda  e tr−α , α  > 0,  r  > 0.  Çe-

rez  ′�   budem oboznaçat\ podmnoΩestvo funkcyj  ψ( )⋅   yz  �,  podçynenn¥x

uslovyg  
1

∞
∫ ψ( )t

t
dt  < ∞.  PoloΩym takΩe  ′� 0  = � 0  I   ′� .

Pust\  f x( ) � nekotoraq summyruemaq funkcyq s peryodom  2π  y (1) � ee
rqd Fur\e.  Rassmotrym polynom¥ vyda

Z f xn
ϕ( ; )  =  

a0

2
  +  

k

n

k k
k
n

a k x b k x
=

−

∑ −





+( )
1

1

1
ϕ
ϕ

( )
( )

cos sin ,      n ∈N , (2)

hde  ϕ( )k  � znaçenyq v celoçyslenn¥x toçkax nekotoroj funkcyy  ϕ ∈F ,  F �
mnoΩestvo vsex neprer¥vn¥x y monotonno vozrastagwyx k beskoneçnosty na
1, ∞[ )   funkcyj  ϕ( )u .  Polynom¥  Z f xn

ϕ( ; )  poqvylys\ v rabotax [4, 5] y naz¥-

vagtsq obobwenn¥my summamy Zyhmunda.  Ponqtno, çto esly  ϕ( )t  = ts ,  s  > 0,
to  Z f xn

ϕ( ; )  sovpadagt s klassyçeskymy summamy Zyhmunda  Z f xn
s( ; ),  t. e. po-

lynomamy vyda

Z f xn
s( ; )  =  

a0

2
  +  

k

n s

s k k
k
n

a k x b k x
=

−

∑ −





+( )
1

1

1 cos sin ,    n ∈N .

Pry  s = 1  summ¥ Zyhmunda  Z f xn
s( ; )  prevrawagtsq v yzvestn¥e summ¥ Fejera

σn f x( ; )   porqdka  n – 1  funkcyy  f x( ).
Na osnovanyy yzvestn¥x utverΩdenyj S. M. Nykol\skoho [6, s. 261] (sm. tak-

Ωe [3, s. 18, 20]), kasagwyxsq neobxodym¥x y dostatoçn¥x uslovyj rehulqrnos-
ty lynejn¥x metodov summyrovanyq rqdov Fur\e, dlq polynomov  Z f xn

ϕ( ; )  leh-
ko ustanovyt\ sledugwee utverΩdenye.

UtverΩdenye 1.  Pust\ funkcyq ϕ( )u  ≥ 0,  u ∈  0, ∞[ ) ,  takova, çto ϕ( )0  =
= 0,  ϕ ∈F ,  y dlq lgboho  n = 2, 3, …   ϕ( )u   v¥pukla vverx yly vnyz pry  u ∈
∈ 0, n[ ].  Tohda uslovye

1

1

1

ϕ
ϕ ϕ

( )
( ) ( )

n
n k
n kk

n

=

−

∑ −
−

  ≤  K (3)

ISSN  1027-3190. Ukr. mat. Ωurn., 2009, t. 61, # 4



526 A. S. SERDGK, E. G. OVSYJ

qvlqetsq neobxodym¥m y dostatoçn¥m dlq ravnomernoj sxodymosty polyno-
mov  Z f xn

ϕ( ; )  k funkcyy  f x( )  na vsem prostranstve  C.
Na osnovanyy teorem¥ 2.1 rabot¥ [3, s. 92], soderΩawej dostatoçn¥e uslo-

vyq y porqdky nas¥wenyq obwyx lynejn¥x metodov summyrovanyq rqdov Fur\e,
lehko ubedyt\sq, çto metod  Zn

ϕ ,  poroΩdaem¥j poloΩytel\noj funkcyej  ϕ ,

qvlqetsq nas¥wenn¥m v prostranstve  C  s porqdkom nas¥wenyq  1
ϕ( )n

.  ∏to

znaçyt, çto dlq obobwenn¥x summ Zyhmunda yz sootnoßenyq

f Z fn C
( ) ( ; )⋅ − ⋅ϕ   =  

o
n

( )
( )
1

ϕ
,    n → ∞,

sleduet, çto  f (x) ≡  const  y najdetsq xotq b¥ odna funkcyq  f (x),  otlyçnaq ot
postoqnnoj, dlq kotoroj

f Z fn C
( ) ( ; )⋅ − ⋅ϕ   =  

O
n
( )
( )
1

ϕ
,    n → ∞.

Cel\g dannoj rabot¥ qvlqetsq naxoΩdenye asymptotyçeskyx ravenstv dlq
velyçyn

  
E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ;( )   =  sup ( ) ( ; )
f C H

n C
f Z f

∈
⋅ − ⋅

β
ψ

ω

ϕ ,    n → ∞, (4)

pry nekotor¥x estestvenn¥x ohranyçenyqx na funkcyy  ϕ( )⋅ ,  ψ( )⋅ ,  ω( )⋅   y pa-
rametr  β.  Esly takye ravenstva poluçen¥, to hovorqt [3, 7], çto reßena zadaça
Kolmohorova � Nykol\skoho dlq metoda  Zn

ϕ   na klasse  C Hβ
ψ

ω   v metryke pro-

stranstva  C.  Dlq razlyçn¥x lynejn¥x metodov summyrovanyq rqdov Fur\e na
razlyçn¥x funkcyonal\n¥x klassax reßenye πtoj zadaçy poluçylo razvytye
vo mnohyx rabotax (sm., naprymer, [3, 8 – 19]).  Bolee detal\no s ystoryej dan-
noho voprosa moΩno oznakomyt\sq v kommentaryqx y byblyohrafyçeskyx ukaza-
nyqx monohrafyj [3, 7, 11, 12, 14].

Naybolee poln¥e rezul\tat¥, kasagwyesq naxoΩdenyq asymptotyçeskyx
ravenstv dlq velyçyn

   
E �; Zn

s
C( )   =  

  
sup ( ) ( ; )
f

n
s

C
f Z f

∈
⋅ − ⋅

�
,    n → ∞,

pry  � = W r
β , r  > 0,   β ∈R ,  poluçen¥ S. A. Telqkovskym [16], a pry  � = Cβ

ψ
,∞,

  β ∈R ,  ψ ∈ ′�  � D. N. Bußev¥m [20].  Yzuçenyg approksymatyvn¥x svojstv
obobwenn¥x summ Zyhmunda  Z f xn

ϕ( ; )  na klassax  Cβ
ψ
,∞  pry razlyçn¥x  ψ( )⋅

posvqwen¥ rabot¥ [4, 5, 21 – 24].  V rabote [5] pokazano, v çastnosty, çto esly

  ψ ∈� C  U � ∞
+ ,  β = 0  y  ϕ( )t ψ( )t  = 1, t ≥ 1,  to dlq lgboj funkcyy  f C∈ ∞β

ψ
,

spravedlyva ocenka

f Z fn C
( ) ( ; )⋅ − ⋅ϕ   =  O n n n( ) ( ) ln min ( ; ),1 1ψ µ ψ+ { }( ) ,    n > 1.

V rabotax [23, 25] poluçen¥ asymptotyçeskye ravenstva dlq velyçyn

    
E �; Zn C

ϕ( )   =  
 
sup ( ) ( ; )
f

n C
f Z f

∈
⋅ − ⋅

�

ϕ , (5)

kohda  � = Cβ
ψ Hω ,  ψ ∈ ∞

+� ,  ϕ( )t ψ( )t  = 1, t ≥ 1,    β ∈R ,  pry nekotor¥x dopol-

nytel\n¥x ohranyçenyqx na funkcyy  ω( )t   y  µ ψ( ; )t .  V çastnosty, pokazano
[23, s. 81], çto esly  β = 2l,    l ∈Z ,  y
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ω µ ψ( / ) ln min ( ; ),1 n n n{ }( )  =  o(1),    n → ∞,

to pry  n → ∞  ymeet mesto asymptotyçeskoe ravenstvo

  
E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ;( )   =  
2

2
0

2
ψ
π

ω
π

( )
( )

/
n

t dt∫   +  O n n n n( ) ( ) ( / ) ln min ( ; ),1 1ψ ω µ ψ{ }( ) .

(6)
Yz rezul\tatov rabot¥ [24] sleduet, v çastnosty, çto esly    ψ ∈ ′� 0 ,    β ∈R   y

funkcyq  ϕ( )u ψ( )u   ne ub¥vaet y v¥pukla vverx pry  u  ≥ 1,  to pry  n →  ∞
spravedlyvo ravenstvo

  
E C Zn Cβ

ψ ϕ
, ;∞( )   =  2

2
1

1
π

βπ
ϕ

ϕ ψ ψ
sin

( )
( ) ( ) ( )

n
u u

u
du

u
u

du
n

n
∫ ∫+







∞

  +  O n( ) ( )1 ψ .

V nastoqwej rabote yssledovano asymptotyçeskoe povedenye velyçyn

  
E C Hβ

ψ
ω( ; Zn C

ϕ)   pry  ϕ( )t ψ( )t  = 1,  t ≥ 1,  v sluçae, kohda    ψ ∈� 0   y  β = 0  lybo

kohda    ψ ∈ ′� 0   y    β ∈R .  Poluçenn¥e rezul\tat¥ dopolnqgt upomqnut¥e v¥-

ße yssledovanyq [23, 25] na klassax  C Hβ
ψ

ω   y, krome toho, v kaçestve sledstvyq

soderΩat rqd nov¥x utverΩdenyj dlq klassyçeskyx summ Zyhmunda  Z f xn
s( ; ).

Spravedlyvo sledugwee utverΩdenye.
Teorema 1.  Pust\    ψ ∈ ′� 0 ,    β ∈R   y   ϕ ψ( ) ( )u u  = 1  pry vsex  u ≥ 1.  Tohda

pry  n → ∞

  
E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ( );   =  
θ
π

βπ ψ ω ω ψω sin ( ) ( ) ( ) ( ) sin
/

/

2
2 2

1

1

0

1

n t
t

dt t u ut dudt
n

n

n
∫ ∫ ∫+











∞
  +

+  O n( ) ( )1 ψ , (7)

hde  θω  ∈  [2 / 3, 1],  pryçem  θω  = 1,  esly  ω( )t  � v¥pukl¥j modul\ neprer¥v-
nosty.

Esly, krome toho,

0

1

∫ ω( )t
t

dt   ≤  K, (8)

to pry  n → ∞  ymeet mesto ocenka

  
E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ( );   =  O n( ) ( )1 ψ . (9)

V formulax (7) y (9)  O(1) � velyçyna, ravnomerno ohranyçennaq po  n  y  β.
Kak sleduet yz rabot¥ [3, s. 214, 216], v sluçae, kohda  ψ( )t  = t r− , r  > 0,  vto-

roe slahaemoe v pravoj çasty ravenstva (7) ne prev¥ßaet po porqdku ostatoç-
n¥j çlen.  V πtom sluçae ravenstvo (7) poluçeno v rabote [15, s. 42].  V sluçae,
kohda  ψ ∈ ∞

+� ,  utverΩdenye, analohyçnoe teoreme 1, b¥lo ustanovleno v ra-
bote [25, s. 185].

Sopostavlenye ravenstva (3.10) yz rabot¥ [3, s. 216] y ravenstva (10) yz rabo-
t¥ [26, s. 662] pozvolqet poluçyt\ asymptotyçeskug formulu

0

1

2
/

( ) ( ) sin
n

n

t u ut dudt∫ ∫
∞

ω ψ   =  
0

1
1

/
( )

n

t
t

t
dt∫ 



ψ ω   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω   +

+  O n n n n( ) ( ) ( ) ( / )1 1 1ψ ψ ω− +( ) ,      ψ ∈ ′� 0 .

No poskol\ku dlq proyzvol\noj funkcyy  ψ ∈ ′� 0   ymeet mesto sootnoßenye
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n n nψ ψ( ) ( )− +( )1   =  O n( ) ( )1 ψ ,

kotoroe lehko sleduet yz formul¥ (12.10) rabot¥ [3, s. 161], to

0

1

2
/

( ) ( ) sin
n

n

t u ut dudt∫ ∫
∞

ω ψ   =  
0

1
1

/
( )

n

t
t

t
dt∫ 



ψ ω   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω ,      ψ ∈ ′� 0 . (10)

Uçyt¥vaq (10), ravenstvo (7) moΩno zapysat\ v vyde

  
E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ( );   =  
θ
π

βπ ψ ω ψ ωω sin ( ) ( ) ( )

/

/

2
2 1

1

1

0

1

n t
t

dt
t

t
t

dt
n

n

∫ ∫+ 













   +

+  O n( ) ( )1 ψ . ( ′7 )

Zametym, çto, naprymer, dlq funkcyy  ψ( )t  = ln(t  + 1)−α , α  > 1,  y dlq maΩo-
rant¥  ω( )t ,  sovpadagwej na yntervale  0 1, /e( ]  s funkcyej  ln( / )1 t −γ ,  0 < γ <
< 1,  pervoe y vtoroe slahaem¥e v pravoj çasty ravenstva ( ′7 ) qvlqgtsq hlavn¥-
my, y, sledovatel\no, v dannom sluçae teorema 1 soderΩyt reßenye zadaçy Kol-
mohorova � Nykol\skoho dlq metoda  Zn

ϕ   na klassax  C Hβ
ψ

ω .  V to Ωe vremq

nesloΩno pryvesty prymer maΩorant¥  ω( )t ,  dlq kotoroj dannaq teorema poz-
volqet poluçyt\ lyß\ toçnoe po porqdku ravenstvo velyçyn¥ (5) pry  � =

= C Hβ
ψ

ω   (v¥brav, v çastnosty,  ω( )t  = tα ,  0 < α ≤ 1).  V sluçae    β ∈Z  udaetsq

poluçyt\ bolee toçn¥e ocenky velyçyn¥  
  
E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ( ); ,  kotor¥e pryveden¥ v

sledugwyx teoremax. 
Teorema 2.  Pust\  ψ ∈ ′� 0 ,  β = 2l + 1,   l ∈Z ,  y   ϕ ψ( ) ( )u u  = 1  pry vsex  u ≥

≥ 1.  Tohda esly

0

δ
ω∫ ( )t

t
dt   =  O( ) ( )1 ω δ , (11)

to pry  n → ∞  spravedlyvo asymptotyçeskoe ravenstvo

  
E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ( );   =  
θ ψ

π
ωω

π
( ) ( )

sin

/
n t

t
dt

0

2
2∫   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω , (12)

hde  θω  ∈  [2 / 3, 1],  pryçem  θω  = 1,    esly   ω( )t  � v¥pukl¥j modul\ neprer¥v-
nosty, a  O( )1  � velyçyna, ravnomerno ohranyçennaq po  n  y  β.

Pry  ψ( )k  = k−1,  β = 1   y  ω( )t  = tα ,  0 < α ≤ 1,  ravenstvo (12) b¥lo dokaza-
no S. M. Nykol\skym [9, s. 26], a dlq proyzvol\noho v¥pukloho modulq nepre-
r¥vnosty � A. Y. Stepancom (sm. teoremu 5 rabot¥ [27]).  Pry  ψ( )k  = k r− , r =

= 1, 3, … ,  β = r,  y  ω( )t  = tα ,  0 < α ≤ 1,  ravenstvo (12) dokazano B. Nadem [10,
s. 48].

Teorema 3.  Pust\   ψ ∈� 0 ,  β = 2l,    l ∈Z ,  y   ϕ ψ( ) ( )u u  = 1  pry vsex  u ≥ 1.
Tohda pry  n → ∞  spravedlyvo asymptotyçeskoe ravenstvo

  
E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ( );   =  
2

2
0

2
ψ
π

ω
π

( )
( )

/
n

t dt∫   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω , (13)

hde  O( )1  � velyçyna, ravnomerno ohranyçennaq po  n  y  β.
Pry  ψ( )k  = k−2   y  β  = 2  ravenstvo (13) dokazano A. Y. Stepancom [28,

s. 352].
Na osnovanyy (6) y (13) zaklgçaem, çto esly  ψ ∈� 0  U  � ∞

+ ,  β = 2l,   l ∈Z ,  y
ϕ ψ( ) ( )u u  = 1, u ≥ 1,  to pry  n → ∞
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E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ( );   =  
2

2
0

2
ψ
π

ω
π

( )
( )

/
n

t dt∫   +   O n n n n( ) ( ) ( / ) ln min ( ; ),1 1 1ψ ω µ ψ+ { }( )( )+ ,

hde  ln ( )+ t  = ln( )t ,  esly  t > 1,  y  ln ( )+ t  = 0,  esly  t ≤ 1.
PreΩde çem perejty k dokazatel\stvu teorem 1 � 3, zametym, çto poskol\ku

klass¥  C Hβ
ψ

ω   ynvaryantn¥ otnosytel\no sdvyha arhumenta (sm., naprymer, [1,

s. 121, 122]), to v¥polnqetsq ravenstvo

  
E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ( );   =  sup ( ; )
f C H

n f
∈ β

ψ
ω

ρ 0 , (14)

hde  ρn f( ; )0  = ρn f( ; 0 ; Zn
ϕ) =df  f (0) – Z fn

ϕ( ; )0 .  Dlq ocenky velyçyn¥  ρn f( ; )0
nam potrebuetsq sledugwee utverΩdenye.

Lemma 1.  Pust\    ψ ∈ ′� 0 ,    β ∈R   yly    ψ ∈� 0   y   β  = 2l,    l ∈Z .  Tohda es-

ly   ϕ ψ( ) ( )u u  = 1  pry   u  ≥ 1,  to dlq proyzvol\noj funkcyy  f  ∈  C Hβ
ψ

ω   y

  n ∈N   spravedlyvo ravenstvo

ρn f( ; )0   =  − 












≥
∫1

2
1

2π
βπ ψ δsin ( )

sin
n n t

n

t
n

t
dt

t

  +

+  
t

t
n

nu ut dudt
≤

∞

∫ ∫












1 1

δ ψ( ) sin   +  n n t
n

t
n
t

dt
π

βπ ψ δcos ( )
cos

2

1

2
−∞

∞

∫ 





−
  +

+  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω , (15)

hde  δ( )⋅  =df  fβ
ψ ( )⋅  – fβ

ψ ( )0 ,  a   O( )1  � velyçyna, ravnomerno ohranyçennaq po

n  y  β.
Dokazatel\stvo.  PoloΩym

τn u( )  =  

ψ

ψ

ψ

( ) , ,

( ), ,

( ), ,

n nu u
n

n
n

u

nu u

0 1

1 1

1

≤ ≤

≤ ≤

≥













      νn u( )   =  
ψ

ψ

( ) , ,

( ), ,

n u u

nu u

0 1

1

≤ ≤

≥







y  µn u( ) = τn u( ) – νn u( )   pry  u ≥ 0.  Pust\  ψ  udovletvorqet uslovyqm lemm¥ 1.
Tohda na osnovanyy lemm¥ 3.1 rabot¥ [3, s. 186] zaklgçaem, çto preobrazovanye

ˆ ( )νn t   =  1
2

0
π

ν βπ∞

∫ +



n u ut du( ) cos

(ponymaemoe kak nesobstvenn¥j yntehral) qvlqetsq summyruemoj na vsej osy
funkcyej, t. e.

−∞

∞

∫ ˆ ( )νn t dt   <  ∞. (16)

Poskol\ku funkcyq  µn u( )  absolgtno neprer¥vna na  [0, 1],  µn( )1  = 0  y, kak
nesloΩno ubedyt\sq, yntehral¥
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0

1

1∫ − ′u u d un( ) ( )µ ,      
0

1

∫ µn u

u
du

( )
,      

0

1

1∫ −
µn u

u
du

( )

sxodqtsq, sohlasno teoreme 1 rabot¥ [16, s. 70] ymeet mesto neravenstvo

−∞

∞

∫ ∫ +





0

1

2
µ βπ

n u ut du dt( ) cos   <  ∞. (17)

Uçyt¥vaq (16) y (17), pryxodym k v¥vodu, çto funkcyq

ˆ ( )τn t   =  1
2

0
π

τ βπ∞

∫ +



n u ut du( ) cos

qvlqetsq summyruemoj na vsej osy.  Tohda, poskol\ku

τn u( )  =  

  

1 1 1 0 1

1 1 1

−( ) ≤ ≤

−( ) ≤ ≤ ∈









λ ψ

λ ψ

n

n

n nu u
n

u nu
n

u n

( / ) ( ) , ,

( ) ( ), , ,N

hde

λn u( )  =  
1

1
0 1

1 1 1

− ≤ ≤

− ≤ ≤ ∈









ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

ϕ

( )
( )

, ,

( )
( )

, , ,

n
nu u

n
nu
n n

u F

sohlasno teoreme 3.2 rabot¥ [2, s. 56] dlq kaΩdoj funkcyy  f ∈ C Hβ
ψ

ω   spraved-
lyvo ravenstvo

ρn f( ; )0   =  
−∞

∞

∫ 



f t

n
t dtnβ

ψ τ̂ ( ) . (18)

Poskol\ku  τn( )0  = 0,  sohlasno lemme 3 rabot¥ [16, s. 71], v sylu kotoroj

−∞

∞
∫ ˆ ( )τn t dt  = 0,  ravenstvo (18) moΩno predstavyt\ v vyde

ρn f( ; )0   =  
−∞

∞

∫ 



 −



f t

n
f t dtnβ

ψ
β
ψ τ( ) ˆ ( )0   =  

−∞

∞

∫ 



δ τt

n
t dtnˆ ( )   =

=  
cos

( ) cos

βπ

π
δ τ2

0−∞

∞ ∞

∫ ∫





t
n

u ut dudtn   –  
sin

( ) sin

βπ

π
δ τ2

0−∞

∞ ∞

∫ ∫





t
n

u ut dudtn . (19)

V¥polnqq yntehryrovanye po çastqm y uçyt¥vaq ravenstvo  τn( )∞  = 0,  naxodym

0

∞

∫ τn u ut du( ) cos   =  ψ( )
cos

n n

t
n
t

− 1

2   –  n
t

nu ut du
1

∞

∫ ′ψ ( ) sin ,    ′ψ ( )t  =df  ′ +ψ ( )t 0

(20)
y

0

∞

∫ τn u ut du( ) sin   =  ψ( )
sin

n
n t

n
t2   +  n

t
nu ut du

1

∞

∫ ′ψ ( ) cos . (21)
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Yz formul (19) � (21) poluçaem

ρn f( ; )0   =

=  
n

n t
n

t
n
t

dt
cos

( )
cos

βπ

π
ψ δ2

1

2












−

−∞

∞

∫   –  
−∞

∞ ∞

∫ ∫





′



δ ψt

n t
nu ut dudt1

1

( ) sin   –

–  
sin

( )
sin

βπ

π
ψ δ2

1
2n n t

n

t
n

t
dt

t












≥
∫   +  n t

n t
nu ut dudt

t ≥

∞

∫ ∫





′
1 1

1δ ψ ( ) cos   +

+  
t

n
t
n

u ut dudt
≤
∫ ∫





1 0

1

δ τ ( ) sin   +  
t

t
n

nu ut dudt
≤

∞

∫ ∫










1 1

δ ψ( ) sin . (22)

Poskol\ku  τn u( ) ≤ ψ( )n   pry  u ∈ [0, 1]  y  δ ( )t  ≤ ω t( ),  ymeem

t
n

t
n

u ut dudt
≤
∫ ∫





1 0

1

δ τ ( ) sin   =  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω . (23)

Kak sleduet yz rabot¥ [3, s. 223, 226] (sm. takΩe [29, s. 285]), spravedlyv¥
ocenky

n t
n t

nu ut dudt
−∞

∞ ∞

∫ ∫





′δ ψ1

1

( ) sin   =  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω ,    ψ ∈� 0 , (24)

y

n t
n t

nu ut dudt
t ≥

∞

∫ ∫





′
1 1

1δ ψ ( ) cos   =  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω ,      ψ ∈ ′� 0 . (25)

Obæedynqq (22) � (25), poluçaem ravenstvo (15).
Lemma 1 dokazana.
Dokazatel\stvo teorem¥ 1.  Budem ysxodyt\ yz ravenstv (14) y (15).  V¥-

polnqq zamenu peremenn¥x v pervom y tret\em yntehralax pravoj çasty raven-
stva (15) y yspol\zuq formulu

−∞

∞

∫ −
y t

t

t
dt( )

cos1
2   =  1

2
−
∫
π

π
y t dt( )     ∀ ∈y L (26)

(sm., naprymer, [30, s. 1084]), posle πlementarn¥x preobrazovanyj poluçaem

ρn f( ; )0   =  − + 















≥ ≤

∞

∫ ∫ ∫
sin

( ) ( )
sin

( ) sin
/

βπ

π
ψ δ δ ψ2

1
2

1 1

n t
t

t
dt t

n
nu ut dudt

t n t

  +

+  O n( ) ( )1 ψ . (27)

Dalee m¥ budem uprowat\ pravug çast\ v (27), ne terqq pry πtom ee hlavnoho
znaçenyq.  Lehko vydet\, çto

t n

t
t

t
dt

≥
∫
1

2
/

( )
sinδ   =  

1 1
2 1

/

( )
sin

( )
n t

t
t

t
dt O

≤ ≤
∫ +δ   =

=  
1 1/

( )

n t

t
t

dt
≤ ≤
∫ δ

  +  
1 1

2 1
/

( )
sin

( )
n t

t
t t

t
dt O

≤ ≤
∫ − +δ . (28)
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Poskol\ku funkcyq  
sin t t

t

−
2   ohranyçena na sehmente  [– 1, 1],  obæedynqq for-

mul¥ (27) y (28), poluçaem

ρn f( ; )0   =  − + 















≤ ≤ ≤

∞

∫ ∫ ∫
sin

( )
( )

( ) sin
/

βπ

π
ψ δ δ ψ2

1 1 1 1

n
t

t
dt t

n
nu ut dudt

n t t

  +

+  O n( ) ( )1 ψ . (29)

V sylu lemm¥ 3.1.6 rabot¥ [7, s. 143] funkcyq  
1

∞
∫ ψ( )nu  sin u t du  poloΩytel\na

pry  t ∈ 0 1,( ],  y poskol\ku ona neçetnaq, ymeem

t

t
n

nu ut dudt
≤

∞

∫ ∫





1 1

δ ψ( ) sin   =  
0

1

1
∫ ∫



 − −











∞
δ δ ψt

n
t
n

nu ut dudt( ) sin   ≤

≤  
0

1

2
/

( ) ( ) sin
n

n

t u ut dudt∫ ∫
∞

ω ψ . (30)

Uçyt¥vaq ocenku

1 1/

( )

n t

t
t

dt
≤ ≤
∫ δ

  =  
1

1

/

( ) ( )

n

t t
t

dt∫ − −δ δ
  ≤  

1

1
2

/

( )

n

t
t

dt∫ ω

y formul¥ (14), (29) y (30), naxodym

  
E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ;( )   ≤

≤  sin
( ) ( ) ( ) ( ) sin

/

/
βπ ψ

π
ω

π
ω ψ

2
2 1 2

1

1

0

1
n t

t
dt t u ut dudt

n

n

n
∫ ∫ ∫+











∞
  +  O n( ) ( )1 ψ . (31)

Pust\

ϕ∗( )t   =  

1
2

2 0
2

1
2

2 2
2

0

ω π

ω π π π

ϕ π

( ), ,

( ), ,

( ), ,

t t

t t

t t

≤ ≤

− ≤ ≤

− − − ≤ ≤












 ∗

    ϕ π∗ +( )t 2  = ϕ∗( )t

y  ω( )t  � v¥pukl¥j modul\ neprer¥vnosty.  V πtom sluçae (sm., naprymer, [15,

s. 28, 29])  funkcyq  ϕ∗( )t   prynadleΩyt klassu  Hω .  Oçevydno, çto  ϕ ω
∗ ∈H0 ,

hde  Hω
0  = ϕ{  :  ϕ ω∈H , ϕ ⊥ }1 .  Tohda sohlasno p. 7.2 rabot¥ [2, s. 109, 110] v

klasse  C Hβ
ψ

ω ,    ψ ∈ ′� 0 ,  suwestvuet funkcyq  g∗ ⋅( ),  dlq  ( , )ψ β -proyzvodnoj

kotoroj  g t∗
β
ψ

( )   v¥polnqetsq ravenstvo

g t∗
β
ψ

( )   =  ϕ∗( )t . (32)

Dlq funkcyy  g t∗( ) ,  sohlasno formule (29), ymeem
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ρn g( ; )∗ 0   =  sin
( ) ( ) ( ) ( ) sin

/

/
βπ ψ

π
ω

π
ω ψ

2
2 1 2

1

1

0

1
n t

t
dt t u ut dudt

n

n

n
∫ ∫ ∫+











∞
  +

+  O n( ) ( )1 ψ .

Otsgda sleduet, çto v sootnoßenyy (31) moΩno postavyt\ znak ravenstva.  Tem
sam¥m v sluçae, kohda  ω( )t  � v¥pukl¥j modul\ neprer¥vnosty, ravenstvo (7)
dokazano.

Esly  ω( )t  � proyzvol\n¥j modul\ neprer¥vnosty, to funkcyq  ϕ∗( )t   mo-
Ωet y ne prynadleΩat\ klassu  Hω .  Odnako, kak pokazano v rabote [15, s. 11],

funkcyq  ϕ∗( )t  = 2ϕ∗( )t  / 3  uΩe prynadleΩyt klassu  Hω .  Znaçyt, v klasse

C Hβ
ψ

ω   najdetsq funkcyq  g t∗( ) ,  ( , )ψ β -proyzvodnaq kotoroj  g t∗β
ψ ( )  udovlet-

vorqet ravenstvu

g t∗β
ψ ( )  =  ϕ∗( )t . (33)

Dlq funkcyy  g t∗( ) ,  sohlasno formule (29), ymeem

ρn g( ; )∗ 0   =  2
3 2

2 1 2
1

1

0

1

sin
( ) ( ) ( ) ( ) sin

/

/
βπ ψ

π
ω

π
ω ψn t

t
dt t u ut dudt

n

n

n
∫ ∫ ∫+











∞
  +

+  O n( ) ( )1 ψ .

Otsgda zaklgçaem, çto v sluçae proyzvol\n¥x modulej neprer¥vnosty  ω( )t
ymeet mesto ravenstvo (7).

Pust\, krome toho, dlq maΩorant¥  ω( )t   v¥polnqetsq uslovye (8).  V rabote
[3, s. 191] pokazano, çto

n

u ut du
∞

∫ ψ( ) sin   <  
n

n t

u du
+

∫
2π

ψ
/

( )       ∀ ∈ ′ψ � 0.

Otsgda sleduet ocenka

0

1

2
/

( ) ( ) sin
n

n

t u ut dudt∫ ∫
∞

ω ψ   =  O t u dudt
n

n

n t

( ) ( ) ( )
/ /

1 2
0

1 2

∫ ∫
+

ω ψ
π

  =

=  O n
t

t
dt

n

( ) ( )
( )

/

1
0

1

ψ ω∫ . (34)

Tohda yz formul (8), (31) y (34) poluçaem (9).
Teorema 1 dokazana.
Dokazatel\stvo teorem¥ 2.  Ne umalqq obwnosty, dostatoçno rassmot-

ret\ lyß\ sluçaj  β = 1.  V¥polnqq zamenu peremenn¥x v pervom yntehrale pra-
voj çasty formul¥ (15) y yspol\zuq ravenstvo

−∞

∞

∫ −
y t

t t

t
dt( )

sin
2   =  0    ∀ ∈y L

(sm., naprymer, [30, s. 1084]), poluçaem

ρn f( ; )0   =  − −










−∞

∞

−
∫ ∫ψ

π
δ( )

( )
sin

/

/
n

t
t

t
dt

n

n

1

1

2   –
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�  1

1 1
π

δ ψ
t

t
n

nu ut dudt
≤

∞

∫ ∫



 ( ) sin   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω   =

=  − + − − − −( )










−∞

∞

−∞

∞

∫ ∫ ∫ψ
π

δ δ δ δ( ) ( )
( )

sin
( ) ( )

sin
/

n t
t

dt t
t t

t
dt t t

t

t
dt

n

2
0

1

2   –

�  1

1 1
π

δ ψ
t

t
n

nu ut dudt
≤

∞

∫ ∫



 ( ) sin   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω   =

=  −
−∞

∞

∫ψ
π

δ( ) ( )n t
t

dt   –  1

1 1
π

δ ψ
t

t
n

nu ut dudt
≤

∞

∫ ∫



 ( ) sin   +

+  O n t
t

t
dt n

n

( ) ( ) ( )
sin

( / )
/

1 2 1
0

1

2ψ ω ω∫ +








   =

=  − − 





−∞

∞

≤

∞

∫ ∫ ∫ψ
π

δ
π

δ ψ( ) ( ) ( ) sin
n t

t
dt t

n
nu ut dudt

t

1

1 1

  +

+  O n t
t

dt n
n

( ) ( ) ( ) ( / )
/

1 1
0

1

ψ ω ω∫ +








 . (35)

Sohlasno formule (1.33) rabot¥ [2, s. 43], v¥polnqetsq ravenstvo

−∞

∞

∫ y t
t

dt
( )

  =  1
2 2

−
∫
π

π
y t t dt( ) ctg     ∀ ∈y L ,

yspol\zuq kotoroe, yz (11), (30), (34) y (35) naxodym

ρn f( ; )0   =  −
−
∫ψ

π
δ

π

π
( )

( )
n

t t dt
2 2

ctg   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω . (36)

Dalee, poskol\ku

−
∫
π

π
δ( )t t dtctg

2
  =  

−
∫ ∫+











π

π

π

π

δ
/

/

/

/

( )
2

2

2

3 2

2
t t dtctg   =

=  
0

2

2

π

δ δ
/

( ) – ( )∫ −( )t t t dtctg   –  
0

2

2

π

δ π δ π
/

( ) – ( )∫ + −( )t t t dttg ,

to

−
∫
π

π
δ( )t t dtctg

2
  ≤  

0

2

2

π

ω
/

∫ (2 ) ctgt t dt   +  
0

2

2

π

ω
/

∫ (2 ) tgt t dt   =  2
0

2π
ω

/

∫ (2 )
sin

t
t

dt . (37)

Obæedynqq formul¥ (14), (36) y (37), ymeem

  
E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ( );   ≤  
ψ

π
ω

π
( ) ( )

sin

/
n t

t
dt

0

2
2∫   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω . (38)

S pomow\g ravenstva (36) netrudno ubedyt\sq, çto dlq funkcyy  ˜( )g t ,  sovpa-
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dagwej s rassmotrennoj ranee funkcyej  g t∗( )   v sluçae, kohda  ω( )t  � v¥puk-
laq maΩoranta, y s funkcyej  g t∗( )   v ostal\n¥x sluçaqx, spravedlyva for-
mula

ρn g( ˜; )0   =  α ω ψ
π

ω
π

( )
( ) ( )

sin

/
n t

t
dt

0

2
2∫   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω , (39)

hde  α ω( ) = 1,  esly  ω( )t  � v¥pukl¥j modul\ neprer¥vnosty, y  α ω( ) = 2 / 3  v
ostal\n¥x sluçaqx.  Obæedynqq sootnoßenyq (38) y (39), poluçaem (12).

Teorema 2 dokazana.
Dokazatel\stvo teorem¥ 3.  Ne umalqq obwnosty, dostatoçno rassmot-

ret\ lyß\ sluçaj  β = 0.  V¥polnqq zamenu peremenn¥x v tret\em yntehrale
pravoj çasty formul¥ (15) y uçyt¥vaq ravenstvo (26), naxodym

ρn f( ; )0   =  1 1
2π

ψ δ( ) ( )
cos

n t
t

t
dt

−∞

∞

∫ −
  +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω   =

=  
ψ

π
π

π

β
ψ

β
ψ( )

( ) ( )
n

f t f dt
2

0
−
∫ −( )   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω . (40)

Yz (40) sleduet ocenka

ρn f( ; )0   =  

=  
ψ

π

π

β
ψ

β
ψ

π

β
ψ

β
ψ( )

( ) ( ) ( ) ( )
n

f t f dt f t f dt
2

0 0
0 0
∫ ∫−( ) + − −( )   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω   ≤

≤  2 2
0

2

π
ψ ω

π

( ) ( )
/

n t dt∫   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω . (41)

Na osnovanyy ravenstv (14) y (41) ymeem

  
E C H Zn Cβ

ψ
ω

ϕ( );   ≤  2 2
0

2

π
ψ ω

π

( ) ( )
/

n t dt∫   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω . (42)

PoloΩym

ϕ0( )t   =  
2 2 0

0
0

2

0

π
ω τ τ ω π

ϕ π

π /

( ) ( ), ,

( ), ,

∫ − ≤ ≤

− − ≤ ≤









d t t

t t

    ϕ π0 2( )t +  = ϕ0( )t .

Ponqtno, çto  ϕ ω0
0∈H ,  y, znaçyt (sm. p. 7.2 rabot¥ [2, s. 109, 110]), v klasse

C Hβ
ψ

ω ,   ψ ∈� 0 ,  suwestvuet funkcyq  g0( )⋅ ,  (ψ, β)-proyzvodnaq kotoroj sov-

padaet na peryode s funkcyej  ϕ0( )t .  Dlq funkcyy  g t0( )   yz (40) poluçaem

ρn g( ; )0 0   =  2 2
0

2

π
ψ ω

π

( ) ( )
/

n t dt∫   +  O n n( ) ( ) ( / )1 1ψ ω .

Otsgda zaklgçaem, çto v (42) moΩno postavyt\ znak ravenstva.
Teorema 3 dokazana.
Polahaq v teoremax 2 y 3  ψ( )t  = t r− , r > 0,  y uçyt¥vaq, çto v dannom sluçae
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C Hβ
ψ

ω  = W Hr
β ω ,  poluçaem takoe utverΩdenye.

Sledstvye 1.  Pust\  r  > 0,  s  = r ,    β ∈Z  y, krome toho, pry  β = 2l + 1,

  l ∈Z ,  v¥polnqetsq uslovye (11).  Tohda pry  n  →  ∞   ymegt mesto asympto-
tyçeskye ravenstva

  
E W H Zr

n
s

Cβ ω( );   =  

2
2 1 1 2

2
1 1 2 1

0

2

0

2

π
ω ω β

θ
π

ω ω β

π

ω
π

n
t dt O n n l

n
t
t

dt O n n l

r
r

r
r

/

/

( ) ( ) ( / ), ,

( )
sin

( ) ( / ), ,

∫

∫

+ =

+ = +













−

−
      l ∈Z ,

(43)

hde velyçyn¥  θω   y  O( )1   ymegt tot Ωe sm¥sl, çto y v teoreme 2.

Poskol\ku pry  ω( )t  = t  ymeet mesto ravenstvo  W Hr
r
−
−
1
1

ω  = W r , r = 2, 3, … ,

hde  W r  � klass 2π-peryodyçeskyx funkcyj,  (r – 1)-e proyzvodn¥e kotor¥x
absolgtno neprer¥vn¥ y poçty vsgdu  f r( )  ≤ 1,  uçyt¥vaq formulu

0

2π /

sin∫ t
t
dt  = 2G,  hde  G  � konstanta Katalana (sm., naprymer, [31, s. 431]), yz

sledstvyq 1 poluçaem sledugwee utverΩdenye.
Sledstvye 2.  Pust\  s  = r – 1  y  r  = 2, 3, … .  Tohda pry  n →  ∞   spraved-

lyv¥ asymptotyçeskye ravenstva

  
E W Zr

n
s

C
( );   =  

4
1 2 4

2
1 3 5

G

n
O n r

n
O n r

s
r

s
r

π
π

+ = …

+ = …









−

−

( ) , , , ,

( ) , , , ,
(44)

hde  G  � konstanta Katalana, a  O( )1  � velyçyna, ravnomerno ohranyçennaq
po  n.

Netrudno zametyt\, çto, poskol\ku  G = 
k

k

k=
∞∑ −

+0 2
1

2 1
( )

( )
  (sm., naprymer, [31,

s. 21]), konstant¥ v hlavn¥x çlenax formul¥ (44) sovpadagt pry  j = 1  s tak
naz¥vaem¥my konstantamy Favara � Axyezera � Krejna  K̃ j   y  K j ,

K j   =  4 1
2 10

1

1π k

k j

jk=

∞ +

+∑ −
+

( )
( )

( )
,      K̃ j   =  4 1

2 10
1π k

kj

jk=

∞

+∑ −
+

( )
( )

,    j = 0, 1, 2, … 

(sm., naprymer, [11, s. 89, 329]).
Asymptotyçeskye ravenstva (44) b¥ly dokazan¥ B. Nadem [10, s. 47].
Lehko vydet\, çto v sylu (2) v teoremax 1 � 3 uslovye  ϕ ψ( ) ( )t t  = 1, t ≥ 1,  mo-

Ωet b¥t\ zameneno uslovyem  ϕ ψ( ) ( )t t  = const, t ≥ 1.
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