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We prove that an adequate ring with nonzero Jacobson radical is of stable range one.  A class of matrices
over an adequate ring having the stable range one is established.

Dokazano, çto adekvatnoe kol\co s nenulev¥m radykalom DΩekobsona ymeet stabyl\n¥j ranh

odyn.  Ukazan klass matryc nad adekvatn¥m kol\com, ymegwyj stabyl\n¥j ranh odyn.

Stabil\nyj ranh [ odnym z osnovnyx invariantiv  K-teori].  Ce ponqttq, vvedene

X. Bassom [1], vykorystovu[t\sq v teori] kilec\, zokrema v zadaçax diahonal\no]

redukci] matryc\ [2, 3].  VaΩlyvym pytannqm [ vyvçennq zv’qzkiv stabil\noho

ranhu kil\cq  M n R( , )   matryc\ porqdku  n  nad  R  i stabil\noho ranhu kil\cq

R  .  U robotax [4, 5] vstanovleno, wo stabil\nyj ranh  r  kil\cq matryc\

M n R( , )   dorivng[  1 + ( )/r n−[ ]1 ,  de  m[ ]   oznaça[ cilu çastynu çysla  m .

Tomu qkwo stabil\nyj ranh kil\cq  R  dorivng[ 1 abo 2, to stabil\nyj ranh kil\-

cq matryc\  M n R( , )   dorivng[ vidpovidno 1 abo 2.

Sered kilec\ skinçennoho stabil\noho ranhu slid vydilyty klas kilec\ ele-

mentarnyx dil\nykiv, qkyj bulo vvedeno I. Kaplans\kym [6].  Bil\ßist\ vidomyx

klasiv kilec\ elementarnyx dil\nykiv sutt[vo zaleΩat\ vid umov obryvu zros-

tagçyx lancghiv idealiv.  Perßyj pryklad kil\cq elementarnyx dil\nykiv bez

umov obryvu zrostagçyx lancghiv idealiv buv navedenyj Vedderbarnom, a same

takym [ kil\ce analityçnyx funkcij [7].  Cej pryklad dozvolyv O. Xelmeru

vvesty novyj klas kilec\ elementarnyx dil\nykiv, qkyj otrymav nazvu adekvat-

nyx kilec\ [8].  Vidomo [9], wo stabil\nyj ranh adekvatnoho kil\cq ne perevywu[

2.  U bahat\ox vypadkax vin dorivng[ 1.

U cij statti vkazano umovy, za qkyx adekvatne kil\ce [ stabil\noho ranhu 1.

Na osnovi standartno] formy pary matryc\ wodo uzahal\neno] ekvivalentnosti u

kil\ci  M n R( , )   matryc\ porqdku  n  nad adekvatnym kil\cem  R  vydileno klas

matryc\ stabil\noho ranhu 1, koly kil\ce  R  moΩe buty stabil\noho ranhu

bil\ßoho za 1.

Nexaj  R — adekvatne kil\ce, tobto  R — oblast\ cilisnosti, v qkij koΩnyj

skinçennoporodΩenyj ideal [ holovnym i dlq koΩnoho nenul\ovoho elementa

a R∈   i koΩnoho elementa  b R∈   isnugt\ taki elementy  c, d R∈ ,  wo  a = cd,

do toho Ω  c  [ vza[mno prostym iz b, a koΩnyj neoborotnyj dil\nyk  di  elemen-

ta  d  ma[ neoborotnyj spil\nyj dil\nyk iz  b  [8].  Rqdok  a a an1 2 …   elemen-

tiv kil\cq  R  nazyva[t\sq unimodulqrnym (prymityvnym), qkwo  a R1  +@ a R2  + …

 … + a Rn  = R .  Stabil\nym ranhom kil\cq  R  nazyva[t\sq najmenße natural\ne

çyslo  m  take, wo dlq dovil\noho unimodulqrnoho rqdka  a a1 2  … a am m + 1

nad kil\cem  R  isnugt\ taki elementy  b1, b b Rm2, ,… ∈ ,  wo rqdok  a1  +

+ a bm + 1 1 a a bm2 1 2+ +  … a a bm m m+ + 1   [ unimodulqrnym.  Qkwo takoho natu-

ral\noho çysla ne isnu[, to vvaΩagt\, wo stabil\nyj ranh kil\cq dorivng[ ne-

skinçennosti [3, 4].
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Teorema 1.  Nexaj  R — adekvatne kil\ce take, wo joho radykal DΩekobso-
na [ nenul\ovym.  Todi stabil\nyj ranh kil\cq  R  dorivng[ 1.

Dovedennq.  Nexaj  a, b, c R∈ ,  do toho Ω  c ≠ 0  i  a  R  + bR + cR = R .  Todi

c = rs ,  de  rR  + aR  = R   i  s R aR1 +  ≠  R   dlq dovil\noho  s1   takoho, wo

sR s R⊂ 1  ≠ R .  Zhidno z [9]  ( )a br R+  + cR = R .  Nexaj  J R( )  — nenul\ovyj ra-

dykal DΩekobsona adekvatnoho kil\cq  R  i  a, b R∈ ,  do toho Ω   a  R + bR = R .

Todi, vybyragçy dovil\ne  c J R∈ ( ) ,  c  ≠  0,  baçymo, wo isnu[ takyj element

r R∈ ,  wo  ( )a br R+  + cR = R,  tobto  ( )a br u c+ + v  = 1.  Oskil\ky  c J R∈ ( ) ,

to  ( )a br u+  = 1 − cv  — oborotnyj element kil\cq  R,  tobto  (a  + br R)  = R .

Teoremu dovedeno.

ZauvaΩymo, wo u c\omu rezul\tati obmeΩennq vidsutnosti dil\nykiv nulq u

kil\ci  R  [ nesutt[vym.

KoΩna matrycq  A M n R∈ ( , )   nad adekvatnym kil\cem  R  ma[ vlastyvist\

kanoniçno] diahonal\no] redukci], tobto isnugt\ taki oborotni matryci  U, V  ∈
∈  GL n R( , ) ,  wo

UAV DA A A
r
A= = … …( )diag µ µ µ1 2 0 0, , , , , , ,

de  µr
A ≠ 0   i  µ µi

A
i
A
+ 1 , i = 1, 2, … , r – 1.  Matrycg  DA

  nazyvagt\ kanoniçnog

diahonal\nog formog abo normal\nog formog Smita matryci  A M n R∈ ( , ) .

Pary matryc\  ( , )A A1 2   i  ( , )B B1 2 ,  Ai , B M n Ri ∈ ( , ) , i = 1, 2,  nazyvagt\sq

uzahal\neno ekvivalentnymy, qkwo  A UB Vi i i= , i = 1, 2,  dlq deqkyx matryc\  U,

V1 ,  V GL n R2 ∈ ( , )  [10].  Vyvçennq takoho typu ekvivalentnostej par matryc\

potrebugt\ bahato zadaç.  Kanoniçni formy wodo tako] ekvivalentnosti pobudo-

vani lyße dlq par matryc\ nad polqmy [11, 12].  U roboti [13] wodo uzahal\ne-

no] ekvivalentnosti vstanovleno standartnu formu ( DA , T TDB B= ) pary mat-

ryc\  ( , )A B ,  A, B M n R∈ ( , ) ,  abo ]] vidpovidnu standartnu paru, de  T ti j
n

=
1

— nyΩnq unitrykutna matrycq, tobto  ti j  = 0,  qkwo  i < j  i  ti j ,  i > j,  naleΩat\

povnij systemi lyßkiv za modulem  δi j  = 
µ

µ

µ

µ
i
A

j
A

i
B

j
B

,








   u vypadku, koly  R — adek-

vatne kil\ce.  

Nabir matryc\  ( ,A A1 2 , … , Ak ) ,  A M n Ri ∈ ( , ) , i = 1, 2, … , k,  nazyva[mo

prostym (prymityvnym), qkwo  A V1 1  + A V2 2  + … + A Vk k  = I  dlq deqkyx matryc\

V M n Ri ∈ ( , ) ,  i = 1, 2, … , k,  I — odynyçna matrycq.

Çerez  ′M R( , )2   poznaçatymemo klas matryc\  ai j 1

2
  druhoho porqdku ta-

kyx, wo  ( ,a a11 12 , a a21 22, )  = 1.

Lema 1.  Nexaj para matryc\  ( , )A B ,  A , B M R∈ ′( , )2 ,   [  prostog.   Todi

para matryc\  ( , )A B   uzahal\neno ekvivalentna do standartno] pary  (DA ,

T B )   odnoho iz takyx vyhlqdiv:

1 0
0

1 0
ϕ ψ

,
t







,    qkwo    rang rangA B= = 2 , (1)

de

t =
=

≠




0 1

1 1

, ( , ) ,

, ( , ) ;

qkwo

qkwo

ϕ ψ

ϕ ψ
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1 0

0 0

1 0
,

t ψ






,    qkwo    rang A = 1 ,  rang B = 2 , (2)

de

t
U R

U R
=

∈

∉







0

1

, ( ),

, ( ),

qkwo

qkwo

ψ

ψ

U R( )  — hrupa odynyc\ kil\cq  R;

1 0

0 0

0 0

1 0
,







,    qkwo    rang A = 1 ,    rang B = 1 . (3)

Dovedennq.  Nexaj  ( , )A B  — prosta para i  rang A  = rang B  = 2.  Todi na os-

novi teoremy 1 iz roboty [13] para matryc\  ( , )A B   uzahal\neno ekvivalentna do

standartno] pary  ( , )D TA B
  vyhlqdu  

1 0

0

1 0

ϕ ψ
,

t







.  Spil\ni livi dil\-

nyky matryc\  DA
  i  T B

,  z toçnistg do pravo] asocijovnosti, magt\ vyhlqd

D di i= diag ( , )1 ,  de  di ϕ   i  d ti ( , )ψ ,  tomu wo v c\omu vypadku zhidno iz re-

zul\tatamy roboty [14] dil\nyky iz zadanog kanoniçnog diahonal\nog formog

matryc\  DA
  i  T B

  z toçnistg do pravo] asocijovnosti vyznaçagt\sq odnoznaç-

no.  Iz toho, wo para matryc\  ( , )A B   [ prostog, vyplyva[, wo i ]] vidpovidna

standartna para  ( , )D TA B
  [ prostog.  Ce oznaça[, wo livi spil\ni dil\nyky

matryc\  DA
  i  T B

  [ tryvial\nymy.  Tomu  di  = 1  i  ϕ ψ, ( , )t( )  = 1.  Todi na os-

novi teoremy 3 iz roboty [13] standartna forma pary matryc\  ( , )A B   ma[ vy-

hlqd (1).      

U vypadkax, koly para matryc\  ( , )A B   uzahal\neno ekvivalentna do par

matryc\ vyhlqdiv (2) abo (3), pry dovedenni lemy mirku[mo analohiçno.

Lemu dovedeno.

ZauvaΩymo, wo u vypadku, koly  rang A  = 0,  tobto  A = 0 — nul\ova matrycq

i para matryc\  ( , )A B   [ prostog, oçevydno, wo  B — oborotna matrycq i stan-

dartnog parog dlq  ( , )A B   [ para  ( , )0 I .

Teorema 2.  Nexaj para matryc\  ( , )A B ,  A , B M R∈ ′( , )2 ,  [ prostog,

tobto

AU BV I+ = ,    U, V M R∈ ( , )2 . (4)

Todi isnu[ matrycq  P M R∈ ( , )2   taka, wo

AP B Q+ = , (5)

de  Q — oborotna matrycq iz  GL R( , )2 .

Dovedennq.  Zrozumilo, wo koΩna para matryc\  ( , )A B1 1 ,  qka uzahal\neno

ekvivalentna do prosto] pary  ( , )A B ,  [ prostog, tobto dlq ne] spravdΩu[t\sq

spivvidnoßennq vyhlqdu (4).  Tomu dostatn\o pokazaty, wo iz spivvidnoßennq (4)

vyplyva[ (5) dlq pary matryc\  ( , )D TA B
  u standartnij formi.

Nexaj para matryc\  ( , )A B   uzahal\neno ekvivalentna do standartno] pary

vyhlqdu (1).  Todi iz spivvidnoßennq (5) matymemo  D P TA B+  = Q  abo

1 0

0

1 01 2

3 4

1 2

3 4ϕ ψ

p p

p p t

q q

q q
+ = , (6)
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de

q q q q1 4 2 3 1– = . (7)

Iz spivvidnoßennq (6) oderΩu[mo rivnosti

q p1 1 1= + ,      q p2 2= ,      q p t3 3= +ϕ ,      q p4 4= +ϕ ψ . (8)

Todi iz rivnostej (7) i (8) otrymu[mo

( ) ( ) ( )p p p p t1 4 2 31 1+ + − + =ϕ ψ ϕ

abo

ϕ ψ( ) ( )p p p p p p t p1 4 4 2 3 1 21 1+ − + + − = . (9)

Nexaj u standartnij pari matryc\ (1)  t = 0.  Todi  ( , )ϕ ψ  = 1  i diofantove

rivnqnnq

ϕ ψ( ) ( )p p p p p p1 4 4 2 3 1 1 1+ − + + =

vidnosno  pi , i = 1, … , 4,  ma[ rozv’qzky nad  R .

Nexaj teper  t = 1.  Todi  ( , )ϕ ψ  ≠ 1.  Poklademo u (9)  p2 1= − .  Todi iz c\oho

spivvidnoßennq oderΩymo rivnqnnq

ϕ ψ( ) ( )p p p p p1 4 4 3 1 1 0+ + + + = ,

qke ma[ rozv’qzky  pi , i = 1, … , 4,  nad  R .

OtΩe, isnu[ matrycq  P  taka, wo  D P TA B+  = Q — oborotna matrycq.

Dovedennq teoremy u vypadkax, koly para matryc\  ( , )A B   uzahal\neno ekvi-

valentna do par matryc\ vyhlqdiv (2) abo (3), provodyt\sq analohiçno.
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