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OCINKA NORMY POXIDNO} 

MONOTONNO} RACIONAL|NO} FUNKCI} 

U PROSTORAX  Lp

For a derivative of a rational function  R  of the power  n  increasing on the interval  −[ ]1 1,   and for all

0 < ε < 1  and  p,  q > 1,  we show that the inequality

′ ≤ ⋅
− + −

− − −
−[ ]R C R

L

n p p q

Lp q1 1

1 1 1 1 1
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9

ε ε
ε

,

( / ) / /

,[[ ] ,

is satisfied, where the constant  C  depends only on   p and  q.  The power largest among powers of the
polynomials  P  and  Q  is called a power of the rational function  R x( )  = P x Q x( )/ ( ) .

Pokazano, çto dlq proyzvodnoj vozrastagwej na otrezke  −[ ]1 1,   racyonal\noj funkcyy  R

stepeny  n  dlq vsex  0 < ε < 1  y  p,  q > 1  v¥polnqetsq neravenstvo

′ ≤ ⋅
− + −

− − −
−[ ]R C R

L

n p p q

Lp q1 1

1 1 1 1 1

1 1
9

ε ε
ε

,

( / ) / /

,[[ ] ,

hde postoqnnaq  C  zavysyt tol\ko ot  p  y  q.  Stepen\g racyonal\noj funkcyy  R x( )  =
= P x Q x( )/ ( )   naz¥vaem naybol\ßug yz stepenej mnohoçlenov  P  y  Q.

1.  Vstup.  Naslidkom klasyçno] nerivnosti Bernßtejna [1] [ ocinka poxidno]

mnohoçlena

′ ≤ −[ ]P n P C( ) ,0 1 1 ,

de  n  poznaça[ stepin\ mnohoçlena  P.  Vyqvlq[t\sq, wo nemoΩlyvo oderΩaty

prqmyj analoh ci[] teoremy u racional\nij aproksymaci].  Rozhlqnemo funkcig

stepenq 2

g x
x

x
( ) =

+
δ

δ2 2 ,

modul\ qko] ne perevywu[  

1

2
  pry dovil\nomu  δ  ta znaçennq poxidno]

′ =g ( )0
1

δ
  prqmu[ do neskinçennosti pry  δ →  0.  Prote dlq racional\nyx

funkcij vykonu[t\sq nerivnist\ Pekars\koho [2], v qkij normy (kvazinormy)

funkci] ta ]] poxidno] rozhlqdagt\sq u prostorax  Lp .  Poznaçymo
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f f x dxL a b
p

a

b p

p ,

/

: ( )[ ] =








∫

1

.

Zhidno z nerivnistg Pekars\koho dlq racional\no] funkci]  R Lq∈ −[ ]1 1,   ste-

penq  n  ta koΩnoho  s ∈N   vykonu[t\sq

R cn Rs

L

s
L

p q

( )

, ,−[ ] −[ ]≤
1 1 1 1 ,

de  1 1/ /p q s− =   ta  1/q ∉N .

Sytuaciq sutt[vo vidriznq[t\sq dlq vypadku monotonnyx racional\nyx

funkcij.  NezvaΩagçy na te, wo porqdky nablyΩennq klasiv monotonnyx

funkcij z  Wp
1

  racional\nymy funkciqmy bez obmeΩen\ ta monotonnymy racio-

nal\nymy funkciqmy zbihagt\sq [3], isnugt\ obmeΩennq na znaçennq poxidno]

racional\no] monotonno] funkci].  U poperednij statti [4] my oderΩaly nastup-

nyj analoh nerivnosti Bernßtejna dlq monotonnyx racional\nyx funkcij.       

Teorema 1.  Qkwo  R — zrostagça na vidrizku  −[ ]1 1,   racional\na funkciq
stepenq  n,  to

′ <
− −[ ]R x

x
R

n

C( ) ,

9

1 1 1 ,    x ∈ −( , )1 1 .

ZauvaΩennq.  U statti [4] teoremu navedeno v dewo inßomu formulgvanni,

odnak z dovedennq lehko vyplyva[ nerivnist\, vkazana vywe.

My uzahal\ng[mo cej rezul\tat dlq prostoriv  Lp .

Teorema 2.  Qkwo  R — zrostagça na vidrizku  −[ ]1 1,   racional\na funkciq
stepenq  n,  to

′ ≤− + −[ ]
− − −R C p q RL

n p p q
Lp q1 1

1 1 1 1 19ε ε ε,
( / ) / /( , ) −−[ ]1 1,

dlq vsix  1 < p ≤ ∞  ta  1 < q ≤ ∞.

Nastupna teorema pokazu[, naskil\ky toçnog [ oderΩana ocinka.

Teorema 3.  Dlq koΩnoho  ε ∈ −( , / )0 1 1 9n
  ta  p > 1, q > 2  isnu[ zrostagça

na  −[ ]1 1,   racional\na funkciq  
�R   stepenq  2n  taka, wo

� ′ ≥ ⋅
− + −[ ]

− +( ) −R
L

n p p p

p 1 1
1 4 1 1 11

32
9

ε ε
ε

,
ln ( )/ / /qq

L
R

q

−
−[ ]

1
1 1

�
,

.

2.  Dovedennq teoremy 2.  Nexaj  R — zrostagça na vidrizku  −[ ]1 1,   racio-

nal\na funkciq stepenq  n.  Normu v  Lp   poxidno]  R x( )   moΩna ocinyty qk

′ = ′








− + −[ ]

− +

−

∫R R x dxL
p

p

p 1 1
1

1 1

ε ε
ε

ε

,

/

( )   ≤

≤  ′










′
− +

−

− + −[ ]∫ R x dx R x

p

( ) max (

/

,
1

1 1

1 1ε

ε

ε ε
)) /1 1− p   =

=  R R R xp p( ) ( ) max ( )/

,

/1 1 1

1 1

1 1− − − +( ) ′
− + −[ ]

−ε ε
ε ε

.
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Zvidsy

′ ≤ ′− + −[ ] − + −[ ] − +R R RL
p

C
p

Cp 1 1
1

1 1
1

1 12ε ε ε ε ε,
/

,
/

, −−[ ]
−

ε
1 1/ p

. (1)

Zastosovugçy teoremu 1 do funkci]  R x1( )  = R x( / )1 2−( )ε ,  oderΩu[mo ne-

rivnist\

′ ≤
− − − + −[ ]R x

x
R

n

C( )
/ / , /

9

1 2 1 2 1 2ε ε ε ,    x ∈ − + −( / , / )1 2 1 2ε ε ,

i, qk naslidok,

max ( )
, / , /x

n
CR x R

∈ − + −[ ] − + −[ ]′ ≤
1 1 1 2 1 2

2
9

ε ε ε εε
. (2)

Oskil\ky funkciq  R  zrosta[ na vidrizku  −[ ]1 1, ,  to vykonu[t\sq rivnist\

R RC
q

Lq− + −[ ]
−

−[ ]≤1 1
1

1 1ε ε ε,
/

, , (3)

ta analohiçno

R RC

q

Lq− + −[ ]
−

−[ ]≤ 



1 2 1 2

1

1 12ε ε
ε

/ , /

/

, . (4)

Z nerivnostej (1) – (4) vyplyva[ tverdΩennq teoremy 2, do toho Ω  C p q( , )  =

= 21 1 1+ −/ /q pq
.

3.  Dovedennq teoremy 3.  Wob dovesty teoremu 3, nam potribna dopomiΩna

lema.

Lema 1.  Poklademo  f x
x

x
( ) =

+1 2 .  Nexaj   δ ∈ ( , )0 3 ,  d  = 9 – δ  i   a  =

= 24/ δ .  Todi funkciq

F x
x

d

d

a
f a x

k
k

k

n

δ ( ) ( )=
−

+ 



=

∑
1 0

zrosta[ na vidrizku  −[ ]1 1,   ta zadovol\nq[ nerivnosti

Fδ ( )1 2< , (5)

′ ≥F x dn
δ ( )

1

4
    pry    x

an
∈ 





0
1

2
, . (6)

Dovedennq.  Dlq poxidno] 

′ =
−
+

f x
x

x
( )

( )

1

1

2

2 2

vykonugt\sq taki nerivnosti:

′ ≥ −f x( )
1

8
, (7)

′ ≥ −f x x( ) 1 3 2
, (8)

′ ≥ −f x
x

( )
1
2 . (9)
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Rozhlqnemo funkcig

G x
d

a
f a x

k

k
k

δ ( ) ( )= 



= −∞

∞

∑ .

Oçevydno, wo  G xδ ( )   [ dyferencijovnog na  ( , )0 ∞ .  Z nerivnostej  ′ ≤f x( ) 1 ,

′ <f x( ) 1   pry  x > 1  vyplyva[, wo dlq koΩnoho  x a n∈  
− , 1

′ ≥ ′F x G xδ δ( ) ( ) .

Krim toho, oçevydno, wo  ′F xδ ( )  ≥ 0, x a n∈  
−0, .  Oskil\ky funkciq  G xδ ( )   [

„samopodibnog”, tobto  G axδ ( )  = ( / ) ( )a d G xδ ,  dosyt\ dovesty, wo  ′ >G xδ ( ) 0

na vidrizku  1, a[ ] .  Rozhlqnemo okremo vypadky  x ∈[ ]1 5 4, / ,  x d∈  5 4/ ,   ta

x d a∈  , .  Ma[mo

′ = ′
= −∞

∞

∑G x d f a xk k

k
δ ( ) ( ) .

Z nerivnostej (8) i (9) vidpovidno vyplyva[, wo

d f a x
d

x

da
k k

k

′ ≥
−

−
−= −∞

−

∑ ( )
1 2

2

1

1

3

1
,

d f a x
x

d

a d
k k

k

′ ≥ −
−=

∞

∑ ( )
1

2 2

1
.

Na vidrizku  1 5 4, /[ ]   vykonu[t\sq nerivnist\  ′ < −f x x( ) / /1 2 2 ,  qka dozvolq[

ocinyty  ′ >G x H xδ ( ) ( )1   pry  x ∈[ ]1 5 4, / ,  de

H x
d

x

da

x

x

d

a d
1

2

2 2 2

1

1

3

1

1

2 2

1
( ) =

−
−

−
+ − −

−
.

Z nerivnosti (7) vyplyva[, wo  ′ >G x H xδ ( ) ( )2   pry  x d∈  5 4/ , ,

H x
d

x

da x

d

a d
2

2

2 2 2

1

1

3

1

1

8

1
( ) =

−
−

−
− −

−
.

Na vidrizku  x d a∈  ,   vykonu[t\sq  ′ ≥ −f x a x a( / ) /1 ,  a tomu moΩna ociny-

ty  ′G xδ ( )   znyzu funkci[g

H x
d

x

da da

x

ad

x

x

d

x
3

2

2 2

2

2 2

1

1

3

1

1

1
( )

( ) ( )
=

−
−

−
− +

−
+

− 22 2( )a d−
.

Funkci]  H1 ,  H2 ,  H 3   opukli dohory na vidrizkax  1 5 4, /[ ] ,  5 4/ , d    ta

d a,    vidpovidno.  Tomu dosyt\ dovesty, wo vony nabuvagt\ dodatnyx zna-

çen\ na kincqx vidpovidnyx vidrizkiv.  Za umov teoremy  6 < d  < 9   ta  a  >

> 4 3/ ⋅d ,  tomu
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H
d da

d

a d
1 2 21

1

1

3

1
0( ) =

−
−

−
−

−
> ,

H H1 25 4 5 4
1

8

1

8 64
0( / ) ( / )= > − +

−
− >

δ
δ

,

H d2
1

8

1

8 72
0( ) > − +

−
− >

δ
δ

,

H d
d

d d a d d a da
3 2 2 2 2

4

1 1

1 6 2
0( ) >

+ −
− − − >

( ) ( )
,

H a
a d d a d a

3 2 2 2 2

1 1

1

1 2 4
0( ) > − +

−
− − − > ,

a otΩe,  ′ >G xδ ( ) 0   na vidrizku  1, a[ ] .

Zalyßylosq dovesty nerivnosti (5) ta (6).  Oskil\ky  f x x( ) /< 1   pry  x > 0,

to

F
d

d

a
f a

d

d

a

k
k

k

n

δ ( ) ( )1
1

1

1

10
2=

−
+ 



 <

−
+ 




=
∑  <

=
∑

k

k

n

2
0

.

Z nerivnosti (8) vyplyva[, wo pry  x
an

∈ 





0
1

2
,

′ =
−

+ ′ > −



=

−∑F x
d

d f a x d ak k

k

n
k k n

δ ( ) ( )
1

1
1

3

40

2 2

 >
=
∑ dn

k

n

40

.

Lemu 1 dovedeno.

Dovedennq teoremy 3.  Zafiksu[mo  p > 1  ta  0 < ε < 1 – 
1

9n
.  Poklademo

δ = 
9

1 2+ p
  ta pokaΩemo, wo racional\na funkciq stepenq  2n

�R x F
x

x
F( )

( )
( )=

− +
− −







+δ δ
ε

ε
1

1 1
1

zadovol\nq[ umovy teoremy 3.  Z lemy 1 vyplyva[, wo funkciq  
�R   zrosta[ na

vidrizku  −[ ]1 1, .  Wob ocinyty normu  
� ′

− + −[ ]R
Lp 1 1ε ε,

,  vykona[mo zaminu zmin-

nyx  y = ( )x − +1 ε  / 1 1− −( )( )ε x   v intehrali

� ′ =
+ −( )
− −( )

−

−
− +

R x dx
yp

p

p
( )

( )

( )(

1 1

1 1

2 2

2 1
2 2

ε

εε))/( )

( )
2

0

1

1

2ε εε

ε

δ
−− +

−

∫∫ ′F y dyp
.

Z nerivnosti (6) vyplyva[, wo

1 1

1 1

2 2

2 1
1 2

0 + −( )
− −( )

′
−

−
−
∫

( )

( )
( )

/

ε

ε
δ

y
F y d

p

p
a

p

n

yy a dp p n np≥ − − −2 3 1ε .

Oskil\ky
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da p p p− −= −1 1 2 19 24/ / /( )δ δ   =

=  9 8 1
1

2 1
2 1 91 1 2 1 4 1⋅ −

+






+ ≥− − − +/ / ln ( )( )p p p

p
p // p ,

to

� ′ ≥ ⋅
− + −[ ]

− +( ) −R
L

n p p p

p 1 1
1 4 1 1 11

8
9

ε ε
ε

,
ln ( ) / /

. (10)

Wob ocinyty znaçennq  
�R

Lq −[ ]1 1,
,  rozhlqnemo funkcig

H x
x x

x
( )

, ,

, ,
=

+ ∈ −[ ]
∈[ ]







1 1 0

1 0 1

pry

pry

dlq qko] vykonu[t\sq

�R x F H
x

x
( ) ( )

( )
≤

− +
− −







2 1
1

1 1
δ

ε
ε

.

Ocinymo

H
x

x
dx

q
− +

− −




−

∫
1

1 11

1 ε
ε( )

  =

=  
ε

ε
ε

ε
( )

( )

( )

( )

x

x
dx

x

x

q+
− −







+
+

− −


−
∫

1

1 1

1

1 11

0





+
−

∫
0

1 ε

ε
q

dx .

Oskil\ky  

ε
ε

( )

( )

x

x

+
− −

1

1 1
 < ε  pry  x ∈ −[ ]1 0, ,  perßyj dodanok ne perevywu[  εq

.

Wob ocinyty druhyj dodanok, vykona[mo zaminu  x = 1 – ε y.  Todi pry  y ∈[ ]1 1, /ε

ε
ε

ε
ε

( )

( )

x

x

y

y y y

+
− −

=
−

+ −
<

+
1

1 1

2

1

2

1
.

Tomu

ε
ε

εε ε
( )

( ) ( )

/
x

x
dx

y

q q

q

+
− −







≤
+

−

∫ ∫
1

1 1

2

10

1

1

1

ddy   =

=  
2

1

1

2

1

1 1
21 1

q

q qq

ε
ε

ε
−

−
+







<− −( / )

.

Zvidsy

H
x

x
dx

q

q− +
− −







≤ + + ≤
−
∫

1

1 1
2 4

1

1 ε
ε

ε ε ε ε
( )

.

OtΩe,
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�R
L

q q

q −[ ]
+≤

1 1
2 2 12

,
/ /ε . (11)

Z nerivnostej (10) ta (11) vyplyva[ tverdΩennq teoremy 3.
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