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O TOÇNÁX NERAVENSTVAX TYPA KOLMOHOROVA,

UÇYTÁVAGWYX ÇYSLO PEREMEN 

ZNAKA PROYZVODNÁX

New sharp inequalities of the Kolmogorov type are established, in particular, the following sharp

inequality for  2π-periodic functions  x L Tr∈ ∞( ):
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where  k,  r N∈ ,  k < r,  r ≥ 3,  p ∈ ∞[ ]1, ,  α = ( – )r k  / ( – / )r p1 1+ ,  ϕr   is the perfect Euler spline

of order  r,  ν( )′x   is the number of sign changes of the derivative  ′x   on a period.

Otrymano novi toçni nerivnosti typu Kolmohorova, zokrema toçnu nerivnist\ dlq  2 π-periodyç-

nyx funkcij  x L Tr∈ ∞( ):
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de  k,  r N∈ ,  k < r,  r ≥ 3,  p ∈ ∞[ ]1, ,  α = ( – )r k  / ( – / )r p1 1+ ,  ϕr  — ideal\nyj splajn Ejlera

porqdku  r,  ν( )′x  — çyslo zmin znaku  ′x   na periodi.

1.  Vvedenye.  Pust\  G — koneçn¥j otrezok  I  yly edynyçnaq okruΩnost\  T,

realyzovannaq kak otrezok  0 2, π[ ]  s otoΩdestvlenn¥my koncamy.  Budem ras-

smatryvat\ prostranstva  L Gp( ),  1 ≤ p ≤ ∞,  yzmerym¥x funkcyj  x :  G → R  ta-

kyx, çto  x L Gp ( ) < ∞,  hde

x L Gp ( )  : =  
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Dlq  s ∈ ∞[ ]1,   y  r N∈   oboznaçym çerez  L Gs
r ( )   mnoΩestvo funkcyj  x :

G → R  takyx, çto  x r( – )1   x x( )0 =( )   lokal\no absolgtno neprer¥vna y  x r( )  ∈
∈ L Gs( ) .  Symvolom  ϕr t( ) ,  t R∈ ,  oboznaçym  r-j  2π-peryodyçeskyj yntehral

so srednym znaçenyem na peryode, ravn¥m nulg ot funkcyy  ϕ0( )t  = sgnsin t ,  y

poloΩym  g tr( ) : = 4 1– ϕr t– ( )1 .

V sluçae  2π-peryodyçeskyx funkcyj vmesto  Lp 0 2, π[ ],  x Lp 0 2, π[ ]   y  L Ts
r( )

budem pysat\  Lp ,  x p  y  L s
r
.  PoloΩym  W r

∞  : = x L Tr∈{ ∞( ):  x r( )
∞

≤ }1 .

V nastoqwej stat\e budem yzuçat\ neravenstva dlq norm promeΩutoçn¥x

proyzvodn¥x funkcyj  x Ls
r∈   vyda

x k
q

( )   ≤  C x xp
r

s
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, (1)

a takΩe yx analohy, uçyt¥vagwye çyslo peremen znaka proyzvodn¥x.

Kak yzvestno [1], neravenstva typa Kolmohorova (1) dlq funkcyj  x Ls
r∈ ,  k,
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r N∈ ,  k < r,  q,  p,  s ∈ ∞[ ]1, , α ∈( , )0 1 ,  ymegt mesto tohda y tol\ko tohda, kohda
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. (2)

Osob¥j ynteres predstavlqgt neravenstva typa (1) s neuluçßaemoj kon-

stantoj  C.  Sredy neuluçßaem¥x neravenstv naybolee vaΩn¥ neravenstva (1) s

α = αcr ,  tak kak yz neuluçßaemoho neravenstva typa (1) s  α  = αcr ,  kak pravy-

lo, netrudno poluçyt\ neravenstvo s proyzvol\n¥m  α < αcr   y toçnoj konstan-

toj  C.  

Dlq summyruemoj  2π-peryodyçeskoj funkcyy symvolom  ν( )x   budem obo-

znaçat\ çyslo suwestvenn¥x peremen znaka  x  na peryode [2, s. 80].  V sylu

rezul\tata B. E. Kloca [1] neravenstva vyda (1) s  α > αcr   nevozmoΩn¥.  Tem ne

menee A. A. Lyhun pokazal [3], çto esly neravenstvo vyda (1) vydoyzmenyt\ tak,

çtob¥ v nem b¥lo uçteno çyslo peremen znaka proyzvodn¥x funkcyy, to voz-

moΩn¥ neravenstva typa Kolmohorova s  α > αcr .  V sylu rezul\tata A. A. Ly-

huna dlq lgb¥x  k,  r N∈ ,  k < r,  p ∈ ∞[ ]1,   y  x L r∈ 1   ymeet mesto neravenstvo
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hde  α = (r – k) / (r – 1 + 1 / p).  V [3] pryveden rqd pryloΩenyj neravenstva (3) v

teoryy approksymacyy.

V [4, 5] poluçen rqd neravenstv vyda
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,    k, r N∈ ,    k < r,

hde  αi ≥ 0 ,  α ∈ (0, 1)  dlq funkcyj  x L r∈ ∞  (v sluçae  q = 1,  p = s = ∞,  m  = r)

y dlq funkcyj  x L r∈ +
1

1
  (v sluçaqx  q = 1,  p ∈ ∞[ ]1, ,  s  = ∞,  r  / 2 < k < r; q = 2,

p = s = ∞; q = 2,  p ∈ 1, ∞[ ],  s = ∞,  m = r + 1).

V dannoj stat\e s pomow\g teorem¥ sravnenyq  Σ-perestanovok Kornejçuka

Φ( , )x t   dokazano neravenstvo

Φ ′ ⋅( )x q,   ≤  2
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∞
,    x L r∈ ∞, (4)

hde  r N∈ ,  r ≥ 3,  q, p ∈ ∞[ ]1, ,  α = (r – 2 + 1 / q) / (r – 1 + 1 / p)  (teoremaJ1).  Yz teo-

rem¥J1 v¥vedeno sledugwee neravenstvo typa Kolmohorova, uçyt¥vagwee çys-

lo peremen znaka proyzvodn¥x:
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,    k, r N∈ ,   k < r,   r ≥ 3, (5)

hde  α = (r – k) / (r – 1 + 1  / p)  (teoremaJ2).  Otmetym, çto v pravoj çasty neraven-

stva (5) v otlyçye ot analohyçnoho neravenstva yz rabot¥ [4] ne soderΩytsq

mnoΩytel\  ν x r( )+( )[ 1
 / 2

1] – α
.  Ewe odno neravenstvo takoho typa poluçeno dlq

sluçaq  q = 2,  p ∈ ∞[ ]1, ,  s = ∞,  r / 2 < k < r  (teoremaJ3).

Otmetym, çto pry  p = 1  neravenstvo (5) prynymaet vyd
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∏to neravenstvo b¥lo poluçeno v [6].
2.  Vspomohatel\n¥e svedenyq.  Dlq funkcyy  x L a b∈ [ ]1 ,   y  y > 0  polo-

Ωym

m x y( , )  : =  mes t t a b x t y: , , ( )∈[ ] >{ }.

Budem oboznaçat\ çerez  r x t( , )  perestanovku funkcyy  x t( )   [6] (§ 6.1), t.Je.

r x t( , )  : =  inf y m x y t: ( , ) ≤{ },    t b a∈[ ]0, – .

Yzvestno [7], çto

mes t t b a r x t y: , – , ( , )∈[ ] >{ }0   =  m x y( , ) .

Dlq lgboj  2π-peryodyçeskoj funkcyy  x L∈ 1  symvolom  r x t( , )  budem

oboznaçat\ perestanovku suΩenyq  x   na  0 2, π[ ],  a symvolom  r tr( , ),ϕλ  — pe-

restanovku suΩenyq  ϕλ,r   na  0 2, /π λ[ ].  Dlq  x L∈ 1  poloΩym  r x t( , ) = 0,  es-

ly  t ≥ 2π,  y  r tr( , ),ϕλ  = 0  dlq  t ≥ 2π  / λ.

Pust\  D — mnoΩestvo vsex  2π-peryodyçeskyx funkcyj  x  yz  L1,  kotor¥e

ymegt odnostoronnye predel¥ v kaΩdoj toçke, a  D1
 — mnoΩestvo vsex  2π -pe-

ryodyçeskyx funkcyj  x D∈   takyx, çto  

0

2π
∫ x t dt( )  = 0.  Dlq funkcyj  x D∈ 1

Σ-perestanovka Kornejçuka  Φ( , )x ⋅   opredelqetsq sledugwym obrazom [7,
s. 144].  Funkcyg  g t( ),  t R∈ ,  budem naz¥vat\ prostoj, esly ona opredelena na

otrezke  a b,[ ],  kotor¥j naz¥vaetsq osnovn¥m dlq funkcyy  g t( ),  y uravnenye

g t( )  = y  ymeet rovno dva kornq dlq kaΩdoho  y ∈ 0, ( )g L∞( )R .  N. P. Kornejçuk

[7] dokazal, çto kaΩdaq funkcyq  x D∈ 1
  moΩet b¥t\ predstavlena v vyde

x t( )  =  
k

kx t d∑ +( ) ,    t ∈ t t0 0 2, +[ ]π ,

hde

x t( )0   =  min ( )
t

x t ,    d = x t( )0 ,

y  x tk ( )  — prost¥e funkcyy, kotor¥e otlyçagtsq ot funkcyy  x t( )   postoqn-

n¥my na kaΩdom yntervale monotonnosty funkcyy  x .  Dlq lgboj funkcyy

x D∈ 1
  poloΩym

Φ( , )x t   : =  
k

kr x t d∑ +( , ) ,    t ∈ 0 2, π[ ],

y pust\  Φ( , )x t  = 0  dlq  t ≥ 2π.  V [8, s. 14] b¥lo pokazano, çto  Σ-perestanovka

moΩet b¥t\ opredelena dlq funkcyy  x L∈ 1.

Çerez  Φλ λϕ( , ),r ⋅   budem oboznaçat\  Σ-perestanovku  ϕλ,r   na  a[ , a + 2π λ/ ],
hde  a — nul\  ϕλ,r .  Yzvestn¥ sledugwye svojstva  Φ( , )x ⋅   [7, s. 144]:

Φ( , )x ⋅ 1  =  x 1, (7)

2 0Φ( , )x  – 2 min ( )
t

x t   =  ′x 1  =  V
0

2π
x , (8)
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hde   V0
2πx — varyacyq  x  na  0 2, π[ ].

Otmetym, çto dlq lgboj funkcyy  x L∈ 1
1
  [3]

0

t

x u du∫ Φ( , )   ≤  
0

t x

r x u du
ν( )

( , )
′

∫ . (9)

Nam ponadobytsq sledugwaq teorema.

Teorema A [6].  Pust\  r N∈ ,  r ≥ 3.  Esly funkcyq  x W r∈ ∞   ymeet nuly y
λ  v¥brano tak, çto

′x 1  ≤  λ ϕλ π λ, – , /r L1 0 21[ ]
, (10)

to poçty vsgdu na  0, /π λ[ ]
′Φ ( , )x t   ≤  λ ϕλ λ′ ( )Φ , ,r t .

Bolee toho, esly

′x 1  =  λ ϕλ π λ, – , /r L1 0 21[ ]
,

to dlq vsex  t ∈ 0, /π λ[ ]
Φ( , )x t   ≥  λ ϕλ λΦ ( , ),r t .

Esly Ωe  λ  v¥brat\ yz uslovyq

x 1  ≤  λ ϕλ π λ, , /r L1 0 2[ ]
,

to ymeet mesto (10) y v¥polneno neravenstvo

0

t

x u du∫ Φ( , )   ≤  λ ϕλ λ
0

t

r u du∫ Φ ( , ), ,    t > 0.

3.  Toçn¥e neravenstva typa Kolmohorova.
Teorema 1.  Pust\  r N∈ ,  r  ≥ 3,  x Lr∈ ∞.  Tohda dlq lgb¥x  p,  q ∈  1, ∞[ ]

v¥polnqetsq neravenstvo

Φ( , )′ ⋅x q   ≤  2
2
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( )

∞
, (11)

hde  α = (r – 2 + 1 / q) / (r – 1 + 1 / p).

Dokazatel\stvo.  Zafyksyruem funkcyg  x Lr∈ ∞.  Bez potery obwnosty

moΩno sçytat\, çto  x  ymeet nuly.  V sylu odnorodnosty neravenstva (11) mo-

Ωem predpoloΩyt\, çto

x r( )
∞

  =  1. (12)

Tohda  x W r∈ ∞ .  V¥berem  λ > 0,  udovletvorqgwee uslovyg

′x 1  =  λ ϕλ π λ, – ; /r L1 0 21[ ]
. (13)

Otsgda v sylu teorem¥ A sleduet, çto

Φ( , )x t   ≥  λ ϕλ λΦ ( , ),r t ,    t ∈ 0, /π λ[ ],

y
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0

t
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0

1

t
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Tohda dlq vsex  t ∈ 0, /π λ[ ]  v¥polneno neravenstvo

0

t
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0

t

r u du∫ Φ ( , ), . (15)

PokaΩem, çto dlq  t ∈ 0, /π λ[ ]

λ ϕλ λ
0

t

r u du∫ Φ ( , ),   =  λ ϕ
λ

– ( , )r
t

rr u du
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∫ . (16)

Oboznaçym çerez  ϕλ, ( )r t   suΩenye  ϕλ, ( )r t   na  0, /π λ[ ].  Sohlasno opredelenyg

Σ-perestanovky

Φλ λϕ( , ),r t   =  2r trϕλ, ,( ) ,    t ∈



0; π

λ
. (17)

Qsno, çto  r trϕλ, ,( ) = r trϕλ, , 2( ) .  Poπtomu
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Otsgda sleduet (16).  Yz (9), (15) y (16) poluçaem
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t x
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Polahaq  m = ν( )′x ,  ξ = t m,  neravenstvo (18) zapys¥vaem v vyde

0

ξ
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( ) , ,

çto ravnosyl\no (20).  Yz (19) y (20) sleduet, çto dlq lgboho  ξ ∈  0,
mπ
λ





   v¥-

polnqetsq neravenstvo
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λ

,  neravenstvo (21) ymeet mesto dlq

vsex   ξ > 0.  Otsgda v sylu teorem¥ Xardy – Lyttlvuda (sm. predloΩenye 1.3.10

yz [9]) poluçaem

x p  ≥  ψ π λr L mp 0, /[ ] , (22)

hde  ψr t( )  =  2 1λ–( – )r

m
ϕ λ

r m
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Tak kak  m = ν( )′x ,  yz (22) ymeem
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ν
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x

p
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S druhoj storon¥, yz (14) v sylu teorem¥ Xardy – Lyttlvuda sleduet neravens-

tvo

Φ( , )′ ⋅x q   ≤  λ ϕλ λ π λ
Φ ( , ), – , /r Lq

1 0
⋅

[ ]
,    q ≥ 1. (24)

Obæedynqq (17) y oçevydnoe neravenstvo

ϕλ π λ, , /r Lq 0 2[ ]
  =  λ ϕ

– –r q
r q

1
,
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q
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Teper\ yz (23) – (25) poluçaem
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Uçyt¥vaq ravenstvo  α = (r – 2 + 1 / q) / (r – 1 + 1 / p),  ymeem

Φ ′ ⋅( )x

x
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,
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ˆ.

Poslednee neravenstvo v sylu (12) ravnosyl\no (11).

Teorema dokazana.

Teorema 2.  Pust\  k , r N∈ ,  k  < r,  r  ≥ 3,  p , q ∈ ∞[ ]1, .  Tohda dlq lgboj
funkcyy  x Lr∈ ∞  v¥polnqetsq neravenstvo
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α
α α( ) – / – ( ) –′





( )

∞
x

x x
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p

r
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, (26)

hde  α  = (r – k) / (r – 1 + 1 / p).  Neravenstvo (26) qvlqetsq neuluçßaem¥m y ob-
rawaetsq v ravenstvo dlq funkcyj vyda  x t( ) = a t bn rϕ , ( )+ ,  a, b R∈ ,  n N∈ .

Dokazatel\stvo.  Zafyksyruem funkcyg  x Lr∈ ∞.  Bez potery obwnosty

moΩem sçytat\, çto funkcyq  x  ymeet nuly.  Snaçala dokaΩem (26) pry  k = 1.

Pry  q = 1  yz teorem¥J1 v sylu (7) sleduet neravenstvo

′x 1  ≤  
ν ϕ

ϕ

α

α
α α( ) – / – ( ) –′





( )

∞
x

x x
p r

r p
p

r

2

1 1 1 1 11

1
1 1

, (27)

hde  α1 = (r – 1) / (r – 1 + 1 / p).

Pust\ teper\  k > 1.  Dlq funkcyy  ′ ∈ ∞x Lr –1
  yz (6) sleduet neravenstvo

x k( )
1
  ≤  

ϕ

ϕ

r k

r

k

r

k

r r
k

rx x
–

–

–
–
–

–
–
– ( )

–
–1

1 1

1
1
1

1

1
1
1

1
1′

∞
. (28)

Yspol\zuq (27) dlq ocenky  ′x 1   v pravoj çasty (28), poluçaem

x k( )
1
  ≤  

ϕ

ϕ

ν ϕ

ϕ

α

α
α αr k

r

k

r

p r

r p
p

r

k

r
r

k

rx
x x x

–

–

–
–
–

– – ( ) –

–
–
–

( )

–
–( )1

1 1

1
1
1

1 1
1 1 1

1
1
1 1

1

2

1
1 1′























∞ ∞
  =

=  
ν ϕ

ϕ

α

α

α α( ) – –
–
– –

–
–
–

–
–
– ( ) –

–
–

( – )
–
–

′





























∞







+x
x xp

k

r r

r p

k

r

p

k

r r
k

r

k

r
2

1 1 1
1
1 1 1

1
1
1

1
1
1 1

1
1

1
1
1

1

1

1
1 ,

hde  α1 = (r – 1) / (r – 1 + 1 / p).
Poskol\ku  1(  – (k – 1) / (r – 1 1))α  = (r – k) / (r – 1 + 1 / p),  otsgda sleduet nera-

venstvo (26).  Eho toçnost\ lehko proveryt\ s pomow\g oçevydnoho ravenstva

ϕn r p,  = n r
r p

– ϕ .

Teorema dokazana.

Teorema 3.  Pust\  k,  r N∈ ,  r  / 2 < k < r,  r  ≥ 3,  p ∈ ∞[ ]1, .  Tohda dlq lgboj
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funkcyy  x Lr∈ ∞

x k( )
2

  ≤  
ν ϕ

ϕ

α

α
α α( ) – / – ( ) –′





( )

∞
x

x x
p r k

r p
p

r

2

1 1
2 1

, (29)

hde  α  = (r – k) / (r – 1 + 1 / p).  Neravenstvo (29) obrawaetsq v ravenstvo dlq
funkcyj vyda  x t( ) = a t bn rϕ , ( )+ ,  a, b R∈ ,  n N∈ .

Dokazatel\stvo.  Yntehryruq po çastqm, ymeem

x k( )
2

2
  =  

0

2π

∫ x t x t dtk k( ) ( )( ) ( )   =  
0

2
2

π

∫ x t x t dtr k r( ) ( – )( ) ( )   ≤  x xk r r( – ) ( )2
1 ∞

.

Ocenyvaq  x k r( – )2
1
  s pomow\g (26), poluçaem ocenku

x k( )
2

2
  ≤

≤  
ν ϕ

ϕ
( )

( – )
– /

– ( – )
( – )/( – / )

– / ( )
– – /
– / ( )′





+













+

( − )
+

∞

+
+

∞
x

x x x

r k
r p p r k

r p
r k r p p

r k
r p r

k r p
r p r

2

2
1 1

1 1
2 1

2 1 1

2
1 1

2 1 1
1 1 ,

yz kotoroj sleduet (29) v sylu ravenstva  ϕ2 1( – )r k  = ϕr k– 2

2
.  Toçnost\ nera-

venstva (29) oçevydna.

Teorema dokazana.
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