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O KRYTERYY RAVNOMERNOJ OHRANYÇENNOSTY 

C0-POLUHRUPPÁ OPERATOROV 

V HYL|BERTOVOM PROSTRANSTVE 

Let  T ( t ) ,  t  ≥  0,  be a  C0 
-

 
semigroup of linear operators acting in the Hilbert space  H  with norm  ⋅ .

It is proved that  T  ( t )  is uniformly bounded, i.e.,  T t M( ) ≤ ,  t  ≥  0,  if and only if the condition

sup ( ( ) ( ))
t

t

t
T s T s x ds

>

∗∫ + < ∞
0 0

21
    holds for all    x ∈ H ,

where  T∗
  is the adjoint operator.

Nexaj  T  ( t ) ,  t  ≥  0,  [  C0 
-

 
pivhrupog linijnyx operatoriv, wo di[ u hil\bertovomu prostori  H   z

normog  ⋅ .  Dovedeno, wo  T  ( t )  [ rivnomirno obmeΩenog, tobto  T t M( ) ≤ ,  t   ≥  0,  todi i

til\ky todi, koly vykonu[t\sq umova 

sup ( ( ) ( ))
t

t

t
T s T s x ds

>

∗∫ + < ∞
0 0

21
    dlq vsix    x ∈ H ,

de  T∗
 — sprqΩenyj operator. 

1.  Vvedenye.  Pust\  H — hyl\bertovo prostranstvo so skalqrn¥m proyzvede-

nyem  ( ⋅ , ⋅ )  y normoj  ⋅ ,  E  =  E  ( H ) — mnoΩestvo lynejn¥x plotno oprede-

lenn¥x zamknut¥x operatorov, dejstvugwyx v  H ,  a  L   =  L  ( H ) — alhebra ly-

nejn¥x ohranyçenn¥x operatorov, dejstvugwyx v  H.  Çerez  σ  ( A )  oboznaçym

spektr operatora  A ∈ E ,  I — edynyçn¥j operator y  R ( A, λ  )  =  ( )A I− −λ 1,  λ 4∉

∉ σ ( A ) , — rezol\venta operatora  A .  Esly operator  A  prynadleΩyt  E,  to  A 
∗

— eho soprqΩenn¥j operator. 

V stat\e [1] (sm. takΩe [2]) b¥lo pokazano, çto esly dlq  C0 
-

 
poluhrupp¥

operatorov  T ( t ) ,  t  ≥  0,  dlq lgboho vektora  x ∈ H  v¥polnqetsq ocenka  

sup ( ) ( )
t

t

t
T s x T s x ds

>

∗∫ +[ ]
0 0

2 21   <  ∞  , (1)

to poluhruppa  T ( t )  qvlqetsq ravnomerno ohranyçennoj.  V dannoj stat\e doka-

zano, çto uslovye (1) moΩno oslabyt\, a ymenno, dlq toho çtob¥ poluhruppa
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T ( t )  b¥la ravnomerno ohranyçennoj, vmesto ocenky (1) dostatoçno potrebovat\

v¥polnenyq ocenky 

sup ( ( ) ( ))
t

t

t
T s T s x ds

>

∗∫ +
0 0

21   <  ∞  .

∏tot rezul\tat qvlqetsq neprer¥vn¥m analohom sootvetstvugweho utverΩde-

nyq dlq dyskretnoj poluhrupp¥ operatorov  T 
n,  n  =  0, 1, … .  A ymenno, v rabo-

te [3] b¥lo pokazano, çto operator  T ∈  L ( H )  qvlqetsq stepenn¥m ohranyçen-

n¥m, t. e.  T n   ≤   M,  n ∈  N,  tohda y tol\ko tohda, kohda dlq lgboho vektora

x4∈ H  spravedlyva ocenka 

sup ( )
k j

k
j j

k
A A x

∈ =

−
∗∑ +

N

1

0

1
2
  <  ∞  .

2.  Predvarytel\n¥e svedenyq y rezul\tat¥.  Napomnym neobxodym¥e

dlq dal\nejßeho yzloΩenyq svedenyq yz teoryy poluhrupp operatorov [4, 5].
Semejstvo  T ( t ) ,  t  ≥  0,  lynejn¥x ohranyçenn¥x operatorov, dejstvugwyx v  H ,
obrazuet  C0 

-
 
poluhruppu operatorov, esly  T I( )0 = ,  T t t T t T t( ) ( ) ( )1 2 1 2+ = ,

t t1 2 0, ≥ ,  y 

T t x x( ) − → 0,      t  →  0,    ∀ x ∈ H .

Henerator  A  (proyzvodqwyj operator)  C0 
-

 
poluhrupp¥  T ( t )  opredelqetsq kak

syl\n¥j predel 

Ax  =  lim
( )

t

T t x x
t→

−
0

,      x ∈ D ( A ) ,

y qvlqetsq plotno zadann¥m zamknut¥m operatorom.  Pry πtom dlq sootvetst-

vugwej poluhrupp¥ budem yspol\zovat\ oboznaçenye  T ( t )  =  et A ,  t  ≥  0.  Typom

C0 
-

 
poluhrupp¥  T ( t )  =  et A

  naz¥vaetsq çyslo 

ω0 ( A )  =  ω0  =  lim
ln ( )

t

T t
t→∞

,

y poluhruppa  T  ( t )  naz¥vaetsq ravnomerno ohranyçennoj, esly najdetsq takaq

postoqnnaq  M  ≥  0,  çto 

T t( )   ≤  M,      t  ≥  0. (2)

Pry πtom esly  et A
  qvlqetsq  C0 

-
 
poluhruppoj, to soprqΩenn¥j operator  A 

∗

takΩe poroΩdaet  C0 
-

 
poluhruppu operatorov. 

Esly typ poluhrupp¥  et A
  udovletvorqet neravenstvu  ω0 ( A )  ≤  0  (v çastno-

sty, esly poluhruppa qvlqetsq ravnomerno ohranyçennoj), to spektr  σ ( A )  ras-

poloΩen v poluploskosty  Re λ  ≤  0  y dlq rezol\vent  R ( A, λ ) ,  R ( A 
∗, λ  ) ,  hene-

ratorov poluhrupp spravedlyv¥ predstavlenyq 

R ( A, λ )  =  – 

0

∞
−∫ e e dtt t Aλ ,      R ( A 

∗, λ  )  =  – 

0

∞
−∫

∗
e e dtt t Aλ ,      Re λ  >  0. (3)

Otsgda y yz ravenstva Parsevalq dlq preobrazovanyq Fur\e v hyl\bertovom

prostranstve sledugt yzvestnoe ravenstvo
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0

2
∞

−∫ e e x dtt t Aν   =  1
2

2

π
λ λ

ν

ν

− ∞

+ ∞

∫
i

i

R A x d( , ) ,      ν  >  0, (4)

y analohyçnoe ravenstvo s zamenoj operatora  A  na soprqΩenn¥j operator  A 
∗

 . 

Lemma.  Pust\  T  — lynejn¥j ohranyçenn¥j operator v prostranstve  H  .
Tohda dlq lgboho vektora  x  ∈  H  y lgboho kompleksnoho çysla  α  ,  α   ≠   – 1,
v¥polnqetsq neravenstvo 

T x T x2 2 2
+ ∗α   ≤

≤  C T T x c T T x x( ) ( ) (( ) , )( )α α α α+ + +{ }∗ ∗2
0

2 2 , (5)

hde  c0( )α   =  min ,{ }1 α   y postoqnnaq

C( )α   =  

  

2
2 1

1

2
2 1 1

1

− −
≤

− −
>










α
α

α
α

pry

pry

,

.
/

(6)

Dokazatel\stvo.  Dlq lgboho vektora  x ∈ H  spravedlyvo ravenstvo 

( )T T x+ ∗α
2
  =  T x T x T x x2 2 2 22+ + { }∗α αRe ( , ) ,

yz kotoroho poluçaem ocenku 

T x T x2 2 2
+ ∗α   ≤  ( ) Re ( , )T T x T x x+ + { }∗α α

2 22 . (7)

Rassmotrym snaçala sluçaj  α ≤ 1,  α  ≠  – 1,  tak çto  c0( )α α= .  Tohda,

yspol\zuq predstavlenye 

2 2Re ( , )α T x x{ }   =  α α( , ) ( , )T x x T x x2 2+ ∗   =

=  α α α α(( ) , ) ( )( , )T T x x T x Tx2 2 1+ + −∗ ∗

y neravenstvo  2 α T x T x∗   ≤  T x T x2 2 2
+ ∗α ,  ymeem 

2 2Re ( , )α T x x{ }   ≤  α α α α(( ) , )T T x x T x T x2 2 1+ + −∗ ∗   ≤

≤  α α α α(( ) , )T T x x T x T x2 2 2 2 21
2

+ + − +{ }∗ ∗ .

Otsgda y yz (7) naxodym 

T x T x2 2 2
+ ∗α   ≤  ( )T T x+ ∗α

2
  +

+  α α α α(( ) , )T T x x T x T x2 2 2 2 21
2

+ + − +{ }∗ ∗ ,

otkuda, v svog oçered\, s uçetom toho, çto  1 2− <α ,  α  ≠   – 1,  v¥tekaet nera-

venstvo (5) pry  α ≤ 1. 

Poskol\ku  ( )T T∗ ∗ = ,  v sluçae  α > 1  dlq dokazatel\stva lemm¥ moΩno

vospol\zovat\sq uΩe dokazannoj ocenkoj (5) dlq  α ≤ 1.  A ymenno, pry

α > 1,  polahaq  β α= 1/ ,  ymeem 

T x T x2 2 2
+ ∗α   =  α β2 2 2 2T x T x∗ +[ ]  ≤
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≤  
2

2 1

2 2 2 2α
β

β β β
− −

+ + +{ }∗ ∗( ) (( ) , )T T x T T x x   =

=  2
2 1 1

2 2 2

− −
+ + +{ }∗ ∗

/
( ) (( ) , )

α
α αT T x T T x x .

Lemma dokazana. 

Otmetym, çto prymer proyzvol\noho samosoprqΩennoho ohranyçennoho ope-

ratora  T T= ∗
  pokaz¥vaet, çto neravenstvo (5) ne v¥polnqetsq pry  α  =  – 1. 

Yz lemm¥, v ee oboznaçenyqx dlq postoqnn¥x  c0( )α   y  C( )α ,  neposredst-

venno poluçaem sledugwee utverΩdenye. 

Sledstvye�1.  Pust\ semejstvo operatorov   T  ( t ) ∈  L ( H ) ,   t  ≥  0,   ymeet
poluhruppovoe svojstvo  T t t T t T t( ) ( ) ( )1 2 1 2+ = ,  t1  , t2  ≥   0.  Tohda dlq lgb¥x
t  ≥  0,  kompleksnoho çysla  α  ,  α   ≠   – 1,  y proyzvol\noho vektora  x ∈ H  v¥-
polnqetsq neravenstvo 

T t x T t x( ) ( )2 2 2
+ ∗α   ≤

≤  C T t T t x c T t T t x x( ) ( ( ) ( )) (( ( ) ( )) , )( )α α α α+ + +{ }∗ ∗2
0 2 2  .

3.  Ravnomerno ohranyçenn¥e  C0 
-

 
poluhrupp¥.  Osnovn¥m rezul\tatom

rabot¥ qvlqetsq sledugwaq teorema. 

Teorema.  Pust\  T  ( t ) ,  t  ≥  0, — C0 
-

 
poluhruppa v  H  y suwestvugt takye

çyslo  α  ∈  C ,  α   ≠   0,   α   ≠   – 1,  y postoqnnaq  M   ≥   1,  çto v¥polnqetsq
neravenstvo 

1 2

0
t

T s T s x ds
t

( ( ) ( ))+ ∗∫ α   ≤  M x 2,      t  >  0,    ∀ x ∈ H . (8)

Tohda  T ( t )  qvlqetsq ravnomerno ohranyçennoj  C0 
-

 
poluhruppoj, a ymenno 

T t( )   ≤  
C

M c M
( ) ( )α
α

α+{ }0 ,      t  ≥  0, (9)

hde postoqnn¥e  C( )α   y  c0( )α   vzqt¥ yz lemm¥. 

Dokazatel\stvo.  V sylu poluhruppov¥x svojstv semejstva operatorov

T ( t )  dlq lgb¥x  t  >  0  y  x ∈ H  ymeem ravenstvo 

( T ( t ) x , x )  =  1

0
t

T t x x ds
t

( ( ) , )∫   =  1

0
t

T t x T t s x ds
t

( )( ) , ( )∗ −∫ ,

y, sledovatel\no, yspol\zuq sledstvye41, poluçaem neravenstvo 

( )( ) ,T t x x   ≤  1

0
t

T s x T t s x ds
t

∫ ∗ −( ) ( )   ≤

≤  1
2

0

2 2 2

α
α

t
T s x T s x ds

t

∫ +{ }∗( ) ( )   ≤

≤  
C

t
T s T s x ds c x T s T s x ds

t t
( )

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))( )α
α

α α α
2

2 2
2

0
0

0

+ + +











∗ ∗∫ ∫ .

Otsgda na osnovanyy uslovyq (8) ymeem 
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( ( ) , )T t x x   ≤  
C

M x c x
t

T s T s x ds
t

( )
( ( ) ( ))( )α

α
α α

2
1
2

2
0

2

0

2

+ +











∗∫   ≤

≤  
C

M c M x
( ) ( )α
α

α
2 0

2+{ } ,

otkuda, yspol\zuq ocenku norm¥ ohranyçennoho operatora çerez eho çyslovoj

radyus [6] 

T   ≤  2 w T( ),      w T( )  =  sup ( , )
,x H x

T x x
∈ =1

,

poluçaem ocenku (9). 

Teorema dokazana. 

Zameçanye.  Polahaq v teoreme  α  =  1,  poluçaem, çto esly dlq  C0 
-

 
polu-

hrupp¥  T ( t )  v¥polnqetsq neravenstvo 

1 2

0
t

T s T s x ds
t

( ( ) ( ))+ ∗∫   ≤  M x 2,      t  >  0,    ∀ x ∈ H ,

to  T ( t )  qvlqetsq ravnomerno ohranyçennoj  C0 
-

 
poluhruppoj, pryçem spraved-

lyva ocenka  T t( )   ≤  M M+ ,  t  ≥  0. 
Otmetym, çto teorema ne verna dlq znaçenyq  α   =  0.  A ymenno, v [7] pryve-

den prymer  C0 
-

 
poluhrupp¥  T ( t )  v hyl\bertovom prostranstve  L2( )R ,  dlq ko-

toroj v¥polnqetsq uslovye (8) s  α  =  0,  odnako  T ( t )  ne qvlqetsq ravnomerno

ohranyçennoj.  S druhoj storon¥, dlq toho çtob¥ ubedyt\sq, çto otvet na vop-

ros o spravedlyvosty teorem¥ dlq znaçenyq  α  =  – 1  takΩe qvlqetsq otryca-

tel\n¥m, dostatoçno rassmotret\ poluhruppu  T ( t )  =  etA,  t  ≥  0. 
Yz dokazannoj teorem¥ v kaçestve sledstvyq netrudno poluçyt\ sledugwee

utverΩdenye. 

Sledstvye�2.  Pust\ operator  A  ∈  E  qvlqetsq heneratorom  C0 
-

 
polu-

hrupp¥  T  ( t )  =  etA,  t  ≥  0,  y  α  ∈  C ,  α   ≠   0,  α   ≠   – 1, — nekotoroe fyksyro-
vannoe kompleksnoe çyslo.  Tohda πkvyvalentn¥ sledugwye utverΩdenyq : 

1)  poluhruppa  T ( t )  qvlqetsq ravnomerno ohranyçennoj ; 

2)  poluhruppa  T  ( t )  ymeet typ  ω0 ( A )  ≤   0  y dlq kaΩdoho  x ∈  H  v¥polnq-
etsq ocenka 

sup ( ( , ) ( , ))
ν ν

ν

ν λ α λ λ
> − ∞

+ ∞
∗∫ +

0

2

i

i

R A R A x d   <  ∞  ;

3)  dlq lgboho vektora  x ∈ H 

sup ( ( ) ( ))
ν

νν α
>

−
∞

∗∫ +
0 0

2
e T t T t x dtt   <  ∞  ;

4)  dlq lgboho vektora  x ∈ H  spravedlyva ocenka 

sup ( ( ) ( ))
t

t

t
T s T s x ds

>

∗∫ +
0 0

21 α   <  ∞  .

Dokazatel\stvo.  Ymplykacyq  1)  ⇒  2)  sleduet yz oçevydnoho neraven-

stva 
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( ( , ) ( , ))R A R A xλ α λ+ ∗ 2
  ≤  2 2 2 2

R A x R A x( , ) ( , )λ α λ+( )∗

y ravenstva Parsevalq (4) dlq operatorov  A  y  A 
∗

 .  Dalee, esly  T ( t )  =  etA,  t  ≥
≥  0,  qvlqetsq  C0 

-
 
poluhruppoj nepoloΩytel\noho typa  ω0 ( A )  ≤  0,  to sohlas-

no (3) ymeem ravenstvo  

( ( , ) ( , ))R A R A xλ α λ+ ∗   =  – e e e x dtt t A t A−
∞

∫ +
∗λ α

0

( ) ,      Re λ  >  0.

Tohda yz ravenstva Parsevalq dlq preobrazovanyq Fur\e dlq lgboho vektora

x4∈ H  poluçaem sootnoßenye 

e T t T t x dtt− ∗
∞

+∫ ν α( ( ) ( ))
2

0

  =

=  1
2

2

π
λ α λ λ

ν

ν

− ∞

+ ∞
∗∫ +

i

i

R A R A x d( ( , ) ( , ))       ∀ ν  >  0,

otkuda sleduet ymplykacyq  2)  ⇒  3). 

Dlq lgboj yzmerymoj neotrycatel\noj funkcyy  f ( t ) ,  t  ≥  0,  spravedlyva

ocenka (sm. [7]) 

e
t

f s ds
t

t
−

>
∫1

0 0

1sup ( )   ≤  sup ( )
ν

νν
>

∞
−∫

0 0

e f t dtt   ≤  sup ( )
t

t

t
f s ds

>
∫

0 0

1 .

Prymenqq πtu ocenku k funkcyy  f ( t )  =  ( ( ) ( ))T t T t x+ ∗α
2
,  poluçaem πkvyva-

lentnost\ uslovyj43) y 4). 

Esly v¥polneno uslovye 4), to sohlasno teoreme Banaxa – Ítejnhauza o rav-

nomernoj ohranyçennosty [5], najdetsq takaq postoqnnaq  M,  çto budet v¥pol-

neno y uslovye (8).  Teper\ dlq zaverßenyq dokazatel\stva sledstvyq nuΩno

soslat\sq na dokazannug teoremu, otkuda budet sledovat\ spravedlyvost\ ym-

plykacyy  4)  ⇒  1). 
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