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YZOMONODROMNÁE DEFORMACYY 

Y DYFFERENCYAL|NAQ TEORYQ HALUA 

We show how  a solution of an inverse problem of the differential Galois theory can be used to construct
isomonodromic deformations.

Pokazano qk moΩna vykorystaty rozv’qzok oberneno] zadaçi dyferencial\no] teori] Halua dlq

pobudovy izomonodromnyx deformacij. 

V poslednye hod¥ znaçytel\no vozros ynteres k yzuçenyg lynejn¥x dyffe-

rencyal\n¥x uravnenyj s parametramy metodamy dyfferencyal\noj alhebr¥

(sm. [1]).  Naprymer, k takym uravnenyqm svodqtsq nekotor¥e zadaçy hamyl\to-

novoj dynamyky.   Kak pokazano v [2], dyfferencyal\no-alhebrayçeskug tex-

nyku moΩno uspeßno prymenyt\ dlq ustanovlenyq neyntehryruemosty komp-

leksn¥x analytyçeskyx hamyl\tonov¥x system.   Podobn¥m obrazom texnyku

dyfferencyal\noj alhebr¥ moΩno yspol\zovat\ dlq postroenyq yzomono-

dromn¥x semejstv lynejn¥x dyfferencyal\n¥x uravnenyj  (opredelenyq sm. v

[3, c. 128]). 
V pryloΩenyqx çasto pryxodytsq reßat\ lynejn¥e dyfferencyal\n¥e

uravnenyq s parametramy y rehulqrn¥my osob¥my toçkamy.  Pry πtom dlq ka-

kyx-to konkretn¥x, fyksyrovann¥x znaçenyj parametrov ynohda udaetsq polu-

çyt\ toçn¥e reßenyq πtyx uravnenyj.  Estestvenno voznykaet vopros:  nel\zq

ly kak-to neznaçytel\no yzmenyt\ (deformyrovat\) znaçenyq parametrov (na-

prymer, slehka yzmenyv poloΩenye osob¥x toçek) tak, çtob¥ xarakter  povede-

nyq reßenyj v okrestnosty osob¥x toçek uravnenyq ostalsq preΩnym?  Po-

skol\ku xarakter povedenyq reßenyj v okrestnosty osob¥x toçek uravnenyq

klassa Fuksa opredelqetsq eho hruppoj monodromyy  (opredelenyq sm. v [4]),
takye deformacyy parametrov uravnenyq prynqto naz¥vat\ yzomonodromn¥my

(t. e.  ne menqgwymy hruppu monodromyy uravnenyq).  Yzomonodromn¥e defor-

macyy koπffycyentov uravnenyq vtoroho porqdka yzuçal ewe Fuks  [5]  v

1907=h.  Çut\ pozdnee Ílezynher [6] poluçyl systemu lynejn¥x dyfferency-

al\n¥x uravnenyj, opys¥vagwug yzomonodromn¥e deformacyy.  Odnako, esly

çyslo  N  osob¥x toçek uravnenyq bol\ße trex, yssledovanye poluçennoj sys-

tem¥ ne prowe, çem yssledovanye ysxodnoho uravnenyq.  Naprymer, pry  N  =  4
posle opredelenn¥x preobrazovanyj pryxodym k uravnenyqm Penleve. 

S druhoj storon¥, rassmatryvaemaq zadaça postroenyq yzomonodromn¥x se-

mejstv lynejn¥x dyfferencyal\n¥x uravnenyj tesno svqzana s tak naz¥vae-

moj obratnoj zadaçej teoryy Halua dyfferencyal\n¥x polej (sm. [7]), a ymen-

no, postroenyem po zadannoj lynejnoj alhebrayçeskoj hruppe  G  lynejn¥x

dyfferencyal\n¥x uravnenyj, hruppa Halua kotor¥x yzomorfna  G .  Delo v
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tom, çto dlq uravnenyj Fuksa hruppa Halua uravnenyq sovpadaet s zam¥kanyem

(v topolohyy Zaryskoho) hrupp¥ monodromyy πtoho uravnenyq y pry yssledova-

nyy obwyx svojstv reßenyj takoho uravnenyq ne suwestvenno kakug yz nyx

rassmatryvat\. 

V to Ωe vremq v reßenyy obratnoj zadaçy teoryy Halua dyfferencyal\n¥x

polej uΩe dostyhnut znaçytel\n¥j prohress.  V çastnosty, Kovaçyç [8] reßyl

obratnug zadaçu dlq svqzn¥x razreßym¥x lynejn¥x alhebrayçeskyx hrupp nad

proyzvol\n¥m dyfferencyal\n¥m polem xarakterystyky nul\.  ∏to oznaçaet,

naprymer, çto esly zam¥kanye hrupp¥ monodromyy uravnenyq — svqznaq razre-

ßymaq alhebrayçeskaq hruppa, to moΩno vospol\zovat\sq rezul\tatamy Kova-

çyça dlq postroenyq yzomonodromnoho semejstva lynejn¥x dyfferencyal\-

n¥x uravnenyj s takoj hruppoj monodromyy nad proyzvol\noj rymanovoj po-

verxnost\g.  Odnako πty rezul\tat¥ malo yzvestn¥ specyalystam v oblasty

yzomonodromn¥x deformacyj yz-za abstraktnoj, çysto alhebrayçeskoj form¥

yx predstavlenyq. 

Cel\ dannoj stat\y — pokazat\ na prymere kak moΩno yspol\zovat\ reße-

nye obratnoj zadaçy dlq konkretnoj lynejnoj alhebrayçeskoj hrupp¥, çtob¥

postroyt\ yzomonodromn¥e deformacyy.         

Pust\  C ( z ) — dyfferencyal\noe pole racyonal\n¥x funkcyj odnoj pere-

mennoj  z  s kompleksn¥my koπffycyentamy y dyfferencyrovanyem  d / dz .
M¥ budem yspol\zovat\ ponqtyq y opredelenyq yz [7].  V çastnosty, budem

predpolahat\, çto vse rasßyrenyq dyfferencyal\n¥x polej leΩat v nekoto-

rom fyksyrovannom unyversal\nom dyfferencyal\no-polevom rasßyrenyy  U
polq  C ( z ) .  Pust\ çysla  λ1 , … , λn  ne cel¥e y ne vse racyonal\n¥,  m  ≥   1,
a1 , … , an ,  b1 , … , bm — konstant¥, alhebrayçesky nezavysym¥e nad  C,  y  K —

alhebrayçeskoe zam¥kanye  C ( a1 , … , an , b1 , … , bm )  v  U.  Oboznaçym
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L ( y )  ≡  ′′ + ′ +y f y f y1 2 . (1)

Oboznaçym takΩe çerez  G  alhebrayçeskug matryçnug hruppu, poroΩdennug

matrycamy vyda  
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,  µ− ∗∈1 C ,  i  
2   =   – 1.  Dlq lgboj

dyfferencyal\noj specyalyzacyy  ( , )a b   →   ( ˜, ˜)a b   nad  C  oboznaçym çerez

˜( )L y   dyfferencyal\n¥j operator, kotor¥j poluçaetsq yz  L y( )   putem

zamen¥ v eho koπffycyentax konstant  a1 , … , an ,  b1  , …  , bm  na konstant¥

˜ , , ˜a an1 … ,  ˜ , , ˜b bm1 … . 

Teorema.  Hruppa Halua operatora (1) nad  K  ( z )  yzomorfna  G ,  u1  ,  u2 —
fundamental\naq systema nulej πtoho operatora.  Dlq lgboj dyfferency-

al\noj   specyalyzacyy   ( , )a b   →  ( ˜, ˜)a b    n a d   C    takoj,    çto  ˜ , , ˜a an1 … ,
˜ , , ˜b bm1 …  ∈  C  poparno razlyçn¥, hruppa Halua operatora  

˜( )L y   nad polem
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C ( z )  yzomorfna   G.   Matryc¥ monodromyy dlq bazysa   ũ1,  ũ2    v toçkax  ã j

ymegt vyd  
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Dokazatel\stvo.  V¥bor konstant, sohlasno teoreme [9, c. 116], obespeçy-

vaet yzomorfyzm hrupp Halua sootvetstvugwyx operatorov na hruppu  G.   Tot

fakt, çto  u1 , u2 — fundamental\naq systema nulej operatora  L y( ) ,  ustanav-

lyvaetsq neposredstvennoj proverkoj.  Netrudno ubedyt\sq, çto v okrestnosty

osoboj  toçky  ã j   loharyfmyçeskye proyzvodn¥e fundamental\noj system¥

nulej operatora  
˜( )L y   ymegt vyd  ˜ ˜/′u u1 1  ≈  λ j jz a/ ( ˜ )− ,  ˜ ˜/′u u2 2   ≈   – λ j jz a/ ( ˜ )− .

Sledovatel\no,  pry  obxode vokruh toçky  ã j   funkcyy  ũ1,  ũ2   pryobretagt

postoqnn¥e mnoΩytely,  t. e.  ũ1  →  exp( ) ˜2 1π λi uj ,  ũ2   →  exp( ) ˜−2 2π λi uj ,  çto

sootvetstvuet matryce monodromyy, ukazannoj v formulyrovke teorem¥.

Analohyçno, v okrestnosty osoboj toçky  b̃j   ymeem sledugwye predstavlenyq

dlq loharyfmyçeskyx  proyzvodn¥x:  ˜ ˜/′u u1 1  ≈  1 4/ ( ˜ ) ˜z b f z bj j− + − ,   ˜ ˜/′u u2 2   ≈

≈  1 4/ ( ˜ ) ˜z b f z bj j− − − , hde  f — rehulqrn¥j v  b̃j   mnoΩytel\.  Sledovatel\no,

pry obxode vokruh πtoj toçky funkcyy  ũ1,  ũ2   preobrazugtsq tak:  ũ1  →  iũ2 ,
ũ2   →  iũ1,  çto takΩe sootvetstvuet matryce monodromyy, ukazannoj v teoreme

dlq toçky  b̃j . 

Teorema dokazana. 

Zametym, çto operator (1) predstavlqet soboj ne çto ynoe, kak yzomono-

dromnug deformacyg, esly rassmatryvat\ konstant¥  a1 , … , an ,  b1 , … , bm  kak

parametr¥ operatora y πty parametr¥ ne svqzan¥ s çyslamy  λ1 , … , λn . 

Prymer.  V kaçestve prymera pryvedennoho v¥ße operatora rassmotrym

sluçaj, kohda  m  =  1  y  n  =  2.  Tohda 
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V¥polnym teper\ nekotor¥e promeΩutoçn¥e podsçet¥: 
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Podstavyv poluçenn¥e v¥ße v¥raΩenyq v formul¥ dlq koπffycyentov ope-

ratora (1), posle prost¥x, no slehka hromozdkyx, preobrazovanyj poluçym 

f1  =  ( ) ( ) ( ) ( )z a z a z b z− + − − − − −− − − −
1

1
2

1 1 1θ ,
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