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ВЛАСТИВОСТI ЦIЛИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

The close-to-convexity and l-index boundedness of entire solutions of the differential equations z2w′′ +
+ βzw′ + (γz2 − β)w = 0 and zw′′ + βw′ + γzw = 0 are investigated.

Дослiджено близькiсть до опуклостi та обмеженiсть l-iндексу цiлих розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь z2w′′ + βzw′ + (γz2 − β)w = 0 i zw′′ + βw′ + γzw = 0.

1. Вступ. Однолиста аналiтична в D =
{
z : |z| < 1

}
функцiя f називається

опуклою, якщо f(D) — опукла область. Вiдомо [1, c. 203], що умова Re
{
1 +

+ zf ′′(z)/f ′(z)
}

> 0, z ∈ D, є необхiдною i достатньою для опуклостi f. Функ-
цiя f називається [1, c. 583] близькою до опуклої в D, якщо iснує опукла в D
функцiя Φ така, що Re

(
f ′(z)/Φ′(z)

)
> 0, z ∈ D. Близька до опуклої функцiя f

характеризується тим, що зовнiшнiсть G областi f(D) можна заповнити променями
L, що виходять з ∂G i повнiстю лежать в G. Кожна близька до опуклої функцiя є
однолистою в D, i тому f ′(0) 6= 0.

Для додатної неперервної на [0,+∞) функцiї l цiла функцiя f називається
функцiєю обмеженого l-iндексу [2, c. 5], якщо iснує N ∈ Z+ таке, що для всiх
n ∈ Z+ i z ∈ C ∣∣f (n)(z)

∣∣
n!ln(|z|)

≤ max

{
|f (k)(z)|
k!lk

(
|z|

) : 0 ≤ k ≤ N

}
. (1)

Найменше з таких чисел N називають l-iндексом i позначають через N(f, l). Якщо
G ⊂ C та iснує N ∈ Z+ таке, що нерiвнiсть (1) виконується для всiх n ∈ Z+

i z ∈ G, то f називатимемо функцiєю обмеженого l-iндексу на (або в) G, а l-
iндекс позначатимемо через N(f, l; G). Зауважимо, що якщо l(x) ≡ 1, то з (1)
отримуємо означення цiлої функцiї обмеженого iндексу, введене Б. Лепсоном [3]
для вивчення властивостей цiлих розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi
сталими коефiцiєнтами i використане У. Хейманом [4] для дослiдження розподiлу
значень таких розв’язкiв.

Ще у 1940 р. Р. Боас [5] довiв, що якщо щонайбiльше скiнченна кiлькiсть
похiдних цiлої функцiї f експоненцiального типу ≤ ln 2 є однолистими в D, то f —
многочлен. С. Шах i С. Трiмбле [5 – 8] розповсюдили цей результат на цiлi функцiї
з усiма однолистими похiдними в D або з деякою послiдовнiстю похiдних, що є
однолистими в D. Їх дослiдження продовжено в працях [9 – 12].

Близькостi до опуклостi всiх похiдних цiлої функцiї присвячено значно менше
праць, а вiдомою є лише стаття С. Шаха [13], в якiй вказано умови на дiйснi
коефiцiєнти β0, β1, γ0, γ1, γ2 диференцiального рiвняння

z2ω′′ + (β0z
2 + β1z)ω′ + (γ0z

2 + γ1z + γ2)ω = 0, (2)
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за яких iснує цiлий розв’язок f такий, що або всi його похiднi, або парнi похiднi,
або непарнi похiднi є функцiями, близькими до опуклих в D. Неважко показати,
що цiла функцiя f(z) =

∑∞

n=0
fnzn є розв’язком диференцiального рiвняння (2)

тодi i тiльки тодi, коли γ2f0 = 0, (β1 + γ2)f1 + γ1f0 = 0 i(
n(n + β1 − 1) + γ2

)
fn +

(
β0(n− 1) + γ1

)
fn−1 + γ0fn−2 = 0, n ≥ 2. (3)

С. Шах [13] розглядав лише тi випадки, коли двочленна рекурентна формула (3) для
коефiцiєнтiв fn зводиться до одночленної рекурентної формули, i використовував
критерiй Александера, який стверджує, що аналiтична в D функцiя a(z) = z +
+

∑∞

n=0
anzn є близькою до опуклої, якщо 1 ≥ 2an ≥ 3a3 ≥ . . . . Зокрема, вiн

довiв такi теореми.
Теорема А. Якщо β ≥ 0 i −2 < γ < 0, то диференцiальне рiвняння

zw′′ + βw′ + γzw = 0 (4)

має цiлий розв’язок

f(z) = 1 +
∞∑

k=1

f2kz2k (5)

такий, що всi непарнi похiднi f ′, f ′′′, . . . є функцiями, близькими до опуклих в D, i

ln Mf (r) =
(
1 + o(1)

)√
|γ| r, r →∞. (6)

Теорема Б. Якщо ж β ≥ 0 i −2 < γ < 0, то диференцiальне рiвняння

z2w′′ + βzw′ + (γz2 − β)w = 0 (7)

має цiлий розв’язок

f(z) = z +
∞∑

k=1

f2k+1z
2k+1 (8)

такий, що всi парнi похiднi f, f ′′, . . . є функцiями, близькими до опуклих в D, i
справджується асимптотична рiвнiсть (6).

Близкiсть до опуклостi цiлого розв’язку рiвняння (2) у випадку двочленної
рекурентної формули дослiджено в [14] за умови, що параметри β0, β1, γ0, γ1, γ2

є дiйсними, i в [15] за умови, що вони є комплексними. Нарештi, зауважимо, що у
всiх наведених працях обмеженiсть l-iндексу цiлого розв’язку не дослiджувалась.

Тут ми розглянемо випадок, коли коефiцiєнти β i γ можуть бути комплексними,
i доведемо двi наступнi теореми.

Теорема 1. Якщо |β| < 1 i 0 < |γ| ≤ 1, то диференцiальне рiвняння (4) має
цiлий розв’язок (5) такий, що має мiсце асимптотична рiвнiсть (6), всi непарнi
похiднi f ′, f ′′′, . . . є функцiями, близькими до опуклих в D, i кожна похiдна f (ν),

ν ≥ 0, є обмеженого lν-iндексу з lν(x) ≡ ν + 2 i N(f (ν), lν) ≤ 11, причому
N(f (ν), 2; D1/2) ≤ 11 i N(f (ν), ν + 2; C \ D1/2) ≤ 2, ν ≥ 0.
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Теорема 2. Якщо |β| < 1 i 0 < |γ| ≤ 1, то диференцiальне рiвняння (7)
має цiлий розв’язок (8) такий, що має мiсце асимптотична рiвнiсть (6), всi парнi
похiднi f, f ′′, . . . є функцiями, близькими до опуклих в D, i кожна похiдна f (ν),

ν ≥ 0, є обмеженого lν-iндексу з lν(x) ≡ ν + 3 i N(f (ν), lν) ≤ 11, причому
N(f (ν), 3; D1/2) ≤ 11 i N(f (ν), ν + 3; C \ D1/2) ≤ 2, ν ≥ 0.

2. Допомiжнi твердження. Наступну лему доведено в [15].
Лема 1. Якщо

∑∞

n=2
n|an| < 1, то функцiя a(z) = z +

∑∞

n=2
anzn є близь-

кою до опуклої.
Лема 2. Якщо

∑∞

n=2
n|an| ≤ α < 1, то функцiя a(z) = z +

∑∞

n=2
anzn є

обмеженого l-iндексу в D1/2 з l(x) ≡ 2 i N(a, 2; D1/2) ≤ [2α/(1− α)] + 1.

Справдi, для |z| ≤ 1

|a′(z)| =

∣∣∣∣∣1 +
∞∑

n=2

nanzn−1

∣∣∣∣∣ ≥ 1−
∞∑

n=2

n|an| = 1− α > 0 (9)

i

|a′(z)| ≤ 1 +
∞∑

n=2

n|an| = 1 + α. (10)

З iншого боку, за формулою Кошi для |z| ≤ 1/2 i m ≥ 1 маємо

∣∣a(m+1)(z)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
m!
2πi

∫
|τ−z|=1/2

a′(τ)dτ

(τ − z)m+1

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ m!2m max

{
|a′(z)| : |z| ≤ 1

}
. (11)

З (9) – (11) випливає, що для z ∈ D1/2 i m ≥ 2α/(1− α)

|a(m+1)(z)|
(m + 1)!2m+1

≤ max{|a′(z)| : |z| ≤ 1}
2(m + 1)

≤ 1 + α

2(m + 1)
≤

≤ 1 + α

(m + 1)(1− α)
|a′(z)|

2
≤ |a′(z)|

2
≤ max

{
|a′(z)|

2
, |a(z)|

}
,

тобто функцiя a є обмеженого l-iндексу в D1/2 з l(x) ≡ 2 i N(a, 2; D1/2) ≤
≤

[
2α/(1− α)

]
+ 1.

Наведемо ще декiлька зауважень, якi випливають з означення обмеженостi
l-iндексу.

Зауваження 1. Якщо f — цiла функцiя обмеженого l-iндексу в G i a =
= const 6= 0, то функцiя F (z) = af(z) обмеженого l-iндексу в G i N(F, l; G) =
= N(f, l; G).

Зауваження 2. Якщо f ′ є функцiєю обмеженого l-iндексу в G, то f є функ-
цiєю обмеженого l-iндексу i N(f, l; G) ≤ N(f ′, l; G) + 1.

Справдi, для n ≥ N = N(f ′, l; G)

|f (n+1)(z)|
(n + 1)!ln+1(|z|)

=
1

(n + 1)l(|z|)
|f (n+1)(z)|
n!ln(|z|)

≤
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≤ 1
(n + 1)l(|z|)

max
{
|f (k+1)(z)|
k!lk(|z|)

: 0 ≤ k ≤ N

}
=

=
1

(n + 1)l(|z|)
max

{
|f (k+1)(z)|

(k + 1)!lk+1(|z|)
(k + 1)l(|z|) : 0 ≤ k ≤ N

}
≤

≤ max
{

|f (k+1)(z)|
(k + 1)!lk+1(|z|)

: 0 ≤ k ≤ N

}
≤ max

{
|f (j)(z)|
j!lj(|z|)

: 0 ≤ j ≤ N + 1
}

.

Зауваження 3. Якщо l1(x) ≤ l2(x) i f є функцiєю обмеженого l1-iндексу N

в G, то f є функцiєю обмеженого l2-iндексу ≤ N в G.

Справдi, для n ≥ N

|f (n)(z)|
n!ln2 (|z|)

=
|f (n)(z)|
n!ln1 (|z|)

ln1 (|z|)
ln2 (|z|)

≤ ln1 (|z|)
ln2 (|z|)

max
{
|f (k)(z)|
k!lk1(|z|)

: 0 ≤ k ≤ N

}
≤

≤
(

l1(|z|)
l2(|z|)

)n−N

max
{
|f (k)(z)|
k!lk2(|z|)

: 0 ≤ k ≤ N

}
≤

≤ max
{
|f (k)(z)|
k!lk2(|z|)

: 0 ≤ k ≤ N

}
.

3. Доведення теореми 1. У роботi [13] показано, що для цiлого розв’язку (5)
рiвняння (4)

f2k = − γ

2k(2k + β − 1)
f2(k−1), k ≥ 1, (12)

звiдки

f2k =
k∏

j=1

−γ

2j(2j + β − 1)
, k ≥ 1. (13)

Неважко перевiрити (наприклад, методом математичної iндукцiї), що для функцiї
(5) i ν ≥ 0

f (2ν+1)(z) =

= (2ν + 2)!f2ν+2z +
∞∑

k=2

(2k + 2ν)(2k + 2ν − 1) . . . (2k + 1)2kf2k+2νz2k−1.

Звiдси випливає, що f (2ν+1) є близькою до опуклої тодi i тiльки тодi, коли такою є
функцiя
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Fν(z) = z +
∞∑

k=2

(2k + 2ν)(2k + 2ν − 1) . . . (2k + 1)2k

(2ν + 2)!
f2k+2ν

f2ν+2
z2k−1 =

= z +
∞∑

k=2

(2k + 2ν)!
(2k − 1)!(2ν + 2)!

 ν+k∏
j=ν+2

−γ

2j(2j + β − 1)

 z2k−1 =

= z +
∞∑

k=2

Fν,kz2k−1.

З умови |β| < 1 випливає, що |2j + β − 1| ≥ 2(j − 1) для j ≥ 1, а методом
математичної iндукцiї неважко показати, що для всiх ν ≥ 0 i k ≥ 1

(2k + 2ν)!(ν + 1)!ν!
(2k − 1)!(2ν + 2)!(ν + k)!(ν + k − 1)!

≤ 1
((k − 1)!)2

.

Тому

∞∑
k=2

(2k − 1)|Fν,k| ≤
∞∑

k=2

(2k − 1)(2k + 2ν)!
(2k − 1)!(2ν + 2)!

(
|γ|
4

)k−1 ν+k∏
j=ν+2

1
j(j − 1)

=

=
∞∑

k=2

(2k − 1)(2k + 2ν)!(ν + 1)!ν!
(2k − 1)!(2ν + 2)!(ν + k)!(ν + k − 1)!

(
|γ|
4

)k−1

≤

≤
∞∑

k=1

2k + 1
(k!)2

(
|γ|
4

)k

≤
∞∑

k=1

2k + 1
4k(k!)2

=
3
4

+
5
64

+
7

2304
+ . . . <

≤ 3
4

+
5
64

+
8

2304
=

479
576

< 1, (14)

тобто за лемою 1 всi функцiї Fν i, отже, f (2ν+1) є близькими до опуклих.
З (14) випливає також, що для функцiї Fν виконується умова леми 2 з α =

= 479/576. Оскiльки
[
2α/(1 − α)

]
= [958/97] = 9, то за лемою 2 згiдно iз заува-

женням 1 N(f (2ν+1), 2; D1/2) = N(Fν , 2; D1/2) ≤ 10, а згiдно iз зауваженням 2
N(f (2ν), 2; D1/2) ≤ 11.

Перейдемо до оцiнок l-iндексу в C \D1/2. Пiдставляючи (5) в (4), для |z| ≥ 1/2
за умов |β| < 1 i |γ| ≤ 1 маємо

|f ′′(z)|
2!22

≤ |β|
4|z|

|f ′(z)|
1!2

+
|γ|
8
|f(z)| ≤

(
1
2

+
1
8

)
max

{
|f ′(z)|

2
, |f(z)|

}
<

< max
{
|f ′(z)|

2
, |f(z)|

}
. (15)

Пiдставимо (5) в (4) i продиференцiюємо m ≥ 1 разiв. Тодi

zf (m+2)(z) + (m + β)f (m+1)(z) + γzf (m)(z) + γmf (m−1)(z) ≡ 0, (16)

звiдки для |z| ≥ 1/2 отримуємо
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|f (m+2)(z)|
(m + 2)!2m+2

≤ 2(m + 1)
2(m + 2)

|f (m+1)(z)|
(m + 1)!2m+1

+
1

4(m + 2)(m + 1)
|f (m)(z)|

m!2m
+

+
2m

8(m + 2)(m + 1)m
|f (m−1)(z)|

(m− 1)!2m−1
≤

≤
(

m + 1
m + 2

+
1

2(m + 2)(m + 1)

)
max

{
|f (k)(z)|
k!lk(|z|)

: m− 1 ≤ k ≤ m + 1
}

<

< max
{
|f (k)(z)|
k!lk(|z|)

: m− 1 ≤ k ≤ m + 1
}

. (17)

Звiдси для n ≥ 3 i |z| ≥ 1/2 одержуємо

|f (n)(z)|
n!2n

≤ max
{
|f (k)(z)|

k!2k
: 0 ≤ k ≤ n− 1

}
. (18)

З (18) при n = 3 маємо

|f ′′′(z)|
3!23

≤ max
{
|f (j)(z)|

j!2j
: 0 ≤ j ≤ 2

}
,

а при n > 3

|f (n)(z)|
n!2n

≤ max
{
|f (n−1)(z)|

(n− 1)!2n−1
, max

{
|f (j)(z)|

j!2j
: 0 ≤ j ≤ n− 2

}}
=

= max
{
|f (j)(z)|

j!2j
: 0 ≤ j ≤ n− 2

}
= . . . = max

{
|f (j)(z)|

j!2j
: 0 ≤ j ≤ 2

}
.

Використавши (15), цей процес можна продовжити i отримати нерiвнiсть

|f (n)(z)|
n!2n

≤ max
{
|f ′(z)|

2
, |f(z)|

}
для всiх |z| ≥ 1/2 i n ≥ 0, тобто N(f, 2; C \ D1/2) ≤ 1.

Для ν ≥ 1 i n ≥ 0 перепишемо тотожнiсть (16) у виглядi

zf (ν+n+3)(z) + (ν + n + 1 + β)f (ν+n+2)(z)+

+γzf (ν+n+1)(z) + γ(ν + n + 1)f (ν+n)(z) ≡ 0,

звiдки для |z| ≥ 1/2 дiстанемо

|f (ν+n+3)(z)|
(n + 3)!(ν + 2)n+3

≤ 2(ν + n + 2)
(n + 3)(ν + 2)

|f (ν+n+2)(z)|
(n + 2)!(ν + 2)n+2

+

+
1

(n + 3)(n + 2)(ν + 2)2
|f (ν+n+1)(z)|

(n + 1)!(ν + 2)n+1
+

+
2(ν + n + 1)

(n + 3)(n + 2)(n + 1)(ν + 2)3
|f (ν+n)(z)|
n!(ν + 2)n

≤
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≤ Q(ν, n)max
{
|f (ν+j)(z)|
j!(ν + 2)j

: n ≤ j ≤ n + 2
}

,

де, як неважко перевiрити,

Q(ν, n) =
2(ν + n + 2)

(n + 3)(ν + 2)
+

1
(n + 3)(n + 2)(ν + 2)2

+

+
2(ν + n + 1)

(n + 3)(n + 2)(n + 1)(ν + 2)3
< 1

для всiх ν ≥ 1 i n ≥ 0. Тому для ν ≥ 1 i n ≥ 0 маємо∣∣f (ν+n+3)(z)
∣∣

(n + 3)!(ν + 2)n+3
≤ max

{
|f (ν+j)(z)|
j!(ν + 2)j

: n ≤ j ≤ n + 2
}

,

тобто ∣∣f (ν+n)(z)
∣∣

n!(ν + 2)n
≤ max

{
|f (ν+j)(z)|
j!(ν + 2)j

: n− 3 ≤ j ≤ n− 1
}

для всiх ν ≥ 1 i n ≥ 3. Звiдси, як i вище, випливає, що f (ν) є функцiєю обмеженого
l-iндексу в C \ D1/2 з l(x) ≡ ν + 2 i N(f (ν), ν + 2; C \ D1/2) ≤ 2.

Залишилось довести асимптотичну рiвнiсть (6). Нехай µa(r) = max{|an|rn :
n ≥ 0} — максимальний член цiлої функцiї a(z) =

∑∞

n=0
anzn, а νa(r) =

= max{n : |an|rn = µa(r)} — його центральний iндекс.
Оскiльки |β| < 1, то з (11) маємо

1
(k!)2

(
|γ|
4

)k

≤ |f2k| ≤
1

k!(k − 1)!

(
|γ|
4

)k

. (19)

Неважко переконатися, що для центральних iндексiв рядiв f1(z) =
∑∞

k=1

zk

(k!)2

i f2(z) =
∑∞

k=1

zk

k!(k − 1)!
виконуються асимптотичнi рiвностi νfj

(r) = (1 +

+ o(1))
√

r, r → +∞. Використовуючи рiвнiсть ln µa(r) = ln µa(r0) +

+
∫ r

r0

νr(x)d ln x, для максимальних членiв цих рядiв отримуємо ln µfj (r) = 2(1+

+ o(1))
√

r, x → +∞, а за теоремою Бореля ln fj(r) = 2(1 + o(1))
√

r, x → +∞.

Тому з (19) одержуємо асимптотичну рiвнiсть ln Mf (r) = 2(1 + o(1))
√
|γ|r2/42 =

= (1 + o(1))
√
|γ| r, r → +∞.

Теорему 1 доведено.
4. Доведення теореми 2. У роботi [13] показано, що

f2k+1 = − γ

2k(2k + 1 + β)
f2k−1, k ≥ 1, (20)

звiдки випливає

f2k+1 =
k∏

j=1

−γ

2j(2j + 1 + β)
, k ≥ 1. (21)
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Звiдси, як i вище, отримуємо асимптотичну рiвнiсть (6).
Неважко перевiрити, що для функцiї (8) i ν ≥ 1

f (2ν)(z) = (2ν + 1)!f2ν+1z+

+
∞∑

k=1

(2k + 2ν + 1)(2k + 2ν) . . . (2k + 2)f2k+2ν+1z
2k+1.

Звiдси випливає, що f (2ν) є близькою до опуклої, якщо такою є функцiя

F ∗
ν (z) = z +

∞∑
k=1

(2k + 2ν + 1)!
(2k + 1)!(2ν + 1)!

 ν+k∏
j=ν+1

−γ

2j(2j + 1 + β)

 z2k+1 =

= z +
∞∑

k=1

F ∗
ν,kz2k+1.

Оскiльки для всiх ν ≥ i k ≥ 1

(2k + 2ν + 1)!(ν!)2

(2k + 1)!(2ν + 1)!((ν + k)!)2
≤ 1

(k!)2
,

то

∞∑
k=1

(2k + 1)|F ∗
ν,k| ≤

≤
∞∑

k=1

(2k + 1)(2k + 2ν + 1)!
(2k + 1)!(2ν + 1)!

 ν+k∏
j=ν+1

|γ|
2j(2j + 1− |β|)

 ≤

≤
∞∑

k=1

(2k + 1)(2k + 2ν + 1)!
(2k + 1)!(2ν + 1)!

(
|γ|
4

)k ν+k∏
j=ν+1

1
j2

=

=
∞∑

k=1

(2k + 1)(2k + 2ν + 1)!(ν!)2

(2k + 1)!(2ν + 1)!((ν + k)!)2

(
|γ|
4

)k

≤
∞∑

k=1

2k + 1
(k!)2

(
1
4

)k

≤ 479
576

.

Тому, як i при доведеннi теореми 1, використовуючи леми 1 i 2, бачимо, що всi
парнi похiднi f, f ′′, f (iv), . . . є близькими до опуклих в D i обмеженого l-iндексу
в D1/2 з l(x) ≡ 2 i N(f (2ν), 2; D1/2) ≤ 10. Згiдно iз зауваженнями 2 i 3 всi похiднi
є обмеженого l-iндексу в D1/2 з l(x) ≡ 3 i N(f (j), 3; D1/2) ≤ 11, j = 0, 1, 2, . . . .

Дослiдимо обмеженiсть l-iндексу функцiї (8) в C \ D1/2. Безпосередньо з (7)
для |z| ≥ 1/2 маємо

|f ′′(z)|
2!32

≤ 2|β|
6
|f ′(z)|

1!3
+
|γ|+ 4|β|

18
|f(z)| ≤

(
1
3

+
5
18

)
max

{
|f ′(z)|

1!5
, |f(z)|

}
<

< max
{
|f ′(z)|

1!5
, |f(z)|

}
. (22)
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Пiдставляючи (8) в (7) i диференцiюючи, отримуємо

zf ′′′(z) + (2 + β)f ′′(z) + γzf ′(z) + 2γf(z) ≡ 0, (23)

звiдки для |z| ≥ 1/2

|f ′′′(z)|
3!33

≤ 2(2 + |β|)
9

|f ′′(z)|
2!32

+
|γ|
54
|f ′(z)|

1!3
+

4|γ|
162

|f(z)| ≤

≤
(

6
9

+
1
54

+
4

162

)
max

{
|f ′′(z)|
2!32

,
|f ′(z)|

1!3
, |f(z)|

}
<

< max
{
|f ′′(z)|
2!32

,
|f ′(z)|

1!3
, |f(z)|

}
. (24)

Нарештi продиференцiюємо тотожнiсть (23) m ≥ 1 разiв. Тодi

zf (m+3)(z) + (m + 2 + β)f (m+2)(z) + γzf (m+1)(z) + γ(m + 2)f (m)(z) ≡ 0, (25)

звiдки для |z| ≥ 1/2 отримуємо

|f (m+3)(z)|
(m + 3)!3m+3

≤

≤ 2(2 + m + |β|)
3(m + 3)

|f (m+2)(z)|
(m + 2)!3m+2

+
|γ|

9(m + 3)(m + 2)
|f (m+1)(z)|

(m + 1)!3m+1
+

+
2|γ|(m + 2)

27(m + 3)(m + 2)(m + 1)
|f (m)(z)|

m!3m
≤

≤
(

2
3

+
1

9(m + 3)(m + 2)
+

2
27(m + 3)(m + 1)

)
×

×max
{
|f (k)(z)|

k!3k
: m ≤ k ≤ m + 2

}
<

< max
{
|f (k)(z)|

k!3k
: m ≤ k ≤ m + 2

}
.

Звiдси, а також з (24) i (22) випливає обмеженiсть l0-iндексу функцiї (8) в C\D1/2)
з l0(x) ≡ 3 i N(f, l0; C \ D1/2) ≤ 1.

Для ν ≥ 1 i n ≥ 0 перепишемо тотожнiсть (25) у виглядi

zf (ν+n+3)(z) + (ν + n + 2 + β)f (ν+n+2)(z) +

+ γzf (ν+n+1)(z) + γ(ν + n + 2)f (ν+n)(z) ≡ 0,

звiдки для |z| ≥ 1/2 маємо

|f (ν+n+3)(z)|
(n + 3)!(ν + 3)n+3

≤ Q(n, ν) max
{
|f (ν+j)(z)|
j!(ν + 3)j

: n ≤ j ≤ n + 2
}

,
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де, як неважко перевiрити,

Q(ν, n) =
2(ν + n + 3)

(n + 3)(ν + 3)
+

1
(n + 3)(n + 2)(ν + 3)2

+

+
2(ν + n + 2)

(n + 3)(n + 2)(n + 1)(ν + 5)3
< 1,

тобто для всiх ν ≥ 1, n ≥ 0 i |z| ≥ 1/2

|f (ν+n+3)(z)|
(n + 3)!(ν + 3)n+3

≤

≤ max
{
|f (ν+j)(z)|
j!(ν + 3)j

: n ≤ j ≤ n + 2
}

.

Звiдси випливає, що N(f (ν), lν ; C \ D1/2) ≤ 2 з l(x) ≡ ν + 3.

Теорему 2 доведено.
Зауваження 4. Умова |β| < 1 у теоремi 1 є природною, тому що у випадку

β = −1 i k = 1 формула (12) є беззмiстовною. Умову |β| < 1 у теоремi 2 накладено
для простоти викладок. Її можна замiнити умовою |β| < 3, бо у випадку β = −3 i
k = 1 формула (20) втрачає змiст. Але тодi для застосування викладеної методики
потрiбно, щоб |γ| < 4(3− |β|), i l-iндекс залежатиме вiд 1/(3− |β|). Ця обставина
збiльшить об’єм статтi. Водночас, використовуючи схему доведення теореми 2,
вiдповiдний результат отримати неважко.

Далi, якщо γ = 0, то загальний розв’язок рiвняння (4) має вигляд w = c1z
1−β +

+c2, а загальним розв’язком рiвняння (7) є w = c1z
−β + c2z, тобто i рiвняння (4),

i рiвняння (7) не мають цiлих трансцендентних розв’язкiв. Отже, умова |γ| > 0 є
iстотною в теоремах 1 i 2.

Нарештi, умова |γ| ≤ 1 виникла внаслiдок застосованого методу. Щодо близь-
костi до опуклостi всiх похiдних, то цю умову можна замiнити, наприклад, слаб-
шою умовою |γ| ≤ 16/15, але не можна замiнити умовою |γ| ≤ q2, q > π/2,

на що вказує диференцiальне рiвняння w′′ + q2w = 0 (яке є окремим випадком
як рiвняння (4), так i рiвняння (7) з β = 0 i γ = q2). Загальний розв’язок цьо-
го рiвняння має вигляд w = c1 cos qz + c2 sin qz, причому розв’язок w = cos qz

рiвняння (4) зображується рядом (5), а розв’язок w = (1/q) sin qz рiвняння (7) —
рядом (8). Всi похiднi, про якi йдеться у теоремах 1 i 2, мають вигляд w = sin qz,

є однолистими в крузi {z : |z| < π/(2q)}, але не є однолистими в замкненому крузi
{z : |z| ≤ π/(2q)}. Тому якщо q > π/2, то цi похiднi не є однолистими i, отже,
близькими до опуклих в D.

Для додатної неперервної на [0,+∞) функцiї l цiлу функцiю f називають [2,
c. 49] функцiєю обмеженого l-розподiлу значень, якщо iснує p ∈ N таке, що для
кожного z0 ∈ C i всiх w ∈ C рiвняння f(z) = w має в крузi

{
z : |z−z0| ≤ 1/l(|z0|)

}
щонайбiльше p коренiв.

Вiдомо [2, c. 49], що якщо функцiя l задовольняє умову l(x + O(1/l(x))) =
= O(l(x)), x → +∞, то цiла функцiя f є функцiєю обмеженого l-розподiлу значень
тодi i тiльки тодi, коли f ′ є похiдною обмеженого l-iндексу. Звiдси випливає, що за
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умови теореми 1 (чи теореми 2) кожна похiдна f (ν), ν ≥ 0, функцiї (5) (вiдповiдно
функцiї (8)) є похiдною обмеженого lν-розподiлу значень з lν(x) ≡ ν+3 (вiдповiдно
lν(x) ≡ ν + 4).
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