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DVOSTORONNQ APROKSYMACIQ 

ROZV’QZKIV KRAJOVYX ZADAÇ 

We suggest the general sheme of two-sided approximation of solutions of boundary-value problems for
ordinary differential equations, which contains a number of the well-known and new two-sided methods.
In the study, we use the constructions of the A. M. Samoilenko numerical-analytic method together with
the strategy of construction of two-sided methods developed in the works by M. S. Kurpel’ and
B. A. Shuvar.

Zaproponovano zahal\nu sxemu dvostoronn\o] aproksymaci] rozv’qzkiv krajovyx zadaç dlq zvy-

çajnyx dyferencial\nyx rivnqn\, qka oxoplg[ nyzku vidomyx i novyx dvostoronnix metodiv.

Pry doslidΩenni vykorystano konstrukci] çysel\no-analityçnoho metodu A. M. Samojlenka u

po[dnanni z metodykog pobudovy dvostoronnix metodiv, zaproponovanog v robotax M. S. Kurpe-

lq ta B. A. Íuvara. 

U cij statti doslidΩugt\sq dvostoronni iteracijni metody v zastosuvanni do

krajovyx zadaç dlq zvyçajnyx dyferencial\nyx rivnqn\.  Dvostoronni iteracij-

ni metody, teoriq qkyx zapoçatkovana S. O. Çaplyhinym, magt\ vidomi perevahy

pered inßymy iteracijnymy metodamy.  Prote ]x vykorystannq obmeΩene kil\-

koma nespryqtlyvymy çynnykamy.  Osnovni z nyx — neopuklist\ ta nemonoton-

nist\, a takoΩ prypuwennq pro dyferencijovnist\  vidpovidnyx operatoriv.  U

robotax [1 – 3] zaproponovano novi pidxody do pobudovy dvostoronnix metodiv

dlq rivnqn\ z nemonotonnymy ta neopuklymy pravymy çastynamy.  U statti [3],
zokrema, doslidΩeno novi dvostoronni metody, wo ne vymahagt\ dyferencijov-

nosti vidpovidnyx operatoriv.  Pry vykorystanni cyx metodiv dlq aproksymaci]

rozv’qzkiv hranyçnyx zadaç slid vraxovuvaty ]x specyfiku, zumovlenu potrebog

pobudovy operatoriv vidpovidno] struktury v linearyzovanyx çastynax alhoryt-

miv.  Dlq c\oho zruçno vykorystovuvaty, zokrema, konstrukci] çysel\no-anali-

tyçnoho metodu A. M. Samojlenka [4, 5], qkyj protqhom mynulyx tr\ox desqty-

lit\ systematyçno zastosovuvaly dlq doslidΩennq hranyçnyx zadaç dlq rivnqn\

iz zvyçajnymy i çastynnymy poxidnymy. 

U danomu doslidΩenni vykorystovugt\sq zaznaçeni pidxody do pobudovy dvo-

storonnix metodiv iz metog pobudovy zahal\no] sxemy dvostoronn\o] aproksyma-

ci] rozv’qzkiv deqkyx klasiv krajovyx zadaç dlq zvyçajnyx dyferencial\nyx

rivnqn\, qka oxoplg[ vidomi [6 – 9] ta novi alhorytmy. 

Rozhlqnemo dyferencial\ne rivnqnnq 

L x  =  f ( t, x ) (1)

z krajovymy umovamy 

V ( x )  =  0. (2)

Tut  L — linijnyj dyferencial\nyj operator,  x ∈ B,  f R B B: ′ × →   (  R ′  ⊆   R,
B  ⊂  E,  E — banaxiv prostir, napivuporqdkovanyj konusom dodatnyx elementiv ) .

Dlq vidßukannq poslidovnyx nablyΩen\ do rozv’qzku zadaçi (1), (2) vykorys-

tovu[mo dodatkove rivnqnnq 

x  =  L f t x L f t x c+ −− +[ ( , )] [ ( , )] (3)

take, wo bud\-qkyj rozv’qzok  x*
  rivnqnnq (1), wo zadovol\nq[ umovy (2), [ ta-

koΩ rozv’qzkom rivnqnnq (3), pryçomu  L+,  L– :  E  →  E — linijni dodatni opera-

tory,  c ∈ E.  MoΩlyvist\ zobraΩennq ekvivalentnoho do zadaçi (1), (2) inteh-

ral\noho rivnqnnq u formi (3) doslidΩeno v [10]. 
Nexaj: 

a)  zadano operatory    F t u y zi( , , , , )v ,  Fi :  R ′ × B × B × B × B  →  B,  i  =  1, 2,  taki,

wo spravdΩugt\sq rivnosti 
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F t x x x x1( , , , , )  =  f ( t, x )  =  F t x x x x2( , , , , );

b)  zadano linijni wodo  p,  q  operatory  li  ( t, y, z , p, q  ) ,  li :  R ′ ×  B × B × E ×
× E  →  E,  i  =  1, 2,  taki, wo pry  y   ≤  u   ≤    v   ≤  z ,  y   ≤   y   ≤   z   ≤   z ,  y ,  z ,  y ,
z ,  u ,    v  ∈ B,  u ,  v  ∈ E,  spravdΩugt\sq nerivnosti 

 F t u y z F t u y z1 1( , , , , ) ( , , , , )v v−   ≥    l t y z u u1( , , , , )− −v v ,

  F t u y z F t u y z2 2( , , , , ) ( , , , , )v v−   ≥    l t y z u u2( , , , , )− −v v ;

v)  iz spivvidnoßen\  y  ≤  z,  y,  z ∈ B          

p  ≥  L l t y z p q L l t y z p q+ −+[ ( , , , , )] [ ( , , , , )]1 2 ,

q  ≥  L l t y z p q L l t y z p q+ −+[ ( , , , , )] [ ( , , , , )]2 1

vyplyvagt\ nerivnosti   p  ≥  θ,  q  ≥  θ   ( p,  q ∈ E,  θ — nul\ovyj element prosto-

ruKKE ) . 

Teorema.  Nexaj spravdΩugt\sq umovy  a) – v),  rivnqnnq (3) ma[ xoça b
odyn rozv’qzok   x*

  i systema 

yn+1  =  L F t y z y z L F t y z y z cn n n n n n n n
+

+ +
−

+ ++ +[ ( , , , , )] [ ( , , , , )]1 1 1 2 1 1 ,
(4)

zn+1  =  L F t y z y z L F t y z y z cn n n n n n n n
+

+ +
−

+ ++ +[ ( , , , , )] [ ( , , , , )]2 1 1 1 1 1

pry koΩnomu  n   =   0, 1, 2, …  ma[ [dynyj rozv’qzok.  Todi dlq poslidovnostej
{ }yn ,  { }zn   komponent rozv’qzkiv systemy (4) z nerivnostej 

y0  ≤  y1  ≤  x*  ≤  z1  ≤  z0

vyplyvagt\ spivvidnoßennq 

yn  ≤  yn + 1  ≤  x*  ≤  zn + 1  ≤  zn,    n  =  0, 1, 2, … . (5)

Dovedennq.  Vykonannq nerivnostej (5) pry  n  =  0  zabezpeçugt\ umovy teo-

remy, a z prypuwennq pro ]x vykonannq pry  n  =  k – 1  vyplyvagt\ spivvidnoßen-

nq 

y yk k+ −1   =  L F t y z y z L F t y z y z ck k k k k k k k
+

+ +
−

+ +− +[ ( , , , , )] [ ( , , , , )]1 1 1 2 1 1   –

–  L F t y z y z L F t y z y z ck k k k k k k k
+

− −
−

− −+ −[ ( , , , , )] [ ( , , , , )]1 1 1 2 1 1   ≥

≥  L l t y z y y z z L l t y z y y z zk k k k k k k k k k k k
+

+ +
−

+ +− − + − −[ ( , , , , )] [ ( , , , , )]1 1 1 2 1 1 ,

z zk k− +1  =  L F t y z y z L F t y z y z ck k k k k k k k
+

− −
−

− −− +[ ( , , , , )] [ ( , , , , )]2 1 1 1 1 1   –

–  L F t y z y z L F t y z y z ck k k k k k k k
+

+ +
−

+ ++ −[ ( , , , , )] [ ( , , , , )]2 1 1 1 1 1   ≥

≥  L l t y z y y z z L l t y z y y z zk k k k k k k k k k k k
+

+ +
−

+ +− − + − −[ ( , , , , )] [ ( , , , , )]2 1 1 1 1 1 ,

a takoΩ 

x yk
∗

+− 1  ≥  L l t x x x y z xk k
+ ∗ ∗ ∗

+ +
∗− −[ ( , , , , )]1 1 1   +

+  L l t x x x y z xk k
− ∗ ∗ ∗

+ +
∗− −[ ( , , , , )]2 1 1 ,

z xk+
∗−1   ≥  L l t x x x y z xk k

+ ∗ ∗ ∗
+ +

∗− −[ ( , , , , )]2 1 1   +

+  L l t x x x y z xk k
− ∗ ∗ ∗

+ +
∗− −[ ( , , , , )]1 1 1 ,
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qki za umovog  v)  dagt\ dvi pary nerivnostej:  y yk k+ − ≥1 θ ,  z zk k− ≥+1 θ    ta

x yk
∗

+− ≥1 θ ,  z xk+
∗− ≥1 θ .  OtΩe, spravdΩugt\sq nerivnosti 

yk  ≤  yk + 1  ≤  x*  ≤  zk + 1  ≤  zk,

wo na pidstavi pryncypu matematyçno] indukci] dovodyt\ teoremu. 

Opyßemo odyn zahal\nyj sposib pobudovy operatoriv  F1  ( u, v, y, z  ) ,  F2 ( u, v,
y, z )  u  (4).  Nexaj: 

1)  pravu çastynu rivnqnnq (1) moΩna podaty u vyhlqdi neperervno] za

sukupnistg arhumentiv funkci]  F ( t, y, z )  (  f ( t, x )  ≡   F  ( t, x, x ) ) ,  dlq qko] zadano

neperervni za sukupnistg arhumentiv nespadni po  y,  nezrostagçi po  z  operato-

ry  Gk ( t, y, z ) w ,  αk ( t, y, z ) w ,  Ak ( t, y, z ) w ,  k  =  1, 2,  qki wodo  w  [ linijnymy ne-

perervnymy dodatnymy operatoramy i dlq qkyx iz spivvidnoßen\  y  ≤  z ,  t  ∈
∈ [ 0;KT ] ,  x, y, z ∈ [ a; b ]  vyplyvagt\ nerivnosti 

( ( , , ) ( , , ) ( , , ))( )G t y z t y z A t z y z y1 1 1+ − −α   ≤  F t z x F t y x( , , ) ( , , )− ,
(6)

F t x z F t x y( , , ) ( , , )−   ≤  – ( ( , , ) ( , , ) ( , , ))( )G t y z t y z A t z y z y2 2 2+ − −α ;

2)  zadani umovogK1 operatory  Gk ( t, y, z ) ,  αk ( t, y, z ) ,  Ak ( t, y ( t ), z ( t ) )  taki, wo

iz spivvidnoßen\  y  ≤  z,  t ∈ [ 0; T ] ,  x, y, z ∈ [ a; b ] , 

p  ≥  L G t y z p G t y z q+ +[ ( , , ) ( , , ) ]1 2   +

+  L G t y z t y z p G t y z t y z q− − + − +[ ( ( , , ) ( , , )) ( ( , , ) ( , , )) ]1 1 2 2α α ,

q  ≥  L G t y z t y z q G t y z t y z p+ + + +[( ( , , ) ( , , )) ( ( , , ) ( , , )) ]1 1 2 2α α   +

+  L G t y z p G t y z q− − −[ ( , , ) ( , , ) ]1 2

vyplyvagt\ nerivnosti  p  ≥  θ,  q  ≥  θ. 
Todi v (4) moΩna poklasty 

F t y z p q1( , , , , )   =  G t y z p y G t y z q z1 2( , , )( ) ( , , )( )− − −   +

+  ( ( , , ) ( , , ))( ) ( , , )A t y z A t y z y z F t y z1 2+ − + ,
(7)

F t y z p q2( , , , , )  =  ( ( , , ) ( , , ))( ) ( ( , , )G t y z t y z q z G t y z1 1 2+ − −α   +

+  α2 1 2( , , ))( ) ( ( , , ) ( , , ))( ) ( , , )t y z p y A t y z A t y z z y F t z y− + + − + .

Zaznaçymo, wo prypuwennq (6) v umovax navedenoho tverdΩennq spravdΩu-

gt\sq, napryklad, qkwo operatory 

G t y z t y z A t z y1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , )+ −α     ta    G t y z t y z A t z y2 2 2( , , ) ( , , ) ( , , )+ −α

[ poxidnymy vid  F t y z( , , )   vidpovidno wodo  y  ta  z .  U c\omu vypadku alhorytm

(4), (7) totoΩnyj zastosuvanng do rivnqnnq (3) odnoho z osnovnyx variantiv

metodu Çaplyhina.  Qkwo Ω operatory  A t z y1( , , )  i  A t z y2( , , )   v (6) [ nul\ovymy

operatoramy, to z rezul\tativ doslidΩennq otrymugt\ çastynni rezul\taty, qki

[ blyz\kymy do rezul\tativ iz [3].  Qkwo Ω, krim toho, nul\ovymy [ operatory

α1( , , )t z y   i  α2( , , )t z y ,  to otrymani rezul\taty vpysugt\sq v abstraktnu sxemu

metodu Kurpelq iz [2].  Qkwo  G t z y1( , , )   i  G t z y2( , , ),  α1( , , )t z y   i  α2( , , )t z y   ta

A t z y1( , , ) i  A t z y2( , , )   [ nul\ovymy operatoramy, to otryma[mo zahal\nu sxemu al-

horytmiv (dyv. [6 – 9]), wo zazvyçaj vykorystovugt\sq pry doslidΩenni krajo-

vyx zadaç dvostoronnimy metodamy. 

Postulg[mo umovu: 

3)  zadano neperervni za sukupnistg arhumentiv nespadni po  y,  nezrostagçi
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po  z  operatory  βk ( t, y, z ) w ,  k  =  1, 2,   qki wodo  w  [ linijnymy neperervnymy

dodatnymy operatoramy i dlq qkyx iz spivvidnoßen\  y  ≤  z ,  t ∈  [ 0, T  ] ,  x , y ,
z ∈ [ a; b ]  vyplyvagt\ nerivnosti 

F t z x F t y x( , , ) ( , , )−   ≤  ( ( , , ) ( , , ) ( , , ))( )G t y z t y z A t z y z y1 1 1+ − −β ,

– ( ( , , ) ( , , ) ( , , ))( )G t y z t y z A t z y z y2 2 2+ − −β   ≤  F t x z F t x y( , , ) ( , , )− ,

de  G t y z1( , , ) ,  G t y z2( , , ),  A t y z1( , , ),  A t y z2( , , )   zadovol\nqgt\ umovu 1. 

Rozhlqnemo zastosuvannq zaproponovanoho alhorytmu na prykladi linijno]

dvotoçkovo] krajovo] zadaçi 

dx
dt

  =  f ( t, x ) , (8)

α βx x T( ) ( )0 +   =  γ, (9)

de  x — element prostoru  C TRm

1 0[ ; ]  neperervno dyferencijovnyx  m-vymirnyx

vektornyx funkcij skalqrnoho arhumentu, napivuporqdkovanoho konusom do-

datnyx elementiv,  t T∈ [ ; ]0 ,  f D T a b C TRm
: [ ; ] [ ; ] [ ; ]= × →0 01   ( a, b ∈  C TRm

1 0[ ; ]) ,

γ — m-vymirnyj stalyj vektor,  α  i  β — stali matryci porqdku  m × m ,  v alho-

rytmi (4), (7) pryjma[mo 

L f t+[ ( )]  =  ( ) ( )α β α+ − ∫1

0

t

f s ds ,      L f t−[ ( )]  =  ( ) ( )α β β+ − ∫1

t

T

f s ds

za umovy, wo matrycq  α + β — neosoblyva, pryçomu  ( )α β α+ −1   ≥   Θ   i  (α +
+ β β)−1   ≥  Θ.  Poznaçyvßy çerez  G  =  { }gij ,  A  =  { }aij ,  B  =  { }bij   stali matryci

z elementamy 

gij  =  max ( , , ) ( , , )
[ , ]

, [ , ]

( ) ( )

t T
y z a b

ij ijg t y z g t y z
∈

∈

+
0

1 2 ,

aij  =  max ( , , ) ( , , )
[ , ]

, [ , ]

( ) ( )

t T
y z a b

ij ija t y z a t y z
∈

∈

+
0

1 2 ,

bij  =  max ( , , ) ( , , )
[ , ]

, [ , ]

( ) ( )

t T
y z a b

ij ijt y z t y z
∈

∈

+
0

1 2β β ,

otryma[mo umovu zbiΩnosti u vyhlqdi 

( )E GT− −1  >  Θ,      ( ) ( )E GT T A B− +−1
 q  <  1.

ZauvaΩennq.  Qkwo v (6) poklasty  G t y zk ( , , ) ≡ Θ,  αk t y z( , , ) ≡ Θ ,  A t y zk ( , , )  ≡
≡  Θ,  k  =  1, 2,  a za  β1( , , )t y z   i  β2( , , )t y z   pryjnqty konstanty Lipßycq funkci]

F t y z( , , )   za zminnymy  y  i  z  vidpovidno, to dlq zadaçi (8), (9) otryma[mo rezul\-

tat iz [9].  Zaznaçymo, wo dlq vypadku nenul\ovyx  G t y z1( , , ) ,  G t y z2( , , )  u prove-

denyx doslidΩennqx vstanovleno umovy, za qkyx poslidovni nablyΩennq maty-

mut\ nadlinijnu (zokrema, i kvadratyçnu) ßvydkist\ zbiΩnosti.  Krim c\oho, vy-

korystannq u strukturi proponovanoho alhorytmu operatoriv  A t y z1( , , ),
A t y z2( , , )   (vidminnyx vid nulq) dozvolq[ apriori vraxovuvaty vplyv poxybok za-

okruhlennq na monotonnist\ ta dvostoronnist\ poslidovnyx nablyΩen\ pry

praktyçnij realizaci] alhorytmu.  SxoΩi porivnqnnq moΩna provesty dlq zadaçi

pro vidßukannq periodyçnyx rozv’qzkiv [6, 7], bahatotoçkovo] zadaçi Valle Pus-
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sena ta krajovyx zadaç dlq rivnqn\ iz parametramy [8]. 
Perspektyvy podal\ßyx doslidΩen\ u c\omu naprqmku — rozßyrennq kla-

siv zadaç, dlq aproksymaci] rozv’qzkiv qkyx moΩna zastosovuvaty doslidΩenyj

dvostoronnij alhorytm, a takoΩ pobudova sxem dyskretyzaci], prydatnyx dlq

joho realizaci] za dopomohog suçasnyx obçyslgval\nyx zasobiv. 
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