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OB ∏KVYVALENTNOSTY NEKOTORÁX USLOVYJ

DLQ VÁPUKLÁX FUNKCYJ*

We study classes of convex functions on  (  1, ∞  ]  which tend to zero at infinity.  We establish the
relations between different elements of these classes.

Vyvçagt\sq klasy opuklyx funkcij na  ( 1, ∞ ],  wo prqmugt\ do nulq na neskinçennosti.  Vsta-

novlggt\sq spivvidnoßennq miΩ riznymy predstavnykamy cyx klasiv.

1.  Vvedenye.  Budem rassmatryvat\ funkcyy yz klassa
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Ponqtno, çto funkcyy yz klassa  �  mohut stremyt\sq k nulg kak skol\ uhod-

no b¥stro, tak y skol\ uhodno medlenno.  Zadaça klassyfykacyy funkcyj yz

�  po skorosty ub¥vanyq pry  t → ∞  xoroßo yzvestna v konstruktyvnoj teoryy

funkcyj.  Naybolee qrkymy prymeramy yspol\zovanyq takoj klassyfykacyy

qvlqgtsq zadaçy maΩoryrovanyq nekotor¥x konstruktyvn¥x y strukturn¥x

xarakterystyk funkcyj (sm., naprymer, ·1‚), zadaçy opysanyq svojstv funkcyj

yz klassov  Lψ
  (sm. ·2‚) y druhye (sm., naprymer, ·3, 4‚).

A. Y. Stepanec (sm. rabot¥ ·2, t. 1‚, hl. 3, ·5‚) vvel sledugwug xarakterys-

tyku, na osnove kotoroj b¥la predloΩena udobnaq dlq pryloΩenyj klassyfy-

kacyq funkcyj yz  �:

µ ( ψ, t )  =  t

t tψ ψ− 
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∏tu velyçynu çasto naz¥vagt modulem poluraspada funkcyy  ψ.  Klassyfyka-

cyq funkcyj yz klassa  �  osnovana na ohranyçennosty  µ ( ψ, t )  sverxu yly

snyzu:

�0  =  ψ µ ψ( ) : ( , ) [ , )t t K t∈ < ≤ ∀ ∈ ∞{ }� 0 1 ,

�∞  =   ψ µ ψ( ) : ( , ) [ , )t K t t∈ < ≤ < ∞ ∀ ∈ ∞{ }� 0 1 ,

�C  =  ψ µ ψ( ) : ( , ) [ , )t K t K t∈ < ≤ ≤ < ∞ ∀ ∈ ∞{ }� 0 11 2 .

Typyçn¥my predstavytelqmy kaΩdoho klassa qvlqgtsq sledugwye funkcyy:

ln 
A

 ( t + 2 ) ∈ � 0  dlq  A < 0;  t 
r

 ln 
A

 ( t + 2 ) ∈ � C  dlq  r > 0,  A ∈ R;  e Atr−  ∈ �∞

dlq  A, r > 0.

Narqdu s klassamy  � 0 ,  � ∞   y  � C  v teoryy pryblyΩenyj vaΩnug rol\

yhragt (sm. ·2‚, hl. 3>–>8‚) sledugwye podklass¥  �0  y  �∞ :

  � 0
+   =    ψ µ ψ( ) : ( , )t t∈ ↓{ }� 0 0 ,

  ′∞�   =    ψ η ψ( ) : ( , ) [ , )t t t K t∈ − < ∀ ∈ ∞{ }∞� 1 ,

hde  η ( ψ, t ) : = ψ ψ− 





1

2
( )t

.

Budem nalahat\ na funkcyg  ψ ( t ) ∈ �  nekotor¥e yz uslovyj:
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> => O nψ( )[ ],

Vβ)   

k
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k k
=
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1

1β ψ( )> => O n nβ ψ( )[ ].

Uslovyq  V)  y  Vβ)  çasto naz¥vagt uslovyqmy Bary>–>Steçkyna (sm. ·1, 6‚).  V

upomqnut¥x rabotax avtor¥ yspol\zovaly πty opredelenyq dlq funkcyj

ϕ ( t ) : = ψ 1
t





 .

Dalee, sleduq Matusevskoj, zapyßem sledugwye opredelenyq (sm. ·3, s.>68‚).

Pust\  f ( ⋅ ) — poloΩytel\naq na  [ X, ∞ ),  X > 0,  funkcyq.  Ee verxnyj yndeks

Matusevskoj  α  ( f ) — πto ynfymum po tem  α,  dlq kotor¥x suwestvuet kon-

stanta  C = C ( α )  takaq, çto dlq lgboho  Λ > 1

f x
f x
( )
( )
λ

  ≤  C oλα{ ( )}1 1+     (x → ∞)  ravnomerno po  λ ∈ [ 1, Λ ] ;

ee nyΩnyj yndeks Matusevskoj  β  ( f ) — πto supremum po tem  β,  dlq kotor¥x

suwestvuet konstanta  D = D ( β ) > 0  takaq, çto dlq lgboho  Λ > 1

f x
f x
( )
( )
λ

  ≥  D oλβ{ ( )}1 1+     (x → ∞)  ravnomerno po  λ ∈ [ 1, Λ ] .

Cel\g nastoqwej rabot¥ qvlqetsq v¥qsnenye vzaymosvqzy meΩdu razbye-

nyem Stepanca klassa  �,  razbyenyqmy Bary – Steçkyna (s yspol\zovanyem

uslovyj  V)  y  Vβ)), razbyenyqmy funkcyj rehulqrnoj varyacyy (s yspol\zova-

nyem ohranyçennosty yndeksov Matusevskoj) y nekotor¥my druhymy.  TakΩe

m¥ dokaΩem svojstva funkcyj yz  � 0
+

  y  ′∞� .

2.  Teorema ob πkvyvalentnosty.

Teorema.  Pust\  ψ ( t ) ∈ �.  Tohda:

A)  sledugwye uslovyq πkvyvalentn¥:

ψ ( t )  ∈  �0 , (1)

β  ( ψ )  >  – ∞, (2)

ψ ( t )  ∈  
0 < < ∞β

β∪ B ; (3)

V)  sledugwye uslovyq πkvyvalentn¥:

ψ ( t )  ∈  � ∞ , (4)

α  ( ψ )  <  0, (5)

ψ ( t )  ∈  B; (6)

C)  sledugwye uslovyq πkvyvalentn¥:

ψ ( t )  ∈  � C , (7)

– ∞  <  β  ( ψ )  ≤  λ  ( ψ )  <  0, (8)

∃ β ∈ ( 0, + ∞ ):  ψ ( t )  ∈  B   ∩  Bβ; (9)

D)  sledugwye uslovyq πkvyvalentn¥:

ψ ( t )  ∈    ′∞� , (10)
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k n

k
=

∞

∑ ψ( )  <  Cψ ( n )    ∀ n ∈ N , (11)

∃ r ∈ N :     1
ψ( )n









 ∈ 
  s

r
s

= 1
∪ N( ). (12)

Zdes\ y dalee posledovatel\nost\ prynadleΩyt  N,  esly ona lakunarna,

t.>e. suwestvuet çyslo  λ > 1  takoe, çto neravenstvo  

γ
γ
n

n

+1  ≥ λ > 1  v¥polneno

dlq lgb¥x natural\n¥x  n.  Takym obrazom, uslovye (12) svydetel\stvuet o tom,

çto posledovatel\nost\  
1

ψ( )n








  predstavyma v vyde koneçnoho obæedynenyq

lakunarn¥x posledovatel\nostej.

Dokazatel\stvo teorem¥.  A). DokaΩem, çto  (1) ⇒ (2).  Pust\  ψ  ( t ) ∈ �0.
t.>e.  µ ( ψ, t ) ≤ K .  Tohda

ψ

ψ

t
K

t

1 1+











( )
  ≥  1

2
.

Otsgda, yspol\zuq monotonnost\  ψ,  lehko poluçyt\

ψ λ
ψ
( )
( )

t
t

  ≥  1

2λξ     dlq    λ ∈ [ 1, ∞ ),      ξ  =  log /1 1 2+ K  > 0.

Takym obrazom, sohlasno opredelenyg  β ( ψ )  ≥ – ξ > – ∞,  t. e. yz (1) sleduet (2).

PokaΩem, çto  (2) ⇒ (3) ⇒  (1).  Pust\ v¥polneno (2).  Tohda m¥ vospol\-

zuemsq predloΩenyem 2.2.1 yz ·3, s. 72‚, sohlasno kotoromu esly  β  ( ψ ) > – ∞,  to

dlq lgboho  β < β  ( ψ )  suwestvugt konstant¥  C  y  X  takye, çto

ψ
ψ

( )
( )
y
x

C  ≥  
y
x







β
,      y ≥ x ≥ X.

S druhoj storon¥, v sylu monotonnosty  ψ  ymeem  

ψ λ
ψ
( )
( )

t
t

 ≤ λ0
,  y sohlasno opre-

delenyg verxneho yndeksa Matusevskoj  α  ( ψ ) ≤ 0.  Otsgda vydno, çto dlq lg-

boho  β < β  ( ψ )  (≤ α  ( ψ ) ≤ 0)  funkcyq  

ψ
β
( )x

x
  qvlqetsq poçty vozrastagwej v

sm¥sle Bernßtejna (sm. ·1‚), t. e.

ψ
β

( )y

y
C   ≥  

ψ
β

( )x

x
,      y ≥ x. (13)

Zametym, çto uslovye  ψ ∈ Bγ  πkvyvalentno sledugwemu uslovyg: suwestvuet

ε > 0  takoe, çto funkcyq  t tγ εψ− ( )  poçty vozrastaet (sm. ·1‚).  Tohda (13)

vleçet  ψ ∈ B | |+β ε   dlq  ε > 0.  Takym obrazom,  ψ ∈ 
0 < < ∞β β∪ B .  Otsgda

sleduet suwestvovanye  s ≥ 1  y  γ > 0,  dlq kotor¥x

ψ
ψ

( )
( )

t
st

  ≤  Csγ   = :  C1  >  0

dlq vsex  t ≥ 1.  Nakonec, yspol\zuq teoremu 16.1 yz ·2, t. 1, s. 175‚, poluçaem

ψ ( t ) ∈ �0.  Punkt A) dokazan.
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V).  PokaΩem, çto  (4) ⇒ (5).  V sylu ub¥vanyq  ψ  (4) vleçet

ψ

ψ

t
K

t

1 1+( )( )
( )

  ≤  
1
2

.

NesloΩno pokazat\, çto yz posledneho neravenstva sleduet

ψ λ
ψ
( )
( )

t
t

  ≤  
2

λξ     dlq    λ ∈ [ 1, ∞ ),      ξ  =  log /1 1 2+ K  > 0.

Tohda  α ( ψ ) ≤ – ξ < 0,  t. e. (5) spravedlyvo.

Teper\ dokaΩem, çto  (5) ⇒ (6) ⇒ (4).  Pust\  α  ( ψ ) < 0.  Tohda (sm. predlo-

Ωenye 2.2.1 yz ·3, s. 72‚), tak kak  α  ( ψ ) < + ∞,  dlq lgboho  α > α  ( ψ )  suwestvu-

gt konstant¥  C  y  X  takye, çto

ψ
ψ

( )
( )
y

x
  ≤  C

y

x






α
,    y ≥ x ≥ X.

Sledovatel\no, suwestvuet  β > 0  takoe, çto funkcyq  ψ β( )x x   qvlqetsq poçty

ub¥vagwej, t. e.

ψ β( )y y   ≤  C ψ β( )x x ,    y ≥ x. (14)

Poslednee uslovye πkvyvalentno  ψ ∈ B  (sm. ·1‚).  S druhoj storon¥, yz (14)

sleduet suwestvovanye  s > 1,  dlq kotoroho v¥polnqetsq neravenstvo

ψ
ψ

( )
( )
st
t

  ≤  
1
2

.

Tohda, yspol\zuq ub¥vanye  ψ,  sohlasno opredelenyg  µ ( ψ, t )  poluçaem  
1

1s −
 ≤

≤ µ ( ψ, t ) ,  t. e.  ψ ∈ �∞ .  Punkt V) dokazan.

Punkt S) sleduet yz pred¥duwyx punktov y neravenstva  β ( ψ ) ≤ α  ( ψ ) .

D).  Yz lemm¥ 1 rabot¥ ·7‚ (sm. takΩe ·8‚) y predloΩenyq 8.1 ·2, t. 2, s. 47‚

ymeem  (10) ⇒ (11) ⇒ (12) ⇒ ∃ ν ∈ N :  ψ ( n + ν ) ≤ 
1
2

ψ( )n   ∀ n ∈ N.  Tohda v sylu

monotonnosty  ψ  suwestvuet  T > 1  takoe, çto  µ  ( ψ, t ) – t < K  dlq lgb¥x  t ∈
∈ [ T, ∞  ) .  Otsgda sohlasno opredelenyg funkcyy  µ ( ψ, t )  ymeem  ψ ∈   ′∞� .  

Teorema dokazana.

3.  Sledstvyq y zameçanyq.  

Sledstvye 1.  Pust\  ψ ( t ) ∈ � .  Tohda uslovye  ψ  ( t ) ∈ �0  vleçet dlq
β > – β ( ψ )  uslovye

k

n
q qk k

=

−∑
1

1β ψ ( )   =  O n nq qβ ψ ( )[ ]      ∀ q > 0. (15)

Sledstvye 2.  Pust\  ψ ( t ) ∈ � .  Tohda uslovye  ψ  ( t ) ∈ �∞  πkvyvalentno
uslovyg

k n

n p k
k=

∑ ψ ( )
  =  O npψ ( )[ ]       ∀ q > 0. (16)

Sledstvye 3.  Pust\  ψ ( t ) ∈ � .  Tohda uslovye  ψ  ( t ) ∈ �C  vleçet dlq
β > – β ( ψ )  uslovyq (15), (16).

Dokazatel\stva sledstvyj 1>–>3 oçevydn¥ yz dokazatel\stva teorem¥ y yz

sledugweho fakta (sm. ·8‚): uslovye  ψ ∈ Bβ  πkvyvalentno uslovyg (15), a

uslovye  ψ ∈ B — uslovyg (16).
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Zameçanye 1.  Funkcyq, udovletvorqgwaq uslovyg – ∞ < β  ( ψ ) ,  naz¥vaet-

sq funkcyej s ohranyçenn¥m ub¥vanyem, a funkcyq, udovletvorqgwaq uslo-

vyg  α  ( ψ ) < 0, — funkcyej s poloΩytel\n¥m ub¥vanyem ·3, s. 71‚.  Nakonec,

klass funkcyj, udovletvorqgwyx uslovyg  – ∞ < β  ( ψ ) ≤ α  ( ψ ) < ∞,  sovpadaet

·3, s. 71‚ s klassom  O-rehulqrno menqgwyxsq funkcyj.  Nekotor¥e svojstva

upomqnut¥x klassov funkcyj predstavlen¥ v ·3‚.

Zameçanye 2.  V monohrafyy ·2, s. 161‚ (teorema 12.1) pokazano, çto uslovye

ψ ∈ �C  πkvyvalentno uslovyg

0 < K1 ≤ α  ( t ) ≤ K2 < ∞    ∀ t ≥ 1,    hde   α  ( t )  =  
ψ
ψ

( )
( )
t

t t′
,  ψ′( )t   : =  ψ′ +( )t 0 .

(17)

Poskol\ku spravedlyvo predstavlenye

ψ ( x )  =  C
t

dt
t

x

exp
( )1

1∫ −







α

 ,    C > 0, (18)

teorema o predstavlenyy  O-rehulqrno menqgwyxsq funkcyj (sm. ·3, s.>71>–>74‚)

vleçet neravenstvo  − 1

1K
 ≤ β  ( ψ ) ≤ α  ( ψ ) ≤ − 1

2K
,  hde  K1  y  K2  vzqt¥ yz (17).

Zameçanye 3.  Funkcyg  S ( t )  naz¥vagt slabo koleblgwejsq (sm. ·3, s. 6; 4,

s. 10‚), esly ona yzmeryma na  [ D, + ∞ ) ,  D > 0,  poloΩytel\na y dlq lgboho  λ  >
> 0  udovletvorqet sootnoßenyg

lim
( )
( )t

S t
S t→ ∞

λ
  =  1. (19)

Zametym, çto sohlasno teoreme Landau (sm. ·3, s. 54‚), esly  S ( t  ) ∈ �  y (19)

spravedlyvo xotq b¥ dlq odnoho poloΩytel\noho  λ ≠ 1,  to  S — slabo koleb-

lgwaqsq.

Yz teorem¥ o predstavlenyy slabo koleblgwyxsq funkcyj (sm. ·3, s. 12; 4,

s. 10>–>14‚) y teorem¥ 12.1 yz ·2, s. 161‚ dlq  ψ ∈ �  ymeem

ψ — slabo koleblgwaqsq  ⇒  ψ ∈ ′�0 .

Zameçanye 4.  Nekotor¥e uslovyq, ne upomqnut¥e v¥ße y πkvyvalentn¥e

uslovyqm  ψ ( t ) ∈ B,  ψ ( t ) ∈ Bβ  y  ψ  ∈   ′∞� ,  moΩno najty v ·1, 7>–>9‚.
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