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PRYBLYÛENYE KLASSOV  ψψ-YNTEHRALOV

PERYODYÇESKYX FUNKCYJ MNOHYX

PEREMENNÁX PRQMOUHOL|NÁMY

LYNEJNÁMY SREDNYMY YX RQDOV FUR|E

We obtain asymptotic equalities for deviations of rectangular linear means of Fourier series on classes of
ψ -integrals of multivariable functions

OderΩano asymptotyçni rivnosti dlq vidxylen\ prqmokutnyx linijnyx serednix rqdiv Fur’[ na

klasax  ψ -intehraliv funkcij bahat\ox zminnyx.

Klass¥  ψ -yntehralov peryodyçeskyx funkcyj odnoj peremennoj b¥ly vve-

den¥ v 1996 h. A. Y. Stepancom (sm. [1]) sledugwym obrazom.

Pust\  L — prostranstvo summyruem¥x  2π-peryodyçeskyx funkcyj,  f ∈ L  y
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qvlqetsq rqdom Fur\e nekotoroj summyruemoj funkcyy, to πtu funkcyg obo-

znaçagt  f ψ
  y naz¥vagt  ψ -proyzvodnoj funkcyy  f.  Funkcyg  f  pry πtom na-

z¥vagt  ψ -yntehralom funkcyy  f ψ
.

Esly funkcyq  f  neprer¥vna y v¥polneno uslovye  ess sup f xψ( )  ≤ 1,  to

polahagt  f ∈ C∞
ψ

.

Yssledovanyg approksymatyvn¥x svojstv klassov  C∞
ψ

  posvqwen obßyrn¥j

kruh rabot (sm., naprymer, [1 – 6]).  V rabotax [2, 5] moΩno najty byblyohrafyg

po voprosam, prym¥kagwym k πtoj tematyke.  V to Ωe vremq vopros¥ prybly-

Ωenyq klassov  ψ -yntehralov peryodyçeskyx funkcyj mnohyx peremenn¥x

yzuçen¥ v men\ßej mere.  Zdes\ sleduet otmetyt\ rabot¥ [7, 8], v kotor¥x

yzuçaetsq povedenye uklonenyj prqmouhol\n¥x summ Fur\e na πtyx klassax.  V

dannoj stat\e poluçen¥ asymptotyçeskye formul¥ dlq verxnyx hranej uklo-

nenyj razlyçn¥x prqmouhol\n¥x lynejn¥x srednyx rqdov Fur\e, vzqt¥x po

klassam  ψ -yntehralov funkcyj  m  peremenn¥x.  V çastnosty, najden¥ asymp-

totyçeskye ravenstva, kotor¥e obespeçyvagt reßenye zadaçy Kolmohorova –

Nykol\skoho (sm. [2, s. 8]) na πtyx klassax dlq prqmouhol\n¥x summ Valle

Pussena.

Klass¥  ( ψ, β ) -dyfferencyruem¥x funkcyj  m  peremenn¥x y  ψ -ynteh-

ralov funkcyj  m  peremenn¥x vvodqtsq v rabote [7, s. 545, 546] (sm. takΩe [8,
s.?911, 912]).  Pryvedem opredelenye klassov  ψ -yntehralov  2π-peryodyçeskyx

funkcyj  m  peremenn¥x, sleduq [7], odnako, s nekotor¥my yzmenenyqmy, neob-

xodym¥my v dannom yzloΩenyy.
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Pust\  Rm
 — prostranstvo  m-mern¥x vektorov    

�
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= [− π π]
=
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 | xi ∈ N,  i = 1, 2, … , m },

Nm
*   =  {  

�
x  ∈ R 

m
 | xi ∈ N* = N ∪ { 0 },  i = 1, 2, … , m }.
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m
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m
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m
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m
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Sleduq [7, s. 545], rqd Fur\e funkcyy   f x( )
�

  opredelym sootnoßenyem
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hde    q k( )
�

 — kolyçestvo nulev¥x koordynat vektora  

�
k .

Pust\  m  = { 1, 2, … , m }  y  µ — proyzvol\noe podmnoΩestvo yz  m .  Oboz-

naçym çerez  |  µ |  kolyçestvo πlementov mnoΩestva  µ  y çerez  µ  ( r ) —  r-πle-

mentnoe podmnoΩestvo yz  m   ( | µ ( r ) | = r ).

Dlq kaΩdoho  µ ⊂  m   vvedem ponqtye harmonyky, soprqΩennoj s    A f x
k
�

�
( );

po peremenn¥m  xi ,  i ∈ µ,  sledugwym sootnoßenyem:
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Ponqtye  ψ -proyzvodn¥x funkcyj mnohyx peremenn¥x vvedem po analohyy s

odnomern¥m sluçaem (sm. [1]).  Poskol\ku nalyçye çastn¥x proyzvodn¥x po

otdel\n¥m peremenn¥m ne vsehda vleçet za soboj nalyçye smeßann¥x çastn¥x

proyzvodn¥x po πtym Ωe peremenn¥m y πtyx Ωe porqdkov, budem yspol\zovat\

dva nabora system çysel: odyn dlq opredelenyq çastn¥x proyzvodn¥x po ot-

del\n¥m peremenn¥m, vtoroj dlq opredelenyq smeßann¥x çastn¥x proyzvod-

n¥x.

Pust\  ψ i  = ( ψi1 ( k ), ψi2 ( k ) ),  Ψi  = ( Ψi1 ( k ), Ψi2 ( k ) ),  i ∈ m ,  k = 0, 1, 2, … , —

nabor¥ system çysel takyx, çto dlq vsex  i ∈ m ,  k ∈ N  v¥polnqgtsq uslovyq

ψi1 ( 0 )  =  1,      Ψi1 ( 0 )  =  1,      ψi2 ( 0 )  =  0,      Ψi2 ( 0 )  =  0,

(4)

ψ ψ ψi i ik k k2
1
2

2
2( ) = ( ) + ( )  ≠  0,      Ψ Ψ Ψi i ik k k2

1
2

2
2( ) = ( ) + ( )  ≠  0.
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Esly dlq fyksyrovannoho  r ∈  m   suwestvuet funkcyq  f xrψ ( )
�

 ∈  L ( T 
m

 )
takaq, çto
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hde  Nr
m

 — mnoΩestvo toçek    
�
k  ∈  Nm

* ,  u kotor¥x  kr ≠ 0,  to budem hovoryt\,

çto  f xrψ ( )
�

  qvlqetsq çastnoj  ψr -proyzvodnoj funkcyy    f x( )
�

  po peremennoj

xr .  Dlq funkcyy    f xrψ ( )
�

  budem ynohda yspol\zovat\ estestvennoe dlq çastn¥x

proyzvodn¥x oboznaçenye  

  

∂ ( )
∂

ψ r f x
xr

�
.

Dlq fyksyrovannoho nabora  µ ⊂ m ,  µ = ( r1 , r2 , … , r| µ | ),  smeßannoj  Ψµ -

proyzvodnoj po peremenn¥m  xi ,  i ∈ µ,  po analohyy s opredelenyem ob¥knoven-

noj smeßannoj çastnoj proyzvodnoj, budem naz¥vat\ funkcyg  f
Ψµ

,  rqd Fu-

r\e kotoroj qvlqetsq rezul\tatom posledovatel\noho prymenenyq formul¥ (5)

k rqdu Fur\e funkcyy  f,  no s yspol\zovanyem vmesto system çysel  ψij ( k )  so-

otvetstvenno  Ψij ( k ),  i ∈ µ,  j = 1, 2:

  
f x

f x
x x x

r r r

r r r

Ψ
Ψ Ψ Ψ
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µ µ
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.

MnoΩestvo funkcyj  f ∈  L ( T 
m

 )  takyx, çto suwestvugt  ψ i -proyzvodn¥e

f iψ
  dlq lgb¥x  i ∈ m   y smeßann¥e  Ψµ -proyzvodn¥e  f

Ψµ
  dlq vsex  µ ⊂  m ,

budem oboznaçat\  Lmψ
,  a podmnoΩestvo neprer¥vn¥x funkcyj yz  Lmψ

 —

Cmψ
.  MnoΩestvo funkcyj yz  Cmψ

,  udovletvorqgwyx uslovyqm

  
ess sup f xiψ ( )

�
  ≤  1,      

 
ess sup f x

Ψµ ( )
�

  ≤  K  <  ∞,      i ∈ m ,     µ ⊂ m ,

budem oboznaçat\  Cm
∞

ψ
.

V sluçae, kohda  m = 2  y suwestvugt system¥ çysel  ψi ( k ),  Ψi k( )   y çysla

βi  ,  βi
*
  takye, çto  ψ i1 ( k ) = ψi ( k ) cos

βiπ
2

,  ψ i2 ( k ) = ψi ( k ) sin
βiπ
2

,  Ψi k1( )  =

= Ψi k( )  cos
*βi π
2

,  Ψi k2( ) = Ψi  ( k ) sin
*βi π
2

,  i  = 1, 2,  Cm
∞

ψ
  qvlqetsq klassom

( ψ, β ) -dyfferencyruem¥x funkcyj dvux peremenn¥x, kotor¥e b¥ly vveden¥ v

rabote [9].  Esly, krome toho, dlq çysel  r > 0,  s > 0,  r1 ≥ r,  s1 ≥ s  v¥polnen¥

uslovyq  Ψ1 ( k ) = k–
 
r
,  Ψ2 ( k ) = k–

 
s
,  ψ1 ( k ) = k–

 
r1

,  ψ2 ( k ) = k–
 
s1

,  to klass¥  Cm
∞

ψ

sovpadagt s klassamy  Wr s
r s
1 1,
,

.  V rabote [10] (sm. takΩe [3, 11]) yzuçen¥ vopros¥

pryblyΩenyq klassov  Wr s
r s
1 1,
,

  prqmouhol\n¥my summamy Fur\e
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Tam Ωe (sm. [10, s. 604]) dlq verxnyx hranej uklonenyj prqmouhol\n¥x summ

Fur\e    S f xn
�

�
( ); ,  vzqt¥x po klassam  Wr s

r s
1 1,
,

,
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pry  ni → ∞,  i = 1, 2,  poluçeno asymptotyçeskoe ravenstvo
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Sleduq [3] (sm. takΩe [2, 9]), prqmouhol\n¥e lynejn¥e srednye rqdov Fur\e

opredelym sledugwym obrazom.

Pust\  Λ = ( Λ1 , Λ2 , … , Λm ) — fyksyrovann¥j nabor beskoneçn¥x treuhol\-

n¥x çyslov¥x matryc,  Λi = { }( )λk
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( ); ; Λ ,   
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.

Cel\g dannoj rabot¥ qvlqetsq yssledovanye asymptotyçeskoho povedenyq
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�( ) = ( )∞
∈ ∞

C U f xm
n

f C
n C

m
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δ; sup ; ;� �
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Najdem yntehral\n¥e predstavlenyq velyçyn   δ �
�

n f x( ); ; Λ .  Dlq πtoho vos-

pol\zuemsq pryemamy, predloΩenn¥my v [2, s. 52 – 56].

Çerez  { λni
 ( v ) },    

�
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m
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Vvedem funkcyy
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  zadan¥ tak, çto  τij ( v ),  Tij ( v )  neprer¥vn¥ na poloΩytel\-

noj poluosy y v¥polneno uslovye  τij ( 0 ) = 0;  Tij ( 0 ) = 0,  i = 1, 2, … , m,  j = 1, 2.

Dlq  i ∈ m ,  j = 1, 2  poloΩym
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Yspol\zuq rassuΩdenyq rabot¥ [12, s. 259 – 262], nesloΩno poluçyt\ sledu-

gwee utverΩdenye.

Teorema 1.  Pust\ funkcyy  τ i j ( v ),  T ij ( v )  opredelen¥ sootnoßenyqmy (8),

(9) y ymegt summyruem¥e na  R  preobrazovanyq Fur\e

ˆ
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∞
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∫   <  ∞,      ˆ

–

T t dtij( )
∞

∞
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∞
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V kaçestve sledstvyq yz teorem¥ 1 moΩno poluçyt\ sledugwee utverΩde-

nye, kotoroe qvlqetsq  m-mern¥m analohom yzvestnoj lemm¥ Telqkovskoho [13].
Teorema 2.  Pust\ funkcyy  τ i j ( x ),  Tij ( x ),  i = 1, 2, … , m,  j = 1, 2,  zadan¥

sootnoßenyqmy (8), (9) y v¥polnen¥ uslovyq
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–

T t dtij( )
∞

∞

∫   <  ∞,      i  =  1, 2, … , m,      j  =  1, 2.

Tohda pry  ni → ∞,  i = 1, 2, … , m,  spravedlyvo ravenstvo

�( ) = ( ) + ( ) ( ) + ( )





∞

= ∈ = ∈ ( )( )⊂=
∑ ∑ ∏∑∑C U A O a A Tm

n i
i

m

ij
i m j

j
j ii mi

m
ψ

µµ
τ τ;

; ,

�

1 1 2 2

1 . (10)

Sleduq [1], vvedem mnoΩestva  �,  F.  Budem polahat\, çto funkcyy  ψij ( v ),
Ψij ( v ),  i = 1, 2, … , m,  j = 1, 2,  qvlqgtsq funkcyqmy neprer¥vnoho arhumenta

v ≥ 0,  sovpadagwymy pry  v ∈  N  s πlementamy odnoymenn¥x system çysel

ψij ( k ),  Ψij ( k ),  kotor¥e yspol\zovalys\ v¥ße dlq opredelenyq  ψ i - y  Ψµ -pro-

yzvodn¥x.

Çerez  �  oboznaçym mnoΩestvo funkcyj  ψ ( x ),  neprer¥vn¥x pry  x ≥ 0,

monotonno ub¥vagwyx, v¥pukl¥x vnyz pry  x ≥ 1  y udovletvorqgwyx uslovyg

lim
x→∞

 ψ ( x ) = 0.

Funkcyy  ψ ( x )  postavym v sootvetstvye funkcyg  η ( x ) = η ( ψ, x ),  svqzan-

nug pry  x ≥ 1  s  ψ ( x )  sootnoßenyem  ψ ( η ( x ) ) = 1
2

 ψ ( x ).

Çerez  F  oboznaçym mnoΩestvo funkcyj  ψ ∈  �,  dlq kotor¥x  ′( )η t  =

= η′ ( ψ, t ) ≤ const,  t ≥ 1,  η′ ( t ) =df
 η′ ( t + 0 ).

S pomow\g teorem¥ 2 yzuçenye velyçyn      �( )∞C Um
n

ψ ; �   svodytsq k v¥çysle-

nyg odnomern¥x nesobstvenn¥x yntehralov  A ( τ ).  V çastnosty, spravedlyvo

sledugwee utverΩdenye.

Teorema 3.  Pust\  Ψ i j ∈  F,  ψ ij ∈  F,  i = 1, 2, … , m,  j = 1, 2,  y   ( ( )η ψ i in,  –

– ni)−1 = O ( 1 ),  ( )( ) − −η Ψi i in n, 1 = O ( 1 ).  Pust\, dalee, suwestvugt çysla  r i
1
( )

,

r i
2
( )

  takye, çto  η ψ( − )( )
i i

in r, 1  = ni 
,  η( − )( )Ψi i

in r, 2  = ni 
,  i = 1, 2, … , m.  Polo-

Ωym  r i
0
( )  = min ,{ }( ) ( )r ri i

1 2    y  pi ∈  [ ]( )1 0, r i
,  i = 1, 2, … , m.  Tohda pry  ni →  ∞ ,  i =

= 1, 2, … , m,  spravedlyvo ravenstvo

  
�( ) =

π
( )∞

( )

=
∑C V n

r

p
m

n p i i

i

ii

m
ψ ψ; ln,

� � 4
2

1

1

 +

+ O n n
r

pi i
i

m

j j

j

jjr mr

m

( ) ( ) + ( )







=

( )

∈( )⊂=
∑ ∏∑∑1

1

2

2

ψ
µµ

Ψ ln . (11)

Dokazatel\stvo.  Yz rezul\tatov rabot¥ [6] sleduet, çto pry v¥polnenyy

uslovyj dannoj teorem¥ ymegt mesto asymptotyçeskye ravenstva

A n
r

p
O ni i i

i

i
i i( ) =

π
( ) + ( ) ( )

( )
τ ψ ψ4 12

1ln ,

A T O n
r

pi i i

i

i
( ) = ( ) ( )

( )
1 2Ψ ln ,      a O ni i i( ) = ( ) ( )τ ψ1 .

Obæedynqq πty ravenstva y sootnoßenye (10), neposredstvenno ubeΩdaemsq v

spravedlyvosty formul¥ (11).

Teorema dokazana.

Zametym, çto v sluçae, kohda  m  = 2,  dlq prqmouhol\n¥x summ Fur\e  ( pi =
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= 1,  i = 1, 2, … , m )  na klassax  Wr s
r s
1 1,
,

  sootnoßenye (11) prynymaet vyd raven-

stva (6), poluçennoho v rabote [10].
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