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TOÇKOVYJ SPEKTR SYNHULQRNO ZBURENYX

SAMOSPRQÛENYX OPERATORIV 
*

We study an inverse spectral problem for the point spectrum of singularly perturbed self-adjoint
operators.

Vyvça[t\sq obernena spektral\na zadaça dlq toçkovoho spektra synhulqrno zburenyx samo-

sprqΩenyx operatoriv. 

1.  Vstup.  Rozhlqnemo v separabel\nomu hil\bertovomu prostori  H  neobme-

Ωenyj samosprqΩenyj operator  A  =  A 
*
  z oblastg vyznaçennq  D( A )..  Budemo

hovoryty, wo operator  Ã A≠   v  H  [ (çysto) synhulqrnym zburennqm  A,  qkwo

oblast\

    D D D: ( ) ( ˜ ) : ˜= ∈ ={ }f A A Af Af∩ (1)

[ wil\nog v  H.  U c\omu vypadku moΩna vyznaçyty wil\no vyznaçenyj symet-

ryçnyj operator    
ˆ : ˜A A A= =� �D D .  Qkwo dodatkovo prypustyty, wo opera-

tor  Ã   [ samosprqΩenym, to  A   i  Ã   budut\ riznymy samosprqΩenymy rozßy-

rennqmy  Â .

Metog ci[] roboty [ doslidΩennq umov isnuvannq synhulqrnoho zburennq  Ã ,

wo rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq

Ã k k kψ λ ψ= ,      k  =  1, 2, … , (2)

dlq dovil\nyx napered zadanyx poslidovnosti dijsnyx çysel  Λ  : =  {λk :  k  ≥  1}
ta systemy ortonormovanyx vektoriv  Ψ  : =  {ψk :  k  ≥  1}  takyx, wo

L ∩ D ( A )  =  {0} , (3)

de

L : := ≥{ }span ψk k 1 . (4)

Tut  M   poznaça[ zamykannq mnoΩyny  M,  span {M} — linijna obolonka mno-

Ωyny  M.

Zaznaçymo, wo doslidΩennq toçkovoho spektra samosprqΩenyx rozßyren\

symetryçnyx operatoriv zi skinçennymy indeksamy defektu vperße provodylos\

u roboti M. H. Krejna [1].  Spektral\ni vlastyvosti samosprqΩenyx rozßyren\

symetryçnyx operatoriv z lakunamy detal\no vyvçalysq v robotax [2 – 5].  Zo-

krema, v [2, 5] bulo rozhlqnuto symetryçni operatory z kil\koma lakunamy i v

terminax prostoriv hranyçnyx znaçen\ ta funkci] Vejlq bulo pobudovano sa-

mosprqΩeni rozßyrennq z zadanymy spektral\nymy vlastyvostqmy (v lakunax i

poza lakunamy vidpovidnoho symetryçnoho operatora).  Vidmitymo takoΩ robotu

[6], de doslidΩuvalos\ pytannq pro kil\kist\ vlasnyx znaçen\ odnovymirnoho

operatora Ír\odinhera z toçkovymy vza[modiqmy.

U vypadku skinçennyx poslidovnostej  Λ  ta  Ψ   zadaçu pobudovy synhulqr-

noho zburennq  Ã ,  wo rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq (2), povnistg rozv’q-

zano v [7 – 9].
U cij roboti (dyv. takoΩ [10]) my uzahal\ng[mo ta rozvyva[mo rezul\taty
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[7 – 9] na vypadok neskinçennyx  Λ  ta  Ψ.  U p. 2 navedeno kryterij isnuvannq sy-

metryçnoho synhulqrnoho zburennq  Ã   operatora  A,  wo rozv’qzu[ zadaçu na

vlasni znaçennq (2).  U p. 3 obhovorggt\sq umovy isnuvannq samosprqΩenyx roz-

ßyren\ operatora  Ã .

Dali çerez  B ( H, K  )  poznaça[mo klas linijnyx neperervnyx operatoriv z  H
v K ,  a çerez  Ran T,  Ker T  ta  ρ( T ) — obraz, qdro ta rezol\ventnu mnoΩynu ope-

ratora  T.  Interval  ∆ ⊂ R  nazyva[t\sq lakunog samosprqΩenoho operatora  T,

qkwo  ∆ ⊂ ρ( T ) .
2.  Symetryçni synhulqrni zburennq i zadaça na vlasni znaçennq (2).

Vvedemo mnoΩynu

 D D0 0 1: ( ) : , ( )= ∈ −( ) = ∀ ≥{ }x A A x kk kψ λ . (5)

Teorema 1.  Nexaj  A — neobmeΩenyj samosprqΩenyj operator u hil\berto-
vomu prostori  H   i  Λ   =  {λk :  k  ≥  1} — dovil\na poslidovnist\ dijsnyx çysel.

Prypustymo, wo ortonormovana systema  Ψ   : =  { ψk :  k   ≥  1}   zadovol\nq[

umovu (3).  Todi wil\nist\  D0  v   H   [ neobxidnog i dostatn\og umovog dlq

isnuvannq symetryçnoho (wil\no vyznaçenoho) synhulqrnoho zburennq  Ã   o p e -
ratora  A,  wo rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq (2).

Dovedennq.  Prypustymo spoçatku, wo isnu[ symetryçnyj operator  Ã ,

qkyj rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq (2) i [ synhulqrnym zburennqm opera-

tora  A.  Nexaj mnoΩyna  D  vyznaça[t\sq formulog (1) i   
ˆ :A A= � D .  Todi

ˆ ˜ ˜* *A A A⊃ ⊃   i vnaslidok (2)  D ⊂ D0 .  Zokrema, mnoΩyna  D0  [ wil\nog v  H.

Navpaky, nexaj  D0  [ wil\nog v  H  i

 A A0 0:= � D . (6)

Todi na pidstavi (5)

A k k k0
*ψ λ ψ= ,      k  =  1, 2, … .

Rozhlqnemo samosprqΩenyj u pidprostori  L  (dyv. (4)) operator

B
k

k k k: ( , )= ⋅
=

∞

∑
1

λ ψ ψ (7)

i vyznaçymo operator

  
A A BΛ : *

( )= +0 0
�D D . (8)

Zhidno z lemog 2.2 roboty [3]

AΛ  =  B � C (9)

dlq deqkoho symetryçnoho operatora  C   v  L�
.  Zokrema,  AΛ — symetryçnyj

operator, wo rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq (2).  Bil\ß toho,  AΛ  zbiha[t\-

sq z  A  na wil\nij mnoΩyni  D0 .
Teoremu dovedeno.

Rozhlqnemo hil\bertove osnawennq (dyv. [11])

H– ⊃ H ⊃ H+ ,

de  H+  : =  D ( A )  zi skalqrnym dobutkom  ( ·, · )+  =  (( A + i ) ·, ( A + i ) · ) ,  H– — po-

povnennq  H  u normi  || · ||–  =  || ( A + i )–1
 · || .  Operator  A  standartnym çynom
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prodovΩu[t\sq do obmeΩenoho operatora  A  z  H  do  H– .  Poklademo

  M : ( ) := − ≥{ }span A λ ψk k k 1

(zamykannq beret\sq v  H–).  Todi

D0  =  {x ∈ D ( A ) :  x � M} .

Teper lehko baçyty (dyv. [10]), wo umova wil\nosti mnoΩyny  D0  v  H
rivnosyl\na tomu, wo dlq deqkoho (a todi i dlq dovil\noho)  λ ∈ ρ( A )

Gλ ∩ D ( A )  =  {0} , (10)

de

  
Gλ λ λ ψ: ( )( ) := − − ≥{ }−span A A kk k

1 1 . (11)

Umova (10), oçevydno, vykonu[t\sq u vypadku skinçennyx poslidovnostej  Λ  = 

=  {λk :  1  ≤  k  ≤  n}  i  Ψ  =  {ψk :  1  ≤  k  ≤  n}  (dyv. (3)).  Navpaky, u vypadku ne-

skinçennyx  Λ  i  Ψ   mnoΩyna  D0  moΩe buty newil\nog v  H.  Navedemo odnu

dostatng umovu wil\nosti  D0  (dyv. takoΩ [10]).
Teorema 2.  Nexaj  A — neobmeΩenyj samosprqΩenyj operator u hil\ber-

tovomu prostori  H  i ortonormovana systema  Ψ  : =  {ψk :  k  ≥  1}  zadovol\-
nq[ umovu (3).  Prypustymo, wo isnu[ obmeΩenyj interval  ∆   =   ( a, b  )  takyj,
wo dlq deqkoho  k 0  ≥  1  vykonugt\sq umovy  λk k k: ≥{ } ⊂0 ∆   i   { ψk :  k   ≥ 

≥  k0} ⊂ E( R \ ∆ )H.  Todi  D0  [ wil\nog  v  H .

Dovedennq.  Poklademo  λ  : =  ( a + b ) / 2 + i  i rozhlqnemo operatory

′ = − ⋅
=

∞

∑B
k k

k k kλ λ λ ψ ψ: ( )( , )
0

,

′′ = − ⋅
=

−

∑B
k

k

k k kλ λ λ ψ ψ: ( )( , )
1

10

,

T x x A B B xλ λ λλ: ( )= − − ′ + ′′( )−1
,      x ∈ L .

Zrozumilo, wo  Tλ ∈ B ( L, H )  i    Gλ λ= RanT   (dyv. (11)).  Na pidstavi (3)  Ran Tλ∩
∩ D ( A )  =  {0} .  Takym çynom, dosyt\ dovesty, wo  Ran Tλ — zamknena mnoΩyna

v  H.  Bezposeredn\o vydno, wo  ( )A B− ′ <−λ λ
1 1,  a  ( )A B− ′′−λ λ

1
 — skinçenno-

vymirnyj operator iz  L  u  H .  Zvidsy vyplyva[, wo  Tλ — napivfredhol\movyj

operator z  L  v  H  (dyv. [12]).  Zokrema,  Ran Tλ — zamknenyj pidprostir u  H.

Navedemo takoΩ pryklad newil\nosti mnoΩyny  D0 .

Pryklad.  Nexaj  K — neskinçennovymirnyj hil\bertiv prostir i  H  =  K  �

� K  .  Budemo ototoΩngvaty elementy  H  z paramy  〈x, y〉 ,  x  ∈  K ,  y  ∈  K .

Prypustymo, wo  S , T  — neobmeΩeni samosprqΩeni operatory v  K  taki, wo

Ker S  =  {0}  i  D ( S ) ∩ D ( T )  =  {0} .  Rozhlqnemo operator

A(〈x, y〉)  : =  〈0, Sy〉 ,      D ( A )  =  K � D ( S )

i pidprostir
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L  : =  {〈Ty, y〉 :  y ∈ D ( T )} .

Zrozumilo, wo  A — samosprqΩenyj operator v  H  i  L — neskinçennovymirnyj

pidprostir v  H,  wo zadovol\nq[ umovu (3).  Nexaj  {ψk :  k  ≥  1} — dovil\nyj

ortonormovanyj bazys v  L  i  λk  : =  0  dlq vsix  k  ≥  1.  Todi

D0  =  {(〈x, y〉) ∈ D ( A )  :  A(〈x, y〉) � L}  =

=  {(〈x, y〉) ∈ D ( A )  :  Sy � D ( T )}  =  K  �  {0} .

3.  SamosprqΩeni synhulqrni zburennq.  U c\omu punkti my navedemo do-

statni umovy, wo zabezpeçugt\ isnuvannq samosprqΩenoho synhulqrnoho zbu-

rennq  Ã   operatora  A,  wo rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq (2) (dyv. takoΩ

[10]).
Teorema 3.  Nexaj vykonugt\sq umovy teoremy 2 i, bil\ß toho, pidprostir

L.⊂ E( R \ ∆ )H.  Todi isnu[ samosprqΩene synhulqrne zburennq   Ã   operatora  A,

wo rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq (2).

Dovedennq.  Z ohlqdu na umovu na  L  dosyt\ dovesty teoremu u vypadku, ko-

ly  ∆  [ lakunog operatora  A.  Nexaj operator  A0  vyznaçeno formulog (6).

Rozhlqnemo v pidprostori  L′  : =  span ψk k k: ≥{ }0   samosprqΩenyj operator

′ = ⋅
≥
∑B k k

k k
k: ( , )λ ψ ψ

0

i symetryçnyj v  H  operator  

  
′ = + ′A A BΛ : *

( )0 0
�D D .  Na pidstavi lemy 2.2 [3] (por.

z (9))

′ = ′ ′A B CΛ : �

dlq deqkoho symetryçnoho operatora  C′  v  L ′�.  ZauvaΩymo, wo  ∆ — lakuna

A0 ,  i zhidno z lemog 2.1 roboty [3]  ∆  [ lakunog operatora  C′.  Zokrema,  ′AΛ
ma[ odnakovi indeksy defektu.  Z inßoho boku,  AΛ  (dyv. (8)) [ skinçennovymir-

nym zburennqm operatora  ′AΛ   i, zokrema,  AΛ  takoΩ ma[ odnakovi indeksy de-

fektu.  Takym çynom, dovil\ne samosprqΩene rozßyrennq  AΛ  rozv’qzu[ zadaçu

na vlasni znaçennq (2).

ZauvaΩennq 1.  Teoremy 2, 3 zalyßagt\sq spravedlyvymy i dlq poroΩn\o]

mnoΩyny  ∆.  U c\omu vypadku  L — skinçennovymirnyj pidprostir, wo zado-

vol\nq[ umovu (3), i  Λ — dovil\na skinçenna mnoΩyna.  Qvnu konstrukcig vid-

povidnoho samosprqΩenoho rozßyrennq navedeno v [7].
Inßa moΩlyvist\ zabezpeçyty isnuvannq samosprqΩenoho synhulqrnoho zbu-

rennq  Ã   operatora  A,  wo rozv’qzu[ zadaçu na vlasni znaçennq (2), polqha[ v

bil\ß special\nyx prypuwennqx na systemu vektoriv  {ψk :  k  ≥  1}  .  Poznaçymo

çerez  Hϕ  minimal\nyj invariantnyj vidnosno  A  pidprostir, wo mistyt\  ϕ ∈ H.

Teorema 4.  Nexaj  A — neobmeΩenyj samosprqΩenyj operator u hil\berto-
vomu prostori  H   i  Λ   =  {λk :  k  ≥  1} — dovil\na poslidovnist\ dijsnyx çysel.
Prypustymo, wo systema  Ψ = ≥{ }ψk k: 1   taka, wo dlq vsix  k   ≥   1  ψ k ∉
∉ D( A )  i pidprostory  

  
H ψ k

  [ poparno ortohonal\nymy.  Todi isnu[ samosprq-

Ωene synhulqrne zburennq  Ã   operatora  A ,  wo rozv’qzu[ zadaçu na vlasni
znaçennq (2).

Dovedennq.  Poklademo  

 
H Hk k

:= ψ ,  k  ∈  N ,  i  

    
H H H0 1:= ( )=

∞� �k k .

Nexaj  A Ak k:= � H  — zvuΩennq  A   na  Hk ,  k  ≥  0.  Todi dlq koΩnoho  k  ≥  1
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isnu[ samosprqΩene synhulqrne zburennq ranhu odyn  Ãk   operatora  Ak  take,

wo  Ãk k k kψ λ ψ=   (dyv., napryklad, [7, 9]).  Zalyßa[t\sq rozhlqnuty

  

˜ : ˜A A
k

k=
=

∞

0
� ,

de  
˜ :A A0 0= .

ZauvaΩennq 2.  Teorema 4 dopovng[ vidpovidnyj rezul\tat [9], de bulo do-

vedeno isnuvannq samosprqΩenoho synhulqrnoho zburennq z dovil\nym toçkovym

spektrom.
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